DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Densité des polynomes orthogonaux||
Lecons : 209, 213, 239, 245, 201, 202, 207, 240, 244
[OA], exercice 3.7

Rappels :

1. Pour I un intervalle de IR, on appelle fonction poids une fonction p : I — R mesurable, strictement
positive, et telle que Vn € ]N,/I |x|"p(x) dx < oo.

2. On note L?(I,p) I'espace des fonctions (ot1 on a identifié celles qui sont égales presque partout),
de carré intégrable pour la mesure de densité p par rapport a la mesure de Lebesgue; il est muni
du produit scalaire (f,g), = /1 f(x)g(x)p(x) dx. C’est un espace de Hilbert, qui contient les poly-
nomes.

3. Il existe une unique famille (P;), . de polyndmes unitaires orthogonaux deux a deux, et véri-
fiant deg P, = n. On l'appelle “famille des polyndmes orthogonaux associée a p”. On l'obtient en
appliquant le procédé de Gram-Schmidt a la famille (X"), .-

Théoreme
Soient I un intervalleﬂie R et p une fonction poids.
On suppose : 3a > O,/e”|x|p(x) dx < oo.

I

Alors les polyndmes orthogonaux associés a p forment une base hilbertienne de L?(I, p).

Démonstration :
Etape 1: (Py),p est une famille orthonormée;; il suffit de montrer qu’elle est totale.

On va montrer que Vect ((Py),cn) est dense dans L?(, p), c’est-a-dire que Vect ((Py),cn) - {0}.
Par construction, on a : Vect ((Py),cn) = Vect ((X"),en)-
On pose, pour tout n € IN, gy, : x — ™.

1. A quoi servent les polynomes orthogonaux ? Ils apparaissent en intégration numérique (révisez la méthode de Gauss) et
pour la diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts dans une base hilbertienne.

2. Sil est compact, 'hypothése sur p est inutile et le théoréme est trivialisé par le théoréme de Weierstrass.

3. Regardons un contre-exemple (a connaitre, mais mieux vaut prendre le temps de bien faire le développement et se garder
le contre-exemple sous le coude pour les questions).
Prenons I = R** et w(x) = x~"¥ une fonction poids sur R™*; en fait, w ne vérifie pas I'hypothése d’écrasement, et on va voir
que les polyndmes orthogonaux pour w ne constitue pas une base hilbertienne de L (I, w).
R*™* — R

. — sin(27lnx) ’ eton fixen € IN.

On pose f :

(f,qn) = /Wx x" sin(annx)x’h‘xdx
= /IR e"Vsin(2my) (e¥) VeVdy (onaposéy =Inxetdx=e/dy)

2
= /]R ey sin(27ry) dy  (on utilise (n + 1)y — y? = (n+1)7 (y -

4
= exp (@) ./]Rexp (— (y— n;rl)2> sin(27ty) dy

2
= exp (@) /]Reftzsin(27'ct—|—(n+1)7r)dt (onaposét=y—

n+1
2

2
) pour la ligne suivante)

ngletdt:dy)

= (-1)"lexp (%) /]R e sin(27tt) dt

=0 (intégrale d'une fonction impaire intégrable)

Ainsi, f est dans l'orthogonal de 'espace vectoriel engendré par les polyndmes orthogonaux pour w, sans pour autant étre
nulle dans L?(I, w).

Florian LEMONNIER 1 ENS Rennes — Université Rennes 1

Diffusion a titre gratuit uniquement.



DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

On va donc montrer que Vf € L2(,p), [Vn € N, (f, gn)p = 0] = [f = 0].
Dans la suite, on fixe f € L?(I,p) et vérifiant Vn € N, (f, Sn)p =0.
Etape 2: On pose ¢ = fpl;; montrons que ¢ € L' (R).
2 2
Rappelons que : Vt € RT,t < 1%1% Ainsi, Vx € I, |¢(x)| < %p(}().

Mais p est intégrable sur I (car c’est une fonction poids) et p| f|? aussi (car f € L2(I, p)).
En conséquence, ¢ € L'(R).

Etape 3: On peut donc considérer sa transformée de Fourier ¢ définie par: Vw € R, ¢(w) = / f(x)e 9 (x) dx.
I

On va montrer que ¢ se prolonge en une fonction holomorphe F sur labande B, = {z eC ’ IIm z| < g }

On pose, pour z € B, g(z,x) := e #¥ f(x)p(x).
Déja, pour tout z € B;,ona:

Jlsolar= [én @l dr< [eFImlo@ar < [erlpmdn/ [176Ro0) dx < o

Cauchy-
Schwarz

B, — C

z +—  [;8(zx)dx
On va utiliser le théoreme d’holomorphie sous le signe intégrale :
— Vz € By, x — g(z,x) est mesurable.

— Pour presque tout x € I, z — g(z, x) est holomorphie.

La fonction F : ‘ est donc bien définie.

- Vz € By, [g(z,x)] < e |f(x)|p(x) qui est une fonction de x, indépendante de z et qui n’a pas
oublié d’étre intégrable sur R.
Donc F est holomorphe sur B, et coincide sur R avec ¢.

Etape 4: Le théoréme précédent nous permet également de calculer les dérivées de F :
Vn € N,Vz € B, F(z) = (—i)" /x"efizxf(x)p(x) dx
I
Ainsi, on obtient, pour tout n € IN :

F(0) = (=1)" /Ix”f(X)P(x) dx = (=1)"(f, gn)p = 0

Par unicité du développement en série entiere d'une fonction holomorphe, il existe un voisinage de
0 sur lequel F = 0.

Par le théoreme de prolongement analytique, on en déduit que F = 0 sur B,.

Conséquemment, ¢ = F|g = 0.

Comme ¢ est intégrable, on peut invoquer l'injectivité de la transformée de Fourier pour obtenir la
nullité presque partout de ¢ sur R.

Par stricte positivité de p, on en déduit que f est nulle presque partout sur I, autrement dit, f = 0
dans L(I,p).

Ce qui prouve le théoreme. ]
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