DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Théoreme de Riesz-Fischer
Lecons : 201, 205, 208, 234

[Bré], théoreme IV.8
[Rud], théoréme 3.11

Théoréme
Soit X un espace mesuré, muni d’une mesure positive y.
Pour tout p € [1,+0c0], LP(i) est un espace de Banach.

Démonstration :

Etape 1: Montrons que L*® (1) est complet.
Soit (f),cp une suite de Cauchy dans L (u).

1

Donc il existe une famille (Ej )+ d’ensembles y-négligeables, vérifiant :

1
Vk € N*, 3Ny € N,Vm,n > Ni, Vx € X\Ey, |fu(x) — fin(x)] < P
On définit E = | ] E; et comme I'union est dénombrable : y(E) = 0.
keIN*
Et donc, on obtient :
1
Vk € N*, 3Ny € N,Vm, n > Ni,Vx € X\E, | fu(x) — fum(x)| < P (1)

Puis Vx € X\E,Vk € N*, ANy € IN,Vm, n > N, |fu(x) — fm(x)| < %,

autrement dit : Vx € X\E, (fu(x)),cpy est une suite de Cauchy dans R.

Et comme R est complet, cette suite converge ; on note f(x) sa limite.

On va montrer que la fonction f ainsi définie y-presque partout est bien dans L (y) et que c’est bien
la limite de la suite (f;),cp en norme ||.{|co.

Par passage a la limite dans (IJ), on obtient :

Vk € N*, ANy € N, Vn > Ni, Vx € X\E, |fa(x) — f(x)] <

| =

Ainsi, INy € N, || fllo <1+ || v, ||, < 00, done f € L®(p).
Enfin, Yk € N*,3N; € N, > Ny, [[fo — fle < 7.
Donc : nlgrgo | fi = flleo = 0.

Etape 2: Pour p € [1,+oo[, L (i) est également complet.

Soit (fn),cp une suite de Cauchy dans L7 (p).
On va en fait montrer qu'une sous-suite converge dans L (y) ; en effet, prenons € > 0.

Si d’une part : 3Ky € N, Vk > Ko, || fu, —pr < g,
et d’autre part: ANy € IN,Vm, n > Ny, || fu — mep < %,

Alors finalement, en posant N = max {n Ko No} on obtient: Vn > N, ||f — fa Hp < g, et le théoreme
est prouvé.
Soit donc (7)o Une suite strictement croissante d’entiers telle que :

1
Vk € N,Vm,n = ny, || fa —mep < 7%

1. Une application de la complétude des espaces L? est le prolongement de la transformée de Fourier a 1.2, qui utilise le fait
que toute suite de Cauchy dans L? converge dans L? (voir le développement consacré en page ??).
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B f”k H p
A s 1
Notons désormais f; pour fy,, ainsi Vk € IN, ka < >
4
n
Posons alors, pourn € N : g, = Z fk+1 — fx|,onadonc:

k=0

n . R n 1
Il < 3 [[fiss = A, < X e <

Par convergence monotone, ¢, converge ponctuellement sur X\ E, ot E est un ensemble p-négligeable,
vers une fonction g définie presque partout.
Les fonctions g, étant a valeurs dans [0, +o0|, on a:

Igllp = [ g0l dx = [ timinf|g,(x)|? dx < liminf [ [gu(x)|? d <27,

Donc g € LP(‘u).EI
Soit x € X\E :

Forl) = Ful)| < [fonl) = Fua ()] 4+

Ym>n>1,

Fr () = fa()] = gm-1(x) = g1 (%)

Donc Vx € X\E, ( fn(x)> est une suite de Cauchy dans R qui est complet donc elle converge ; on
n

note f(x) sa limite.

De plus, Vim > n > 1,Vx € X\E, — ’ Sm—1(

Parpassagealahrmte Vn>1,Vx e X\E ‘f( ) — fulx )‘ g(x).
H < oo, donc f € LP(p).
P

En particulier,

< liglly

A A P N 2 p
Or¥x € X\E, |f(x) = fulx)|" < (2(x) = gu-1(x)) —3, 0t |f(x) = fulx)| < g(x)P avecg € LP(u).
Dongc, par convergence dominée, il vient :

— 0
pﬂ—)oo .

f=1tn
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2. C’est pour montrer que g € LP(u) qu’on a besoin d’utiliser [Rud].
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