DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Ruine du joueur
Lecons : 223, 226, 249, 264
[GS], partie 3.9

Théoréme

Soit (Yy),cn+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
n

pé1+ (1 —p)é_1;onnote S, = a+ ZYi,oﬁa € IN.
i=1

Soit b € N*, onnote T = inf {n € N|S, € {0,a+b}} etp =P (St =a+D).[]

On adeuxcas (onnoteq=1—p):
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Démonstration :

Etape 1: On va commencer par obtenir une formule de récurrence.
Onnote Py =P (.|Sg = k) et A = {St = a+ b}. On calcule P;(A).
Par la formule des probabilités totales :

Pr(A) =P (A1 = 1) P (Y1 =1) + P (AY1 = —1) P (V1 = —1) = Pr1 (A)p + Pr1(A)g.
On note py pour désigner IPx(A), et on obtient la récurrence linéaire :

{ Pk = PPk+1 +gpk—1, pour 1 <k <a+b—1
po=1letp, =0
Etape 2 : Déterminons la valeur de p.

— Dans le cas o1 p # 5 alors ’équation caractéristique de cette récurrence linéaire est : x = px? + ¢,

q

dont les solutions sont 1 et —.
k
On en déduit alors : 3o, B € R, Vk € [[O,a + b]]/Pk =a+p <Z> .

a+b
Mais on dispose des valeurs de pg et de p,}; celanous fournit: 0 =a 4 fetl =a + <Z> .

Ainsi, & = —Bet p = (1 + (Z)Hb) 71.
)

Par conséquent, p = p;, = P
_ (4
()
1, 1

— Dans le casou p = 5 alors 1’équation caractéristique devient : x = 7X + 5 dont 1 est I'unique

solution.
On en déduit alors : 3a, B € R,Vk € [0,a + b]|, px = a + Bk.
Mais on dispose des valeurs de pg et de p, 1 ; celanous fournit: 0 =wetl = a + p(a +b).

1. Un point sur l'interprétation de I'énoncé. Les variables Y, désignent le résultat d"un jeu qui peut se solder par le gain ou
la perte d"un euro pour le joueur; la probabilité de gagner un euro valant p. La valeur S, désigne la fortune du joueur apres n
répétitions du jeu; ainsi Sy = a est ’argent que possede le joueur avant de commencer a jouer. La banque, quant a elle, posseéde
b euros; quand le joueur gagne, elle perd, et réciproquement. Ainsi, le jeu doit s’arréter quand 1'un ou l’autre des acteurs (le
joueur ou la banque) fait faillite : cela se produit a I'instant T. La probabilité que le joueur gagne finalement contre la banque
est donc p. On veut connaitre cette probabilité, ainsi que le temps moyen de jeu, en fonction des valeurs de a, b et p.
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Ainsi,a =0etf = ——.
p a+b
Par conséquent, p = p, = ——
quent, 0 = pPa = -
Etape 3: On va suivre la méme tactique pour calculer I'espérance de T : d’abord obtenir une formule de
récurrence, puis en profiter, en distinguant les cas selon la valeur de p.

— La formule des probabilités totales nous donne :
E[T] = B [TIY1 = 1] P (Y1 = )+ Ei [T]Y1 = =1]P (V1 = —1) = (14 Epq [T]) p+ (1 + B [T]) g.
On note ¢, pour désigner E[T], et on obtient la récurrence linéaire :

{ ey =1+ pexi1+gex 1, pourl <k<a+b-1
eg=0ete, 1, =0

On note, pour k > 1, d; = e, — e;_1 ; la relation de récurrence devient : 0 = 1 + pdy1 — qdy.
— Dans le cas ot p # 5 On pose I e réel vérifiant : 0 = 1 + pl — gql, cest-a-dire que | = =

La relation de conséquence devient donc: 0 = p (dyyq — 1) — g (dx — ).

Par conséquent, dy 1 — I = % (dg —1),etdoncd, — I = <Z> o (dq —1).

Donc, pourn > 1,ona:

)k&(m0> :rﬂ+(d1zfﬁf(i)k::nz+(dll)l_g)

k=0 1

==

%:f@+%:f0+(

k=1 k=1

= =
==

q
P d
Ore, p,=0=(a+b)l+(d—1) (p)q , ce qui nous donne : = -
P

Done BT — a1 (1_ (Z)“) 1(_a(+?);)al+b _ qip a(a+b)11(é

1 1
— Danslecasoup = - alors fdkH = fdk —1,doncdyyq =d —2,doudy =dy —2(k—1).

Alors, pourn > 1,e, = de—ndl ZZk—ndl #zn(ﬁh—(ﬂ—l)).
=1
Oreu+b:0—(a+b)(d1+(a+b—1)) doudl—a+b—1
Donc E[T] =¢; =a(a+b—1—(a—1)) = ab. [
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