DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Formule sommatoire de Poisson
Lecons : 240, 246, 254, 255, 228, 235, 241

[Gou An], probleme 4.4 et exercice 3.4

[Wil], exemple 7.29.f)
Théoréme
Soit f € S(R).
Alors la série Z f(.+ n) converge normalement sur tout compact de R et :
nezZ
VxeR, ) f(x+n)= Zf ey,
nez ne
-~ +oo .
ott on anoté f(x) = f(t)e 2™ dt, pour x € R.
Démonstration :
1. Comme f € S(R), en particulier, Vk € N, ) (x) = O <xlz>
Ainsi, IM > 0,Vx € R, |x| > 1 = |f(x)| < x—NZI
M M

DouVK >0,Vx € [-K,K|,Vne Z,|n| > K+1= |f(x+n)| < < .
[ ] | | + |f( + )|\(x+n)2\(\n|—K)2
Donc la série 2 f(.+ n) converge normalement sur tout compact.
nez
On note F sa limite simple.
De facon similaire, on montre que Z f'(. + n) converge normalement sur tout compact, donc uni-
nez
formément sur tout segment de R.
On peut donc appliquer le théoréme de dérivation des séries de fonctions (on rappelle que f est
Cl) : F est donc de classe C1 sur R (en fait le théoreme dit d’abord “sur tout segment de IR”) et

Vx e R, F'(x) = Y f(x+n).
nez
N+1
2. Par ailleurs, soit x € R: VN € N, Z fix+1+4n)= Y flx+n).
-N ~N+1

Donc en faisant tendre N vers I’ 1nf1r11 on obtient F(x + 1) F(x); F est donc 1-périodique.
On va calculer ses coefficients de Fourier, pour N € Z :

1
CN(F) = /0 F(t) —2inNt dt = Z / f +n —2intNt dt Z / f —2171']\”' —2intNn dt

(evu) nez nez

5 [ fear =

Comme F est C! sur IR, sa série de Fourier converge normalement vers F sur R et :

Vx eR,F(x)= Y f(n 217”“‘ﬂ

nez
[ |
1. Dans les legons sur les distributions, on fait le corollaire 1, dans les autres, on fait le corollaire 2.
2. Carapartirde [n| > K+1,0ona: Hf +1n)| KKH 7(9(”2)
1
3. L'intégrale converge car f(t) = O1c0 (t—z)
4. Rappelons que la période de F vaut 1.
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Corollaire (Une distribution invariante par transformation de Fourier)
On note 7 = Z O

kez
Dans §'(R),ona:dz =6z = Z ek,
kez
Démonstration:
1. Montrons que b7 définit bien un élément de S'(R )
D’apres ce qu’on vient de faire : Vg € S(R), (57, ¢) = )_ ¢(k) est bien défini.
kez

Reste & montrer que Jz est une distribution tempérée.

On rappelle que ||.||np : ") (x )‘ oun,p € IN, sont les semi-normes qui définissent la

topologie de S(R).

¥p € S(R), |3z, 9)| < Y lo(k) = |p(0)| + Y ’kz )
kez keZ*

=

kez*

( 0)

Ainsi, 67 € §'(R).

2. On peut donc calculer sa transformée de Fourier, en utilisant la transformée de Fourier en 0 :

Vo € S(R), (07, 9) = (62,8) = Y ¢(n) = Y 9(n) = (07, ¢).

nez nez

Donc Si = 0y.
D’autre part, ona, pourn € Z, ¢ € S(R) :

~ — —+oo . .
(Gor ) = (60,8 = 90 = [ gw)e M dx = (2T, ).
Ainsi, dans S'(R), 0z = ) e 27k = Y~ Q2irkx, .
kezZ kezZ

Corollaire (Une égalité entre deux sommes)

VS>O,Ze*””25: Ze ;.

nez neZ

Démonstration : ,
Soit « > 0, on va appliquer la formule sommatoire de Poisson a f : x — e ™%,

Soitn € Z, f(n) = /+OO e 2imnt gy — = /+Oo e e VR duy = LI(n) ollon a posé u = /ut et
’ —co V) -o Va o P

+oo _
Vx € R, I(x) ::/ e e R du.
—0
On va chercher une équation différentielle vérifiée par I ;
. il
— [ est dérivable, en effet : posons & : (x,u) — e e VR,
- Vx € R, h(x,.) est C! et intégrable (par comparaison avec l'intégrale de Gauss);

oh 8 T comy
- Vxu€eR, ——(xu)= oin L e e Vs
ax \/&
o oh 27Tu ) o
~ 5, est continue sur R et Vx, u € R, | == (x, u) ’ < Te—uZ, fonction majorante a la fois intégrable
M

et indépendante de x.

— —+00 _
On en déduit en plus que I'(x) = 27 / e T

VL =~
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— Par une intégration par parties :

_ o ~+o0 oo B o
I(x) — e—uz.i\/&e 217‘()6\/& 7/ 72ue_uz .\/&e 21nxﬁdu
2imtx R 2imTx
g V[T e R
iI7Tx J—oo
= YRV = 1)
imtx —2im 212

Donc I(x) = I(0) exp (— 7-(2x2) = /mexp (— 7T2x2)‘

14 o

R 2,2
Ainsi, f(n) = \/jexp (— nan >

On applique la formule de Poissonen 0: ) | e v = ) LS
nez nez
. T _n’n 2
On pose enfin s = —, et alors : Ze s :\ﬁZe s, [
a nez nez
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