DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Théoreme de Sophie Germain
Lecons : 120, 121, 123, 126
[X-ENS Al1], exercices 4.39
Théoreme
_mn nombre premier de Sophie Germain, c’est-a-dire un nombre premier impair tel que

g = 2p + 1 soit un nombre premier.
Alors il n’existe pas de triplet (x,,z) € Z° tel que xyz # 0 [p] et x + y? + zF = 0.[]]

Démonstration :
On notera ici P 'ensemble des nombres premiers.
On raisonne par l'absurde; soit (x,y,z) € Z3, tel que xyz # 0 [p] et xP + y? +zF = 0.

Soit d = pged (x,y,z), quitte a poser x" = g, y = % etz = g, on peut supposer que d = 1.

Etape 1: Montrons qu’alors x, y et z sont premiers entre eux deux a deux.
Par I'absurde, soit r un facteur premier de x et y.
Alors r|x? +yP, puis r|z” et donc, par le lemme d’Euclide : r|z.
On contredit alors 'hypothese selon laquelle x, y et z sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Désormais,onadonc: x Ay =xAz=yAz=1
p—1
Etape 2: Montrons que 3(a,) € Z,y+z=alet y_ (—z)P 1 Fyf =’
k=0
On va appliquer le lemme suivant.

Lemme

Soitu,v € Z,avecu Av =1et Jw € Z,uv = wk, ot k > 2.
Alors u et v sont tous les deux des puissances k™€,

Démonstration:
Onécritu = [ p*, 0= [] pPretw=[] p", otra, B,y € NP
peP peP peP

Et comme uv = wk, ona: Vp € P,ap + By = kvp.
Mais, &) et B, ne peuvent pas étre simultanément non-nuls, puisqu'onau Av = 1.
Conséquemment, Vp € P, k|ay et k|B,.

Donc u et v sont des puissances k®™es. u
p—1
Ici, ona (y +2) (2 (—Z)p_l‘kyk> — P 2P = —xP = (—x)P.
k=0
p—1
Il serait donc intéressant de montrer que y + z et Z (fz)p_l_kyk sont premiers entre eux.

k=0
Par I’absurde, supposons qu’il existe un nombre premier, appelons-le r, qui les divise tous les deux.
Alors, de I’égalité précédente, il vient que r?|x¥, donc r|x.

p—1 p—1

Commey = —z[r],ona: ) (—z)P17kyk = Yy t=pyP
k=0 k=0
—_—

=0[r]

1. Tl'y a beaucoup de choses intéressantes a dire a propos de ce résultat. Sophie Germain (1776-1831) est quasiment la seule
femme mathématicienne de son temps. Elle suivit les cours de 1’Ecole polytechnique par correspondance, car les femmes n’y
étaient pas admises et c’est sous le pseudonyme masculin de Maurice Leblanc qu’elle écrivait a Gauss pour lui faire part de ses
découvertes arithmétiques. En 2001, le plus grand nombre de Sophie Germain qu’on connaissait était 109433307 x 206452 — 1,
possédant 20013 chiffres. A 'heure actuelle, on conjecture qu’il en existe une infinité. Le théoréme de Sophie Germain, démontré
en 1823, est une résolution partielle du grand théoréme de Fermat — mais si, vous savez : pour n > 3, il n’existe pas de solution
non-triviale dans Z3 a I'équation x" + y"" = z"" — que Fermat mentionnait dans une annotation marginale, sans la prouver “par
mangque de place”. On est certain aujourdhui qu’il ne pouvait pas en avoir une démonstration complete (bon, en méme temps,
quand tu t’appelles Fermat, ton prof de maths va avoir du mal a te reprocher de bluffer dans tes copies, non?).
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Donc r|py” ~1, et donc, par le lemme de Gauss :

— soit r|p, et alors, ces deux nombres étant premiers, on obtient r = p et donc p|x, contredisant
I'hypothese xyz # 0 [p];

— soit r|y, mais c’est impossible puisque r|x et x Ay = 1.

p—1
On obtient ainsi une contradiction ; et on en déduit (y + z) A < Z (—z)P _1_kyk> =1.

Puis, par le lemme, on obtient :

p—1
J(a,a) € 2%,y +z = a? et ) (—z)P~ 1Ryl = aP,
k=0
Similairement, on montrerait x +z = b” ety +z = c?, avec b,c € Z.
Etape 3: Un (et un seul, vu qu’ils sont premiers entre eux deux a deux) des trois entiers x, y et z est
divisible par g.
Soit m € Z, tel que q { m.
Alors, par le petit théoréme de Fermat, on obtient : (mp)2 = mi~1! = 1]q] et donc, comme Z/qz est
un corpsﬂ ona:mf = +£1[q].
Par l’absurde, on suppose g{ x, gty et g1 z.
Alors 0 = xP 4+ yP + zF est congru a 3,1, —1 ou —3 modulo 4. Ce qui est absurde puisque g > 5.
Sans perte de généralité, disons que g|x, et qu'incidemment : gt y et g 1 z.

fEtape 4 : Tels Jean-Claude Dusse, cherchons a conclure.
Ona:bV+cf —a? =x+z+x+y—y—z=2x=0]q].
Et comme x =0[g],ona:y = ¢ [g]; mais q { y donc g { ¢, d’ott y = £1 [g]. Similairement, z = £1 [g].
Donc a? = y + z est congru a 2, 0 ou —2 modulo 4 ; mais une puissance p*™¢ est congrue a 1, 0 ou —1
modulo g.
Donc y +z = 0[g].

p—1
Comme dans I'étape 2, on obtient : a? = ) | (—z)P~1kyk = pyP=1q].
k=0
Or p — 1 estpairety = +1 [g] et donc a” = p [g]; mais aussi a” est congrua 1, 0 ou —1 modulo 4.
Contradiction !
Iln’y a donc pas de triplet (x,y,z) € Z3 tel que : xyz # 0[q] et x? + yP + zF = 0. [
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2. Le polynome X2 —1 € £/, qZ[X] admet au plus deux racines puisqu’il est de degré 2 sur un corps ; on vérifie facilement
qu’il s’agitde 1 et —1.
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