DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Ellipse de Steiner
Lecons : 180, 181, 182

[CAPES11], d’apres le sujet 4
[Dbm1], proposition 5.IL.5

Théoreme
Soient M (r1), Mz (r2) et M3 (r3) trois points distincts non-alignés du plan affine P.
Onnote P = (X —r1) (X —r2) (X —r3) et w, w’ les zéros de P'.

Alors les points F(w) et F/(w') sont les foyers d’une ellipse tangente aux trois cotés du triangle
M M;Ms3, en leurs milieux (qu’on notera A, B et C).

Démonstration :
On va d’abord énoncer et montrer deux lemmes.
Lemme 1

Soient £ une ellipse non-plate et M € €.
On note F et F’ les foyers de £.

Alors la tangente a £ en M est la bissectrice extérieure de FMF'.

Démonstration du lemme 1:

M

Si O est le centre de l’ellipse on a la paramétrisation -
OM(t; — acoste] +bsinte; quand M(t) parcourt £.
On dérive I'expression HM H + HM HF'|| = 2a et
on obtient :

—
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Ceci se raccourcit en : ( ’
LTk [ O i

= 0. Mais le premier membre du produit

—_—
scalaire est le vecteur directeur de la bissectrice intérieure de FMF’!

. . . intérieure normale
En conséquence : la bissectrice - estla afen M. |
extérieure tangente

Lemme 2 (Ponceletﬂ)

Soit £ une ellipse non-plate de foyers F et F'.
Soit P un point extérieur a E_Ear lequel passent deux tangentes a £, aux points notés T et Tp.

Alorsona: (P 3 ) (PF' PTZ) (7).

Démonstration du lemme 2:
Si A désigne une droite de P, on note 0 la symétrie axiale d’axe A.
Ainsi, 0(pr) © 0(pr,) €t 0(pr,) © 0(pFr) sont des rotations de centre de P; notre but va étre de montrer
qu’elles sont égales.
On désigne par Np et N; les symétriques de F par les symétries axiales d’axes (PTy) et (PT3).
D’une part, o(pr) o 0(pr,) (N1) = o(pr)(F) = F.
D’autre part, comme (PT;) est tangente a l'ellipse en Tj, c’est la bissectrice extérieure de FT1F/,
donc F/, T et Nj sont alignés dans cet ordre.

De méme, comme (PT,) est tangente & l'ellipse en T, c’est la bissectrice extérieure de FT,F’/, donc
F’, T, et N; sont alignés dans cet ordre.

1. On trouvera une référence pour la démonstration de ce lemme avec ce|document de Florian BOUGUET.
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http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~flemonni/agregation/developpements/Steiner_FBouguet.pdf
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Ainsi, FFN; = F'T; + T{Ny = F'T{ + FI} =2a = F'T, + FT, = F'T, + ToN, = F'N,.

Aussi, on a: PNy = PF = PN, donc (PF’) est la médiatrice de [N Ny].

Ail‘lSi, U(PTZ) o U(PF’) (N1) = U(PTZ) (Nz) =F.

En conséquence, 0(pr) © 0(pr,) = 0(p1,) © 0(pFr), PUis, en regardant les angles de ces rotations :

(PT,, PE) = (PF', PT5) [

Démontrons désormais le théoreme.
1. On va commencer par vouloir traiter le cas ott F et F/ sont confondus.
Ona:P' =3X%?-2 (1’1 + 71+ 1’3) X+ (7’11’2 —+ 113 + 1’31’1).
Ainsi, on a les équivalences :

P’ a une racine double < (11 + 1, + r3)2 —3(rry+rar3+rary) =0
r J— J—
=N 2 _T2-73
r3 —712 r—r3
- { MiMy.M; Mz = (MyM;3)?

(M2M3,M2M1) = <M3M1,M3M2) [27]

M1 My = M7 M3 (isocélisme en M)
& MMy = MpyMs = M3M;
< MM, Ms; est équilatéral

{ M My.M; Mz = (MyM3)?

Mais le cas du triangle équilatéral est trivial : le cercle inscrit répond a notre probleme (il est tangent
aux 3 cOtés en leurs milieux car les médianes se confondent avec les bissectrices).

2. Désormais, on suppose que M; M, M3 n’est pas équilatéral, en conséquence, F # F'.
On va montrer que £ = {M € P|MF + MF' = AF + AF'} répond a notre probleme.
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— On abien A € £, mais £ est-elle une vraie ellipse, c’est-a-dire non-
plate?
Pour cela, il suffit de montrer que A ¢ [FF'].
Par l’absurde, on suppose que A € [FF'].
Alors A est barycentre a coefficients positifs de F et F'. A
Mais, par le théoreme de Lucas, F et F’ sont barycentres a coef-
ficients positifs de My, M, et M3 (car P et P’ n’ont pas de racine M;
commune).
Par associativité du barycentre, A est dans lintérieur strict de M,
M My Ms. Contradiction !

— On va montrer que (M; M) est tangente a £.
On note a 'affixe de A, eton calcule P'(a) =30 —w)(a—w') = (a—11) (a—12) + (a —r3) 2a — 11 — 12).
=0
A 2—f171 —a  rp—1
Ainsi 3(w —a)(w' —a) = —5— pu1s 12 - =

—
En passant aux arguments, il vient : (Mle, Af ) (AF’ , Mle) [27].

Ainsi, (Mle, ﬁ) = (AF ,M1M2) [7t] donc (M1 M) est une bissectrice des droites (AF) et

(AF’), nécessairement extérieure 8 AFF’, car sinon (M;M,) couperait [FF'].
D’apres le lemme 1, (M; M;) est tangente a £, en A.

— On va montrer que (M; Mj3) est tangente a £ EI
Ona:P'(rn)=3(n—-w)(n—-w)=(—-r)n —73)
N N s o1 —
Ainsi, 3 P donc (M1M3, M F ) ( ) [27].
On note (M;T) 'autre tangente a £ issue de M;.

RN —
Le lemme de Poncelet nous donne : (Mle, M ) = (MlF’, M; 1) [7]
e JY — s
Donc <M1F’, M1M3) = (Mle, M, ?) = (MlF’, M, ) [7].
En conséquence, (MjM3) = (M;T) est tangente a £.

— Enfin, montrons que C € £ .
On note C’ le point de tangence de (M M3) et &.
Par le lemme 1, (M1 M3) est bissectrice extérieure de FC'FlenC.
Donc G, symétrique de F par rapport a (M M3), vérifie : G € (F'C’), autrement dit C’ € (F'G).
Ainsi, C' € (F’G) N (M1M3).
Pour montrer que C = C’, on va montrer que C € (F'G).
En évaluant P’ en ¢, comme on l'avait fait en a précédemment, on obtient que (M;M3) est la

bissectrice extérieure de I'angle ECF.
Et donc aussi C € (F'G). Ayé. m
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2. On montrerait similairement que (M;M3) est tangente & £.
3. Comprenez “autre que (M M,)”.
4. On montrerait similairement que B € £.
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