DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Distributions a support ponctuel
Lecons : 254, 255

[Zui], théoréme 2.4.5

Théoreme
Soit ) un ouvert de R" et xg € Q).
1. Soitax € N", on a : supp 0%dy, = {x0}.

2. Soit T € D'(Q)), telle que supp T C {xo}.
Alors 3k € N, 3 (a4) < CC, T = Y 2,00y,

|| <k

Démonstration :
1. Soit ¢ € D (OQ\ {x0}), ona: (0*dy,, ¢) = 0 donc supp 0*dx, C {xo}.
Réciproquement, soit Vy, un voisinage de xo dans Q et x € D (Vy,) avec x = 1 au voisinage de xp.
o
xX—x
On pose ¢ : x — %X(x), alors ¢ € D (Vy,).

De plus, par la formule de Leibniz :

"¢ (x9) = % ) (g) 9P [(x — x0)] \xsza“*ﬁX (x0) = ;(Z) 0" [(x — x0)"] ey X (X0) = %hx!l =1

" B

2. On aura besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 1

Soit T € D'(Q)), ¢ € D(Q) tels que supp T Nsupp ¢ = .
Alors (T, ¢) = 0.

Lemme 2

Soitk € N, T € D'V (Q) et ¢ € CE(Q).
On suppose que : Vx € supp T,Va € N”, |a| < k = 0%¢(x) = 0.
Alors (T, ¢) = 0.

Soit w un ouvert contenant xp avec w compact dans ().

Comme @ est compact, on sait que T € D’(w) est d’ordre fini, noté k € IN.
Soit x € D(w), tel que x = 1 sur un voisinage de x, soit ¢ € D(Q}).
Ona:(T,(1—x)¢) =0carsupp TNsupp (1 —x) = @ donc (T, x¢) = (T, ¢).

Onpose: P :x — x(x) |p(x)— ) (x_lxi'xo)“a‘xgo (x0) | ;alors € D(w) et pour |B| < k:

|| <k

ﬁ¢uw=2303mxwww*[wm—-z(x‘“yw¢w@]

+<p N
= (ﬁ)l (8ﬁq)(x0) —0— ‘giaﬁ(p(xo)> =0

Et comme supp T = {xo}, par le lemme 2, ona: (T, ¢) = 0.
Par conséquent,

X=Xq

() = (Txg) = ¥ 2200y =y Tl g

|
af<k laf<k

ol xXo : x > x(x) (x — x)".

Florian LEMONNIER 1 ENS Rennes — Université Rennes 1

Diffusion a titre gratuit uniquement.



DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Démonstration du lemme 1:
Comme supp ¢ C (suppT)S, ona:

Vx € supp ¢, 3V, un voisinage ouvert de x,Vip € D (V) , (T, ¢) =0

Alors on obtient : supp ¢ C U Vi.

xEsupp ¢
N

Et comme supp ¢ est compact, par Borel-Lebesgue : 3x1,...,xn € supp ¢,supp ¢ C U Vi
i=1
Soit (Xi);<i<n une famille d’éléments tels que :
- Vie [1,N],xi € D(Vy,);
N

- Y xi(x) =1 pour x € supp ¢.

N N
Alors ¢ = ) x;p etdonc (T, ) = Y (T, xip) = 0 car xip € D (Vy,). |
i=1 i=1

Démonstration du lemme 2:

On note K = supp T N'supp ¢. Si K = &, on renvoie au lemme 1. Supposons donc désormais que K
est non-vide.

Pour ¢ > 0, on pose K, = {x € R"|d(x,K) < e}.Ona: J¢gy €]0,1],Ve € ]0,¢9], Ke C Q.

Soit xe € D (Ke), telle que xe = 1 sur K¢ et telle que quand |a| < k, on ait : [0%x.| < Cae™ o,
Ona(T,(1—x¢) @) = OcarsuppTﬂsupp (I—xe)o C KﬁKC% =a.

Donc (T, ¢) = (T, x¢), puis :

(T, ¢)] <C Y sup|d” (xeq)|, ot C € R™* est indépendant de ¢
la|<k K.

Or, par Leibniz : 9% (xc¢) = ) | <1x) 0 PxeoPg.

pu

Dou: (T, @) <C Y Y ( ) “,ﬁe‘ﬁ‘_‘“|sup‘aﬁ¢‘.
|| <k B<a Ke
Et comme |B| — |a| > |B] —kete<1,0ona:

T,g)<CYy ¥ (“)Ca_ﬁs'ﬁ"suplaﬁfp\
|BI<k |a|<k B Ke
a>p

«
On pose C' = Cmax ( >C _p | eton obtient :
Bl<k ME ) F

a>p

(T, )| < C’ 2 elpl= ksup’aﬁq)‘
|BI<k

On va montrer que ll_l’)% elPl—k supg, |85(p] = 0 pour || < k; on aura ainsi terminé la preuve.

On sait que : Jx, € K¢, sup [0P | = [0Pg (x¢)| et Txg € K, [xe — x| < &
K

9P ¢ étant continue a support compact, elle est uniformément continue. Soit & > 0;

I >0,Vx,x' € Q,|x—x| <= ‘8ﬁ<p(x) —Fe(x')| <0

Choisissons ¢ < 77, on obtient |9P ¢ (xe) — 9P g (x)| < & et comme xg € K C supp T : |9P ¢ (xe)| < 6.
On en déduit, pour |B| =k, lin& elfl=F sup 0B | = 0.
e—> Ke
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Supposons désormais |B| < k; par la formule de Taylor avec reste intégral :

Y
P (xe) = Ma%ﬁ(l) (x0)
yl<k—1-pl T
1(1—p)k-Ipl-1
+ ) 3P (x + t (xe — x0)) (xe — xp)7 dt
v—km/o I
xe — xg)7

[v|<k—1—|B] v

/1 (1— £k lBl-1 ‘a7+5(p (1= £)xg + txe) | | (xe — x0)7| dt

1
E= 110 2

Pour tout f € [0,1],ona: |[(1 —#)xg + tx, — xg| = t|xe — x0| < edonc (1 — t)xg + tx; € Ke.
D’autre part, xg € K C supp T donc pour |y| + [8| <k —1,0na: 37 g (x) = 0.
Par conséquent :

k-8
‘aﬁq; (xe)| < 7‘ / 1sup (awﬁ(p‘ [ TR— = sup ‘87+5¢‘
(k=1B1=1 54 e
Donc elfl = ‘aﬁ(p(xg < o Z sup [0 ¢|.
(k— Iﬁl D! &
H—>00
Et finalement : lim ¢/fl=* sup ‘aﬁ<p| =0. u
e—0 Ke .
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