DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Surjectivité de ’exponentielle
Lecons : 156, 204, 153, 214, 215
[Zav], probléme 9.11

Soitn € IN*,ona: VA € GL,(C),3P € C[X], A = exp(P(A)).
Ce résultat implique la surjectivité de la fonction exp : M,,(C) — GL,(C).

Démonstration:
Etape 1: Rappelons que YA € M,,(C),exp(A) € C[A}.
Désormais, fixons A € M,,(C).
Etape 2: On va montrer que C[A]* = C[A] NGL,(C).
C : Trivial.
D: Soit B € C[A] N GL,(C), dont on note pp le polyndme minimal.
Si X|up, alors up = XQ, avec Q € C[X], puis 0 = BQ(B); mais B € GL,(C) donc Q(B) = 0.
Ceci contredit la minimalité de yp.
Donc pup = o + XQ, avecx € C* et Q € C[X]; alors 0 = a + BQ(B) et donc
Bl = %(m e C[B] c C[A].
Etape 3: Ona donc:
- exp(C[A]) C C[A]NGL,(C) = C[A]*.
- VM, N € C[A],exp(M + N) = exp(M) exp(N) car M et N commutent.
Etape 4 : Montrons que C %‘l] ¥ est un ouvert connexe de C[A].
GL,(C) étant ouvert[|dans M, (C), on déduit de C[A]* = C[A] NGL,(C) que C[A]* est ouvert
dans C[A].
On va montrer que C[A]* est connexe par arcs; soient M, N € C[A]* .

n Ak
1. Eneffet, exp(A) = lim ) “— et C[A] est un sous-espace vectoriel de M,,(C) donc de dimension finie et donc fermé.
n—00 =0 k!

N —
eCl4]
2. GL,(C) = det™! (R*) et le déterminant est continu.
3. Petit rappel sur la connexité.

Lemme

1. L'image continue d’un connexe de (E,d) dans (F,d’) est connexe.

2. Un espace métrique (E, d) est connexe si et seulement si toute application continue f de (E,d) dans ({0,1},5) ot d est
la distance discrete est constante.

3. Un espace métrique connexe par arcs est connexe.

En effet :

1. Soit A une partie ouverte et fermée de f(E). Comme f est continue, f~!(A) est ouverte et fermée dans E. Par connexité
deE,ona:
— soit f71(A) = @ etalors il n’existe pas de x € E tel que f(x) € Aetdonc A= f(E)NA=9;
— soit f71(A) = E etalors Vx € E, f(x) € Adonc A = f(E).
Donc f(E) est connexe.
2. — SiE est connexe, et f : E — {0,1} est continue, alors f(E) est connexe, donc f(E) # {0,1} (car {0,1} est une réunion
de deux singletons, donc de deux fermés). Ainsi, f est constante.
— Supposons que E ne soit pas connexe : E = Fy LI F, ou Fy et F; sont deux fermés non-vides. On définit f par f|p =0
et f|r, = 1. On va montrer que f est continue; soit F un fermé de {0,1}, on va montrer que f ~1(F) est fermé dans E.
Si F = {0,1}, alors f~1(F) = E est fermé. Si F = {0}, alors f"}(F) = Fy est fermé. Si F = {1}, alors f~1(F) = F; est
fermé. Si F = @, alors f~1(F) = @ est fermé.
3. Soit f : E — {0, 1} une fonction continue ; on va montrer que f est constante. Soient x,y € E. Comme E est connexe par
arcs, il existe un chemin continu v : [0,1] — E tel que ¥(0) = x et y(1) = y. L'application f oy : [0,1] — {0,1} est alors
continue ; mais [0, 1] étant connexe, f o y est donc constante. Alors: f(y) = f(y(1)) = f(y(0)) = f(x).
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Ona:det(zM+ (1 —z)N) € C[z]\{0}, car le déterminant est polynomial et M inversible.

On note Z 'ensemble des racines de ce polyndme; c’est un ensemble fini, donc C\Z est connexe par
arcs, contient 0 et 1; donc il existe un chemin -y continu reliant 0 et 1 dans C\ Z.

Alors le chemin t — y(f)M + (1 — y(t))N est continu et relie M et N dans C[A]*.

Etape 5: Montrons que exp(C[A]) est ouvert.
On sait que exp est de classe C! sur C[A] et que D(exp)(0) = Idc(4) est bijective.
Par le théoreme d’inversion locale, il existe & un voisinage ouvert de 0 dans C[A], V un voisinage
ouvert de I, dans C[A]* tels que : exp : U — V soit un C!-difféomorphisme.
En particulier, V C exp(C[A]).
Soit B € C[A],ona:exp(B+U) = exp(B)V.EI
Or exp(B) € GL,(C) donc la multiplication a gauche par exp(B) est bicontinue, par conéquent
exp(B)V est un ouvert, donc un voisinage de exp(B) € C[A]*.
Mais exp(B)V = exp(U +U) C exp(C[A]), donc exp(C[A]) est voisinage de chacun de ses points,
donc ouvert.

Etape 6 : Montrons que exp(C[A]) est fermé dans C[A]*.
Ona:C[A]*\exp(C[A]) = U Mexp(C[A]).
MeC[A]*\ exp(C[A])
Comme dans l'étape précédente, on montre que VM € C[A]*\ exp(C[A]), M exp(C[A]) est ouvert
(car M est inversible et exp(C[A]) est ouvert).
Donc exp(C[A]) est fermé dans C[A]*.

Comme C[A]* est connexe et comme exp(C[A]) est ouvert, fermé, non-vide dans C[A]*, on a:
ClA]" = exp(C[A]).

Conséquemment, VA € GL,(C), 3P € C[X], A = exp(P(A)). D’ou la surjectivité de l’exponentielle.E] |
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4. Cela se fait trés bien par double inclusion. Si M € U, exp(B+ M) = exp(B)exp(M) € exp(B)V.Si N € V, alors
dM € U,N = exp(M) etexp(B)N = exp(B) exp(M) = exp(B+ M) € exp(B+U).

5. La encore, cette égalité se vérifie simplement par double-inclusion. L'inclusion “C” découle du fait que I, € exp(C[A]).
L'inclusion “>” demande un peu plus de rédaction : si M € C[A]*\ exp(C[A]) etsi N € Mexp(C[A]), alors M € N exp(C[A]).
Supposons que N € exp(C[A]), alors on aurait M € exp(C[A]), ce qui est exclu.

6. Citons un corollaire pour terminer.

Corollaire

On a I'égalité ensembliste : exp (M, (R)) = {A%|A € GL,(R)}.

En effet :

- 2
€GL,(R)
D: Soit A € My (R), telle que A = C2 o1 C € GL,(R); par le théoreme : 3P € C[X],C = exp(P(C)).
Et comme C € M, (R),C = C = exp (P(C)). (Non, 13, franchement, débrouillez-vous pour le détail, j'ai la flemme.)
Puis: A = C2 = CC = exp (P(C) + P(C)) car P(C) et P(C) commutent.
Or P+ P € R[X] donc P(C) + P(C) € My(R).

2
C: Soit M € My, (R),ona:exp(M) = exp (M) .
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