DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Théoreme Central Limite[]
Lecons : 218, 249 261, 262, 263, 223, 245, 260

[ZQ], section XIII.I1.3.d)
[Noul], proposition 1.19.10

n
Soit (Xy),en+ une suite de vaiid L2, S, = ) X;, m = E[Xq] et 0® = Var (X;) > 0.

i=1
S nm
Alorsona: 2" 27 £, N(0,1).
1/ nO—Z 7’!—)00
Démonstration :

. N . —m .
Quitte a travailler avec en lieu et place de X;, on peut supposer que m = 0 et 0> = 1.

Sn . . .
On va donc montrer que —= converge en loi vers une gaussienne centrée réduite.

Vn
On va utiliser le théoreme de Lévy et montrer que : Vt € R, ¢ Sy (1) —e %
En effet, on dispose du lemme suivant.
Lemme 1
[six ~N(0,1),

Alors Vt € R, gx(t) = e 2.

Démonstration du lemme 1:

Par le lemme de transfert, ¢x (t / ie=7 dx.
F
1 2
En fait, on va calculer G(z) = — [ ee™ 7 dx.
R T
Z,X

G est bien définie sur C, on va appliquer le théoreme d’holomorphie sous le signe intégrale pour
montrer que G est holomorphe.
Plus précisément, on va 'appliquer sur tout disque D(0,R) ou R > 0:

- Vz € D(0,R),x — f(z,x) estintégrable sur R ;

- Vx € R,z — f(z,x) est holomorphe sur D(0,R) ;

1. On dispose de l'application suivante.
Soit une piece qu’on lance # fois ; on symbolise les résultats des lancers par une suite (X;);cp+ de vaiid de loi b(p). On cherche
a estimer le parametre p
—np b(p)—L N (

Wn?w

S
En notant X,, = =2, cela revient a dire

D’apres le TCL, on a: 0,1).

& —p) "S5 N0, 1)

p) n—00
b
Mais, par la loi faible des grands nombres : X, (1 X,, f%oﬂ) \/p(1—p).

b E
Donc, en utilisant le lemme de Slutsky : / 1-%) N (0,1).
- n

Soit N ~ N (0,1), q le quantile d’ordrel—fdej\/'Ol ona:
n S
P, g, |=—= (Xy—p) < ~P(N<g)—-P(N<—q)=2P(N<g)—-1=1—-ua.
n(q X,,(len)(” p) q) (N <q)-P( 9) (N<q) «

Dong, pour 1 assez grand, on dispose de I'intervalle de confiance asymptotique [Xiy, — % X (1—X0), Xn + \f X (1— Xn)]

qui contient p avec une probabilité proche de 1 — a.
2. Pour la lecon 249, on peut ajouter une comparaison de calculs d’intervalles de confiance asymptotiques, entre I'inégalité
de Tchebychev et le théoréme central limite ; pour cela, on peut prendre exemple sur le document de Laura GAY.
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http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~flemonni/agregation/developpements/TCL_Laura.pdf
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2
~- Vx € R,Vz € D(O,R),|f(z,x)| = |[e¥e 7| = eReze=7 < eR¥e~7, majorant qui a eu la

bonne idée d’étre a la fois intégrable et indépendant de z.
Donc VR > 0, G est holomorphe sur D(0, R) et donc sur C.

2
Soit 1 € R, G(u k/ e dy = /

Getz — ezz sont des fonctions holomorphes qui coincident sur IR, donc, par prolongement analy-
tique, elles sont égales sur C.

2
En particulier, Vt € R, px(t) = G(it) = =5 .

xu u?
e2e 27 dx=e7.

Comme X; € L?, @x, estde classe C%; de plus :

t V)"
D’autre part, Vt € R, ¢s, (t) = ¢s, (\f) (§9X1 ()) , car les variables X; sont iid.
i

n
@x, étant de classe C2, on a le développement limité :

t t 2, €n £2
PX (\/ﬁ> = ‘PXl(O)*'ﬁq)X](O)*'%(PX](O)*'; =1- 7+— ,ottey — 0.
On en déduit alors que t)=(1- L 4o '
q QDST’% B 2n n )’
Lemme 2
i i - . Zn
Si (zn),cn+ est une suite de nombres complexes qui tend vers z € C, Alors nlgrolo (1 + ;) = e
Démonstration du lemme 2: )kt
noox 1 ( _ u) ik <
Ona:e* — (1 + Zl) = Z ak,nzl;fl avec ay, = k! 1 1k sik<n
n k=0 % sinon

Les ay , sont donc tous positifs, on en déduit :

e — (14 2)" < Y agu
n ) o

_ gl <1+ Zn)
n
— el=l —exp (nln <1—|— Z"))

2
< el —exp (n <|Z"| - |Z"|>> car In(1+x) > x — x— (pour x > 0)

n 2n?

2
<ol (1 —exp 12210
<e (1 exp ( o

2
z
< eIan% car1 —e* < x (pour x € R)

2
n
Donc ez—<1+z—”) ‘ g|e2_ezn|+elz;zlﬂ —5 0. -
n 2n n—oo
; 2 o 2
On applique le lemme 2 avec z, = —5 tew d’ou (PST"E (t) e [ |
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