DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

, 1
Etude de vp p

Lecons : 254, 255E]

[Zui], 2.3.iv-3.1.2.iii-3.2.3.(3)-10.3.6.11)

Théoréme

. 1 .
La fonction x — p n’est pas localement intégrable sur RR.
1
Cependant, on peut quand méme lui associer une distribution appelée valeur principale de p et
. 1 , s
notée vp <) qu’on définit par :

Vo € D(R), <Vp <1) , q)> = lim p() dx

X e—0 |x|>g X

On va montrer les résultats suivants :

1
1. vp (x) est une distribution d’ordre 1;

2. xvp <21c> = 1 et donc supp <Vp <91c>> =R;
d 1
3. a(ln\x!) =vp <x> ;

1 e
4. vp <x> est une distribution tempérée ;

1
5. vp <x> = —2irtH +i7t.

Démonstration :
1 . op s s
1. vp (x est bien une forme linéaire sur D(IR) ; montrons qu’elle vérifie la propriété de continuité.

Soit K un compact de R, et M tel que K C [-M, M].

Soit ¢ € D(K),ona:
1 L o(x)
<Vp (x>’¢>_£%.s<x|<m x

Par la formule de Taylor avec reste intégral :

(1- 1

0
o) =90+ [ U5 et = p(0) 4 x [ ol

1
On pose P(x) = /0 ¢ (tx)dt, et € C*(R); de plus: Vx € R, |(x)] < ||¢||co-

Ainsi : () 4
ERLRLICY B
dx = ¢(0 — d
/e<|x\<M X * (P() e<|x|<M X + eg\xKMlp(x) *

L L

1
La fonction x — p étant intégrable sur [¢, M] et impaire, on obtient que I; = 0.

D’autre part, ona: ‘Il],oo/,s}u[&ﬂo[(x)l/)(x)‘ < |9(x)] < ||¢’ || intégrable sur [—M, M].

1. On ne démontrera que les points 1, 2 et 3 dans la lecon 255; les points 2, 4 et 5 dans la legon 254.
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Dong, par convergence dominée, ona: lim I = / P(x) dx.
e—=0 |x‘<M

1 1
D — = ‘ol : - <2 "Nloo-
onc <Vp (x) ,§0> /M< P(x)dx, d’ou ’<Vp (x) ,§0>‘ CIKVI lle|]

1
Donc vp (x) est une distribution d’ordre au plus 1. On veut montrer qu’elle est d’ordre 1 exacte-

ment : par 1’absurde, on va supposer qu’elle est d’ordre 0.

Alors, pour tout compact K C R :
1
VPl 7)) 9)| < Cklolleo

0< pp<1lsurR

JCk > 0,V¢ € D(K),

Soit donc K = [0,2]; pour n € IN*, on pose ¢, € D(K) telle que: { ¢n =1sur " 1}
¢n =0sur |—oo, %} U [2, +oo[

1
Alors, poure < —,ona:
p = 2n

2 1
/ de:/ de>/ 1dlenn
|x|>e X W X w

1 o . I
Donc <Vp (x) , q)n> ‘ > Inn ||¢nll, ainsi Vi € IN¥, Cx > Inn et on aboutit & une contradiction.
N——

=1
2. Soit 9 € D(R),ona:

(v (3) o) = (wp (3) wo) =tim [ o(x)ds= [ o1 =10)

On a utilisé au passage la convergence dominée car ’ﬂ],oo/,e]u[& +oo[(x)q)(x)’ < |@(x)], qui est inté-
grable sur R.

1 1
Et comme xvp (x) = 1, le support de la distribution vp (x) contient celui de la fonction constante

et égale a 1, autrement dit R.

Par conséquent, supp (Vp (i)) =R

3. Soit f : x — In|x|; f € L] _(R) donc définit une distribution.
Soit ¢ € D(R),ona:

() = =Uf,9') == [ Inlrlg/(x) dx = ~lim [ Inxlg/(x) dx

e—0J|x|>e

La encore

on a utilisé la convergence dominée, car : ‘]l],oo,,e]u[e,m[(x) In|x|¢'(x)| < |In|x|¢'(x)]
qui est intégrable, car ¢ est continue a support compact et f est localement intégrable.

On pose :

—00

I = /78 In(—x)¢'(x)dx + /+oo In(x)¢’(x) dx

= (9%~ [P ar s el - [T g

—00 X P X

=Inep(—¢) — /ﬂ}s @ dx —Ineg(e)

—inelp(-9) 9] - [ P ax

xze X

2. C’est une fonction continue hors de 0, et il ne se pose de probléme qu’en 0. On utilise le critére de Riemann; en effet :
Vxlnx — 0,doncInx = o+ <i> est donc intégrable au voisinage de 0.
x—07F VE

. Si vous vous ennuyez en lisant ce développement, dites-vous bien que je me suis aussi ennuyé a 1’écrire. Bah oui.
3. S y 1 t ce dével t, dit b j yéal Bah
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Or,ona, pour x € R, ¢(x) = ¢(0) + x¢(x), ot ¢p € C*°(R), donc :

le = —elne [p(—e) +p(e)] - /Wg 2 dr — - <VP (1> ’“”>

—_— X e—0
—0
e—=0 ;;2111(0)

D'ou (f', ¢) = <Vp (1) ,§0>.
4. Soit ¢ € S(R).
Soite €]0,1[, ona ;/ P(x

x>e X

Q.
=

-/ o) goy [ g,
e<|x|<1

x Jxlz1 x

Orx — 2(0) étant intégrable sur [, 1] et impaire : / 2(0) dx = 0.
X e<lx|<1 X
Ainsi :
/ ACIN :/ o(x) = 9(0) 4. v ACI
|x|>e X e<|x|<1 X [x]>1 X

- 9(x)
_/‘;é\x\éllp(x)dx—i_/\x\)l v

Or, par convergence dominéeﬁ on obtient :

(22 0)= e, 220

Et on en déduit alors :

1 dx
(v (5)-0)| <2l [ S lx = 200l <20 #2105 50l

1
Ce qui montre que vp <x) est tempérée.

1
5. Pour plus de commodité, je vous propose de noter désormais T = vp (x> .

De I’égalité xT = 1, on déduit xT =1 = 274

1d /~ A
En conséquence, —;d—g (T) =27y, d’'ou T = —2imrH + C, avec C € C a déterminer.

Soit ¢ € S(R), (T o (<1d), ¢) = (T o (~Id),§) = (T, §o (—1d)).]

+oo : + :
Maisona: ¢(—x) = %/ p(t)e™ dt = %/ p(—u)e ™™ du = ¢go (—I1d)(x).

— —

Donc (T o (—1d), ¢) = (T, ¢ o (—1d)) = (T, @ o (—Id)) = (T o (—1d), ¢).

e oo T
Mais (T o (—=1d), ) = lir% ( G”(xx) dx +/ QD(XX) dx)
e—> —oo p
+ —0o0
- ( ) gy [T dx> = —(T,9).
e—0 +oo X —¢ X

On en déduit donc que To (~Id) = T o/(—\Id) =-T.
On prend alors ¢ € S(R), avec supp ¢ C R, et/ =1
R
Ainsi: C = (To (=1d), ¢) = —(T, ¢) = 2ir — C,d’ou C = ir. n
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4. On va peut-étre pouvoir arréter de détailler maintenant...
5. Notez qu’on a ici utilisé le fait que le jacobien de (—Id) vaut 1.
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