DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Théoréme de Weierstrass par les polynémes de Bernstein|]
Lecons : 209, 228, 241, 249, 264, 201, 202, 260, 262
[ZQ)], parties VILIV.1 et XIIL.IL.1.c
Théoréme
_m [0,1] — C une fonction continue, et w son module de continuité uniforme, défini par :
w(h) = sup{|f(u) = f(v)] | |u —o| <h}
Pour n € IN*, on définit le n®™me polyndome de Bernstein de f :
B, = I;) <fl> X*(1—x)"kf (i)
Alors :

1. (Bn),en converge uniformément vers f sur [0, 1] et, plus précisément,

» 1

2. Cette majoration est essentiellement optimale, au sens ot il existe f une fonction lipschitzienne,

telle que: 36 > 0,Vn € IN*, ||f — By| o, = dw (%)

Démonstration :
Soit (Xj),cn+ une suite de vaiid suivant la loi de Bernoulli b(x) ot x € [0,1].

n
Deslors, S, = ) Xi ~ B(n, x), nous fournit, par la loi des grands nombres :

k=1
e[ ()] - (o () -mes
— E[f(x)]=f(x)

n—o0
Il va s’agir de préciser cette intuition

1. On va avoir besoin du lemme suivant.
Lemme

Soit h € [0,1], A > 0, tels que Ak € [0, 1].
Alors w(Ah) < (A +1)w(h).

Démonstration :
Montrons d’abord que w est sous-additive ; soient 6, & > 0.
.. A5 —- R
On définit F : +e ,ouAse ={(x,y) € 0,1 | |x—vy| <+ ¢}
(x,y) — |f(x)=f(v)| s+e ={(x,y) €[0,1] | | y| }
F est continue sur Ay, . compact donc 3 (xg, o) € Asie, w(d+¢€) = |f (x0) — f (y0)]-
Soit z € [0,1], tel que |xg —z| < d et |yp — z| < €; ainsi

w(é+e) < |f (x0) = f()+f(2) = f (Wo)| S w(8) + w(e)

Ainsi, par une récurrence immédiate, on en déduit : VN € N, w(Nh) < Nw(h).
Et finalement : w(Ah) < w (([A] +1)h) < ([A] +1) w(h) < (A +1)w(h). [ |

1. Il faut étre capable d’en déduire le théoréme usuel énoncé habituellement sur l'intervalle [, b]. La premiere partie du sujet
de Mathématiques générales du concours cycle master des ENS de Cachan et Rennes en 2014 utilise le théoreme de Weierstrass
pour montrer que Z[X] est dense dans 1’ensemble des fonctions continues de [4, b] dans R si, et seulement si, Z N [a,b] = @.
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—|+1 — .
+1)w(J5)
De plus, en utilisant I'inégalité de Holder :

7)) < & [0 - ()H [w)( w)[<E =)o ()

<(f el wlr)< ()

Sn

n)g(ﬁ

En particulier, ona : w (‘x - — x—

Sn
x_i

%\

(n

X — —
n

N

2 2
Or x—s—" _E (x_Sn> Var( )-HE[ n} VarZSn:nx(l2 x):x(l x)_
nl, n n n n n
Donconobtient:|f(x)Bn(x)|<( x(1—x)+1 w( ) w(\}ﬁ)
2. Soit f : x — x—% ;ona:
1
) =sup {|[x =3 = |y 3 ||l =1 <} <sup = yllle -y <y =

Désormais (Xj;), o+ est une suite de vaiid suivant la loi b
S 1

)
onaslf =il > |f () =5 (3)| = 3 (3) =B |7 (5) ]| =2 |3 -3

Donc || f — Byl = [|81 +...+¢€y|], avece; = 2X; — 1 variable de Rademacher, (¢;) famille iid.

1
} = S-E[[25, — )

2n
On pose H <1 +— i > et alors, presque stirement, on a :

n 52 n 1 n 1 1M1
V=TT 1+ =TTy <TTew (5) =e (305 ) = ve
j=1 e oA " =

Par indépendance des ¢; pour j € [1, 7], on obtient :

£ (1 + \/iﬁej) 1!;[] (1 + \/iﬁsk)] = <]E lej] + \/IE]E [Eﬂ) I!;[]]E [1 + \/iﬁsk] = \/lﬁ

Ainsi on obtient :

E[eY] =E

Alors que d’autre part :

E[|e1 + ...+ en| [Y] < VEE [|e1 + ... +enl].

1 1 1
Finalement: E [|e; + ... +¢&,]] > \/Zpuis Ilf — Bullo = 3 en > ma} (ﬁ) -
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2. Ce “parachutage” correspond en fait a ce qu’on doit faire quand on veut démontrer 'inégalité de Khintchine, & la maniere
de ce qui est fait dans le livre de C. ZUILY et H. QUEFFELEC.
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