DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Nombre de zéros des solutions d'une équation différentielle

Lecons : 220, 221, 224
[ZQ], théoréeme X.VI.3

Théoreme
Soienta € Retq: [a, +00[— R** une fonction de classe C.

+00
On suppose que/ \/q(u) du = +oo et que ¢'(x) = 0y 400 (q(xﬁ)

Soit y une solution réelle non-nulle de y” + qy = 0 sur [a, +-o0] et soit N(x) le nombre de zéros de y

sur [a, x].
Alors N(x x—>+oo p= / \/7
Démonstration :
Etape 1: On va faire un “changement de temps : posons, pour x € [a,+0], / F
Alors T est C! sur [a, +oo[ et Vx € [a, +0o], =/q(x) > 0.

Donc T est une bijection C! croissante de [a —|—oo[ sur RT et donc 77! est une bijection C! croissante
de R* sur [a, +-c0|.f]

On posealors Y = yot~!,ie Vx € [a, +oo[, y(x) = Y(1(x)).

En conséquence, pour x € [a,+00] :

y'(x) =7 ()Y ((x)) = \/q(x)Y'(z(x)) et y"(x) = 2f;(;z—)x)lf'(f(ﬁc)) +q(x)Y"(t(x)).

L'équation devient alors : q(x)Y” (t(x)) + 7 () Y'(t(x)) +q(x)Y(t(x)) = 0.

2y/q(x)

/
En posant t = 7(x) et ¢(t) = Lx)y on obtient finalement :
24(x)2

Y'(t) + @(H)Y'(t) + Y(t) = 0,0ttt € RT.

Etape 2: On rappelle le lemme de relévement.

Lemme (Relévement)

Soient y1,5 : [a, +00[— R de classe C! et sans zéro commun ; on note w = y1y5 — YoV}
Siyi(a) + iyz( ) = roel®, alors on peut écrire : y; = rcosf ety, = rsin6, avecr = (/y? + 3 et
f:x— / )

Démonstration:

* ¢'(t)

On pose ¢ = y1 + iy, (par hypothese, ¢ ne s’annule jamais) et ¢ : x /
a

/
Alors (pe*) = (¢/ — /) e ¥ = <(,,/ _ Z(,)) eV =0,
Dot Vx € [a, 0o, p(x)e V) = p(a)e V(@) = rpei® exp (— Inrg —i6p) = 1

1. Cette hypothese est indispensable : exhibons un contre-exemple. Prenons 2 = 1 et q(x) = 4Y2 Onag'(x) = 2;3 puis

, -1
7() 22 = —4. Résolvons y”’ +3 y = 0. On commence par chercher y(x) sous la forme x*; alors on trouve & = . Ainsi,

8Y3
V/x est solution de l'équation (on pourrait déja conclure notre contre-exemple). Par la méthode de Liouville, on va chercher

y(x) sous la forme y/xz(x) ; on se ramene alors a z” + 1z’ = 0; et on obtient y(x) = /xInx.
2. Rappelons que (f o f1) (x) = x fournit (f~! /(x) =
ppelons que (fo f~1) () Fof 1

3. Qu’on n’aura jamais le temps de démontrer au tableau, ni méme d’énoncer.
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Donc y; + iy, = e¥ = rel? ot 'on convient r = /y? + 3 et 6 = Im ¢.
Mais pour tout x > a4,

iy} +i t) +i
Pp(x) = lnro+190+/ Mdt lnro+190+/ ot %51( ) Hinat) g,
Donc 6(x) :904—/’2 nit (t;)’(t)Z v2(B (¢ dt:GO—l—/axfEE;ldt. |

Supposons que Y et Y’ aient un zéro commun en t.
Comme ¢(t) t—+> 0 et comme ¢ est continue sur RY, elle est bornée.
— 00

1 . _ /
Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, le systeme différentie1< l{/, ((:)) ) — ( Gli(t) O1 ) ( Y'(t) )

!
admet une unique solution quand on lui rajoute la condition ( l;( ((tfo)) ) = ( 8 ) .
0
Ainsi, Y = 0, et donc y = 0. Mais on avait exclu cette éventualité : contradiction.
Donc Y et Y/ n’ont aucun zéro commun.
Par le lemme de relevement, on obtient Y = rsinf et Y/ = rcos6, ot 7,6 : Rt — R sont C1.

Etape 3: En dérivant ces égalités, on obtient :
Y = 1¢'sin0+r0 cos® = rcosb (L)
Y' = t'cos—rfsinf = —g@rcosf—rsinf (Lp)

Alors cos6 (Ly) —sin@ (Ly) fournit: 1§’ = r + ¢rcos 6sin 6.
sin 20

Et sachant que r ne s’annule pas,ona: ¢ =1+ ¢

Ainsi, Vt € R, |0/(t) — 1| = \¢(t)||5m29(f)l < Iqogt)l.
/
Or ¢(t) St 0, donc &’ (t) il 1.
Foo t ot
Comme/ dt diverge, ona: 6(t) —6(0) = / 0'(s)ds ~ / ds — ¢
0 0 0

t—+o00

En conséquence, on obtient: 0(t) ~ t.
t—4o0

t
Etape 4 : Notons M} le nombre de zéros de Y sur [a,b] ; on va montrer que M}, e
—+00
Soit tg € RY, tel que Vt > to,0'(t) > 0, alors dés que t > tp, ona:

Mi, =#{u € [to,t]|sinf(u) = 0} =#{v € [0 (tp),0(t)]|sinv = 0} = #{k € Z|6 (to) < krr < 6(t)}

- VS)J ; Fj'(f)-‘ T e &r? oo %

o to ..
n va montrer que M, est fini.
Par I’absurde, si on suppose Méo = o0, alors I'ensemble {u € [0, f]|Y (1) = 0} possede un point d’ac-
cumulation u.
Soit (1, ) une suite dans cet ensemble qui tend vers .
Y -Y
Comme Y estC!,ona: Y (u) = lim Y (un) = Y(u) _ 0.
n—co Uy — U
Mais on a déja vu que c’est impossible... donc Méo < co.
E 6 ‘ML~ o~
n conséquence : M oMy T
Etape 5: Enfin, rattachons cela a la quantité N(x).
N(x) = #{s € [a,x][y(s) = 0} = #{s € [a,x][Y((s)) = O} = #{t € [0, T(x)][Y(t) = O}

(%) T(x) 1 (%
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