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Introduction

Le calcul intégral a de nombreuses applications en mathématiques. Tout d’abord, il permet de calcu-
ler des aires et des volumes d’objets dont on est capable de paramétrer le bord.

Il permet d’établir la convergence de certaines suites en utilisant des sommes de Riemann, ou en
comparant une intégrale a une série.

En probabilités, on est souvent amené a calculer une intégrale pour déterminer la probabilité qu'une
variable aléatoire a densité prenne sa valeur dans un certain intervalle. Ceci a une grande application
quand on s’intéresse a des variables aléatoires normales : 'obtention d’intervalles de confiance par le
théoréeme central limite nécessite le calcul intégral.

Dans cette legon, on se placera dans le cadre de I'intégration de fonctions de la variable réelle. Cela ne
signifie pas que l'intégration de fonctions méromorphes dans le plan complexe sera totalement délaissée :
elle aura ici le role d’outil pour calculer d’autres intégrales de la variable réelle.

Une premiere et large partie s’intéressera au calcul exact d’intégrales. On présentera diverses mé-
thodes, comme l'intégration par parties et le changement de variables, en dimension 1 ou plus; on uti-
lisera ensuite des résultats de convergence de suites et séries, ainsi que de continuité et dérivabilité
d’intégrales a parameétres : 'obtention d’équations différentielles, dont 1'unicité de la solution est four-
nie par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, se révelera cruciale. Enfin, on utilisera 1’analyse complexe (le
théoreme de résidus notamment) pour calculer des intégrales de la variable réelle.

Cependant, on est forcé de constater qu'on ne peut pas toujours calculer une intégrale de fagon
exacte : la gaussienne en est un illustre exemple. On abordera donc a la fin de ce mémoire quelques
méthodes de calcul approché d’intégrales : la méthode des rectangles, une méthode de quadrature (due
a Gauss), ainsi que la méthode de Monte-Carlo (basée sur la loi des grands nombres et le théoréme
central limite).



1 Méthodes directes

1.1 Primitives [Gou0S8]

Soit f une fonction continue sur un intervalle [, b] de R. La fonction f admet alors une primitive F.
Si F est facile a déterminer, on peut alors utiliser la formule bien connue :

[ $dx = Fo) ~ F(@)

On adoptera la notation [ f(x)dx = F(x) + k lorsque F est une primitive de f, c’est-a-dire que
I’ensemble des primitives de f est ’ensemble des fonctions x — F(x) +k, otk € R.

1.1.1 Primitives usuelles

On commence par donner un tableau de primitives usuelles, qui ne se veut évidemment pas exhaus-
tif.

f(x) F(x) f(x) F(x)
xoc+1 h h
« -1 sh x chx
e a+1
1 In |x| ch x sh x
X
e* eX th x ln(ch .’Xf)
i # arcsin x
1
Cos X sin x ————,b#0 | In|x+Vx2+b
x2+b
tan x —In| cos x| 1 arctan x
x2+1

1.1.2 Fractions rationnelles

Pour calculer I'intégrale d"une fraction rationnelle & coefficients réels, on commence par la décompo-
ser en éléments simples sur R. On est ainsi ramené a calculer les primitives des fonctions de la forme :

b
/(zax—i_d)hdx ouc*—4d <0eth € N*
x-+cx +

Ces deux primitives peuvent étre calculées en utilisant intégration par parties et changement de
variable, deux méthodes exposées plus bas.

1
Exemple: On cherche une primitive de ————.
x(x2+1)
1 1
Ona: ————5 = - — 2x — X 5
x(x2+1)7 x X+ 1 0 (x241)
' 1 1 1
Onendéduitalors:/%zlnmffln (x2+1)+772+k.
Jox(x241) 2 21+x



1.1.3 Polynomes en sinus et cosinus

On veut calculer les primitives / sin” x cos” xdx, ott m,n € IN. Si m et n sont pairs, on opere par

linéarisation ; sinon, il est préférable d’effectuer un changement de variable (la regle de Bioche sera pré-
sentée plus bas).

4 2

Exemple: On cherche une primitive de cos™ x sin” x.

Ona:/cos4xsin2xdx:/cos4xdx—/cos6xdx.

i —i 4 4ix —4ix 2ix —2ix
4. (eF+e™\ 1 /e e e +e 1 1 3
Or cos* x = (2 =3 7 +4 7 +3) = 5 cos(4x) + 3 cos(2x) + g
De méme cos® x = o cos(6x) —i; 16 cos(4x) +5§ cos(2x) —;B' .
) 42 _ : 2o 2% g -
Et donc: / cos* xsin” xdx = 195 sin(6x) + i sin(4x) + i sin(2x) + T + k.

1.2 Intégration par parties

Proposition 1 (Formule d’intégration par parties)

Soient u et v deux fonctions de classe C! sur le segment [a, b].
On a I’égalité suivante :

Cette formule est un corollaire de la formule de dérivation du produit :
(u0)'(x) = w'(x)o(x) + u(x)o'(x)

Application: Formule de récurrence des intégrales de Wallis

T

Soitn =2, Wy := /0 ¥ i () dx — [ sin" 1 (x) cos()] ¥ + (n—1) /0 ¥ cos2(x) sin™2(x) dx = (n—1) (Wy_a — Wi).

n—1

Ce qui nous fournit: W, = Wy_o.

Application: Evaluation de la fonction Gamma d’Euler aux points entiers naturels
Pourn € N,T'(n+1) := / tle~!dt = [—t"e "] + n/ t"le7tdt = nl'(n).
0 0
Ce qui nous fournit: Vn € N,T(n+1) = n!

1.3 Changement de variable [BP12,Gou08]

Proposition 2 (Formule de changement de variable unidimensionnel)

Soit ¢ unC 1-d1’fféomorph1’sme défini sur le segment [a, b], a valeurs réelles.
Soit f une fonction continue sur le segment ¢([a, b]).
On a I’égalité suivante :

b , o) O du
[ floog = [ “f)d

Cette formule est un corollaire de la formule de dérivation de la composée :

(fo@)(x) = ¢'(x)f (¢(x))

Exemple: Regle de Bioche pour les fractions rationnelles en cos(x) et sin(x)
Il s’agit d’étudier les invariances de R(cos x, sinx) dx :
— Sionalinvariance x — —x, on pose t = cos x;



— Sionalinvariance x — 7T — x, on pose t = sinx;
— Sionalinvariance x — 77 4 x, on pose t = tan x.

sin®(x)
14 cos?(x)’
La regle de Bioche nous invite a poser t = cosx, etona:

Application: On veut calculer une primitive de x —

sin®(x) o [l t2
1+cos?(x) ~  J 1+¢2

(—dt) =t — 2arctan(t) + k = cos(x) — 2 arctan(cos(x)) + k

Proposition 3 (Formule de changement de variable multidimensionnel)
Soit U un ouvert de R".
Soit ¢ : U — R" un C'-difféomorphisme; on note V = ¢(U).

On pose : Jo(u) = det (E)qol( )> .
0x 1<i,j<n

J
Soit f une fonction continue sur V.

On a I'égalité suivante :

| f@rdo= [ flp(w)lio(w)|du

Application: Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires dans IR?
Soit D un ouvert de R?, si A = {(r,0) € R" x [0,27[|(rcos6,rsinf) € D} (c’est-a-dire si A représente D en
coordonnées polaires), alors on a :

[/Df(x,y) dxdy = //Af(rCOSG,rsinG)rdrde

Exemple: Volume de la boule euclidienne de R? : B, := {x € R? ‘x% +.. 423 < 1}
Soitd >3

Vd = /\d (Bd> = /]Rd ﬂ{x%+...+x§<1} dx1 ...dxd

- R2 (/]Rd 2 {xl+ g ,<1-xd a3} dxy “'dxd2> 1{x§71+x§<1} dxg—y dxg
- Sixg_ +x5=1,
alors/ ]l{xlJr <12 a2} dxp...dx;_o=Ay4 ({O]Rd—z}) =0.
- Six3 | +x3<1,onposex; =uj/1—x3  —x3pourl<i<d-—2.

41
On définit alors clairement une application linéaire bijective de déterminant (1 — xﬁ_l — xﬁ) ’

= 1—x3 | —x3

fo (. 0-50-9)
41

= Vio(1=23,—x2)"  dxz_qdx

[{x§1+x2< dZ( d-1 d) d—19Xg

41
—de/ / (1-#2)" " rdrde

d

71 27
—Vd_2><27r/0 (1—r) rdr—FVd_z

d
2

-1
du1 v dud2> ﬂ{x§_1+x§<1} dxd,l dxd

Il vient donc finalement :

— Sid estpair, V; =

— Sid estimpair, V; =



1.4 Parenthese sur la mesurabilité et I'intégrabilité [BP12]

Définition 4 (Espace mesurable)

Soit X un ensemble. On appelle tribu sur X toute famille A de parties de X vérifiant :
-geA;
- SiAc A, alors A°c A;
- Sipourn >1, A, € A, alors U A, € A
n>1
On dit alors que (X, A) est un espace mesurable.

Définition 5 (Tribu borélienne)

Soit (X, O(X)) un espace topologique.
La tribu borélienne de X, notée B(X), est la tribu engendrée par O(X), c’est-a-dire la plus petite tribu
(au sens de I'inclusion) contenant O(X).

Définition 6 (Mesurabilité)

Soient (X, A) et (Y, B) deux espaces mesurables.
Ondit que f : (X, A) — (Y, B) est mesurablesi VB € B, f1(B) € A.

Remarque: Dans les applications courantes, X et Y sont souvent RR, RY, C, R, R" ou RY, et sont munis de leur
tribu borélienne. On omettra alors couramment de faire figurer celle-ci.

Définition 7 (Mesure positive sur un espace mesurable)

Soit (X, A) un espace mesurable.
On appelle mesure (positive) sur (X, A) toute application y : A — R, vérifiant :
- 1(@)=0;
— Si(Ay)u>1 est une suite d’éléments de A, deux a deux disjoints, alors : ( U An> =Y u(An).

n>=1 nzl

On dit alors que (X, A, jt) est un espace mesuré.

Proposition 8 (Mesure de Lebesgue)

11 existe une unique mesure sur (le, B (R%)), dite mesure de Lebesgue sur R? et notée A, vérifiant :
- A ([0,1)%) =1;
~Va e R,VA € B(RY), Ag(a+ A) = A4(A).

Définition 9 (Intégrabilité)

Soit (X, A, u) un espace mesuré et Y un espace topologique.
Une fonction f : (X, A) — (Y, B(Y)) mesurable est dite y-intégrable si |f| est u-intégrable, c’est-a-

dire : /X 1 (x)| dp(x) < +oo.

Remarque: Quand on parlera de fonction intégrable en sous-entendant la mesure, c’est que la mesure considérée
est la mesure de Lebesgue.



Théoréme 10 (Fubini)
Soient ()1, ()» deux ouverts de R™ et R"2.

1. Soit f : () x Oy — R une fonction intégrable.

Alorsona:/Ql /sz(x,y)dydx:/Qz /Qlf(x,y)dxdy://lenzf(x,y)dxdy.

2. Soit f : Oy x Oy — RT U {+0c0} une fonction mesurable.
Al [ feyydydx= [ floy)dady = [[ ,y) dxdy.
orsona: | sz<x y) dydx 0, Qlf(x y) dxdy Qsz(x y) dxdy

1

Remarque: On utilise aussi souvent Fubini pour des fonctions continues sur un produit de pavés compacts.

400
Exemple: Intégrale de Gauss : / e ¥ dx = V7.

—00

Pour a > 0, on définit : D, := {(x,y) € R?*|x* + y* < a?} et Cy := [—a,a]?.

On pose :
21T ra
I, := // ef(xzwz) dxdy = / / e "rdrdf = 7t (1 — e*“Z)
D, 0o Jo

J.:= //C o (7 +17) dxdy = (/_: e dX>2

Par positivité de I'intégrale,ona: I, < J, < I V2
On fait tendre a vers +o0 et on obtient le résultat.



2 Utilisation de convergences

2.1 Sommes de Riemann [Gou08]

Définition 11
Soit E un espace vectoriel normé sur R de dimension finie.
Soit f : [a,b] — E une fonction bornée, eta = 0y < 01 < ... < 0y, = b une subdivision de [a, b].
Pour tout i € [[1,n], on définit &; € [0;_1,0].
On appelle pas de la subdivision ¢ la quantité |c| = sup (0; — 0;_1).
1<isn
On appelle somme de Riemann de f pour la subdivision pointée (o, (), la quantité S(f, o, ), définie
par:

n

S(f,0,8) =) (0 —0i1) f (&)

i=1

Théoréeme 12

Soit f : [a,b] — E une fonction continue. Alors on a :

b
Ve > 0,3a > 0,V(c, &) subdivision pointée de [a,b],|0| < & = H/ f(x)dx —S(f,o, @)H <e€
a

En particulier, on a, pour la subdivision réguliére :

tim U (a0 = [ e

i=1

Exemple: Calcul de I(p) := /

7T
In (l —2pcosf +p2> de, pour p € R\{—1,+1}
0

n
Le théoreme donne : I(p) = nlgxgo Uy, avec U, = %ln lH (1 —2pcos (k:> +p2> .
k=1

sk
Pourk € Z,onnote:w; =e'n.Ona:

—_

ﬁ(lchos (kn) +p2) Ilzl(pfwk)(p*wfk):m ﬁ (P*wk):ﬁ@zn*l)

Et donc, on obtient :

21’171 1
VneN*,un—Zlnl(P p_)gﬁ )

On en déduit :
- Si|p| < 1, alors lim u, = 0, et donc I(p) = 0.

— Si |p| > 1, alors on transforme 1’écriture de u, en :

_ E P+1 . 2n
un—2n1n|p|+nln[p_l(1 0 )}

Et on en déduit: I(p) = nlgn u, = 2min|p|.




2.2 Suites et séries de fonctions [BP12, [Gou08]

Théoreme 13 (Convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fu), <N une suite de fonctions intégrables sur R. On suppose :
— Pour presque tout x € R, (f,(x)),cp converge;
— Ilexiste g : R — RT U {+oo} intégrable, telle que :
pour presque toutx € R,Vn € N, | f,,(x)| < g(x)
Alors il existe f, une fonction intégrable sur R, telle que :
— Pour presque tout x € R, f,(x) -2 f(x);

- [ S dx = [ f(x)dx etmeme: [ |fu(x) = f(x)] dx — 0)

Application: Continuité de la transformée de Fourier
Soit y € R, limite de la suite (y,), . € RN. Soit f intégrable.
On pose fu(x) = f(x)e ¥ ;la suite (f,), . est alors dominée par f.

Alors: f (yn) = [ fx)e ™ dx — [ fx)e™ dx = f(y).

n—oo JR

Exemple: Calcul de l'intégrale de Fresnel : & := / i qy = £ el

t

Pourt,T}O,onpose:f(t):/ i dx, F(t / / i(<*+?) dydx et I(T) = / F(t)dt.
0

On va exprimer F(t) de deux manieres.

D’une part, la fonction (x,y) — el(*+¥%) est continue sur le pavé compact [0,t]%. En appliquant Fubini, on
obtient : F(t) = f(t)2.

D’autre part, notons :

= {(x,y) € ]R2’x e0,tjety e [O,x}}

Al = {(x,y) € le‘y €0, tetxe [o,y]}

La fonction (x,y) — (y,x) est un C!-difféomorphisme de A; sur A/.
Par changement de variable, on obtient : Ay

//At 2py? dxdy+// x+y)dxdy—2// () dxdy

La forme de l'intégrande suggere alors un passage en coordonnées polaires : (r,0) — (rcos,rsinf) est un

C'-difféomorphisme de K; := {(r,@) eR?|0 e [O, %} etr € [O, cotse} } sur A;.

On obtient alors :

S s <12 . s ")
_ ir? :1/4/@92_ ir2 :__/4 it 1 :E_'/“ it 4o
F(t)=2 / /K © rdrd6 ) A ire" drdf A Gl v de ratl S ol Wy

Puis, en injectant dans I(T), on obtient :

I(T 77_7// (C 29)d9dt

En appliquant Fubini, puis le changement de variable u =

, on trouve :

o
os 6

(T 7_7// ( ) th————/ /9 IZCOSGdudG—Z——/ f(CZ())cosGdG

On souhaite désormais faire tendre T vers -+co. On va montrer que f est bornée au voisinage de +co. Il suffit

. t. 2
de montrer que l'intégrale de Fresnel est convergente. Etudions / e du.
1

9



Par changement de variable u = x? et en faisant une intégration par parties :

2
¢ 2 H t 2 i 't2 : 2 3
i gy o du e 1 e -1 € e 1 et
(S X = e —F= = |7 - fﬁdu—f -+ — 73du
N 1 2\/u i 2yu], 11443 2it 21 4143
Ny
—0 sl .
tweo”  quantité bornée par
convergence dominée

Donc f est bornée au voisinage de +o0, donc _lim I(T) = iZ
T—+o0 4
Par ailleurs, lim f(t) = ®et lim F(t) = ®. Montrons que lim I(T) = ®?.
t—+oo t—+o0 T—oo

Soite > 0;dA > 0,Vt > A,

F(t) —CIDZ‘ < g.SoitT > A,ona:

0Ty = = AFtdt 1 TFtdt is |1(T) — 02| < L AFt—CDZ dt+ = TFt—CI>2 dt
()—TOU +TA() puis |I(T) ST, (t) +TA()

<5 pour T>Ty <

Donc pour T > max {4, Ty},

I(T) — ®*| < ¢, d’ou lim I(T) = 2.
T—o0

Par unicité de la limite : ®* = ig, dott ® = :I:?ei%.

Pour déterminer le bon signe, on regarde le signe de () :

o © . du % ginu © 2(k+1)7 giny
(D) = & ix2 d _x / w_—" ) — — du = / —d
S(®) =53 </0 ¢ x) \S( 0o © 2\/ﬂ> 0 2yu " kg’) 2k 2\/u "

0 (2k+1)7 ginu 2(k+1)7T ginu 0 (2k+1)7 ginu 1 1
:Z/ ——du+ 7du:Z/ — | —=——|du >0
=0 J2km 2\/u Qk+1)m 23/u = J2kn 2 Vi Nu+m

WV

NG

. . 1T
Ainsi, ® = Te‘4.

Théoréme 14 (Convergence monotone)

Soit (fu),cpn Une suite croissante de fonctions mesurables d’un espace mesuré (X, A, u) dans
(RT, B(R™)).

Alors f := r}grolo fn est une fonction mesurable a valeurs dans R™ U {+o0} et/dey = nlgrr.}o /an du.

Théoréme 15

Soit (fu),cn une suite de fonctions mesurables.

1. Siles f, sont a valeurs dans Rt U {40}, a]ors/ Y fulx)dx =) / fan(x) dx.
R =0 n=0"R

o]

2.8 ) / |fn(x)| dx < 400, alors les fonctions f, et Y f, sont intégrables.
n=0"R

n=0
En outre, /]R’;)fn(x) dx = ’;J/Ian(x)dx.

Exemple: Considérons la série ) e x2,

n>1

[00)
Les fonctions x — e "*x? sont a valeurs positives et on a : / e "x?dx =

0 n
e} e—X
AIIlSl, X dx - 2(; :; .

10



2.3 Régularité des intégrales a parametre [BP12]

Dans cette sous-section, I désigne un intervalle quelconque de R, d’extrémités a et b, avec —co < a <
b < +oo, et E désigne un espace vectoriel normé complet.

Théoréme 16 (Continuité sous le signe intégrale)

Soit A un espace métrique et f : A x I — E, une application telle que :
- Vx € At — f(x,t) est mesurable;
-Vt € I,x — f(x,t) est continue;
- VK C A compact, 33 : I — R intégrable, Vx € K, |f(t,x)| < g(t) presque partout sur I.

Alors x — /f(t, x) dt est continue sur A.
I

Théoreme 17 (Dérivabilité sous le signe intégrale)

Soit A un intervalle ouvert deR et f : A x I — E, une application telle que :
- Vx € A, t — f(x,t) est intégrable;
— Pour presque toutt € I,x — f(x,t) est dérivable (resp.C!);

of

(x,t)' < g(t) presque partout sur I.

— VK C A compact, 3¢ : I — R intégrable, Vx € K, 5

OnnoteF : x — /f(t,x) dt.
I

Alors t — %(x,t) est intégrable, F est dérivable (resp. C!) et F'(x) = /af(x,t) dt

0x [ 0x
Exemple: Calcul de I(x) = /Oo Me*t dt
RMQMO+ R
On définit f : (x,1) . sin(xt) ot

t
Soit x € R, t — f(x,t) est intégrable sur |0, co] car elle est continue, %in&f(x,t) =xetVt>1,|f(x,t) <e!
—

(qui est elle-méme intégrable en +-c0).
Pour t €]0, 00, x — f(x,t) est CL.
of

a(x, t)‘ < e 'ett e ! estintégrable sur |0, c].

Aussi %(x, t) = e ' cos(xt) d’oir

On en déduit :

(o] oo . 1 . e 1 1
! _ —t _ —t+ixt _ —t+ixt _ —
I(x)f/o e Cos(xt)dt§R</0 e dt>§R<[—1+1xe L) m(l—ix) T

On en déduit alors :

I(x) = I(0) + arctan x = arctan x
Exemple: Calcul de la transformée de Fourier de la gaussienne
On cherche a calculer : f(x) = /]R eltlet dt.
Rx]0,00[ — R
(x,t) > ete
Soitx € R, |f(x,t)| = e donc t — f(x,t) est intégrable sur R.
Soitt € R, x — f(x,t) est de classe cl.

9f _ ot ixt of
Ona: a(x, f) =e " ite™ donc a(x,t)

Par conséquent, on a, en intégrant par parties :

On définit f : ’

= [tle ™ et t > |t|e" est intégrable.

2

fl(x) = /Riteftzem dt = [iez eixtl —/]Reftzgem dt = %f(x)
R

On en déduit : X

fo) = Foye () = vew ()

11



3 Utilisation de 1’analyse complexe [BMP05, AMO04]

Définition 18 (Chemin et lacet)

On appelle chemin dans C toute application continue vy : [a,b] — C ot [a, b] est un intervalle compact
deR.
On dit qu’un chemin vy : [a,b] — C est un lacet si y(a) = (D).

Définition 19 (Intégrale curviligne)

Soit y : [a,b] — C un chemin de classe C! et f une fonction continue sur y(|a, b]).
On définit I'intégrale de f le long de y par :

b
[ f@az= [ fae)y' e at
0% a

Définition 20 (Indice d’un point par rapport a un lacet)

On définit I'indice d"un point p € C par rapport a un lacet oy qui ne passe pas par p, par l'intégrale :

1 dz
I(’Y’p)_Zin/yz—p

De fagon plus claire, 'indice d"un point compte le nombre de boucles effectuées par le chemin autour
du point en question, comme l'indique 1'illustration ci-dessous.

FIGURE 1 - Indices de quelques points par rapport au chemin y.

Théoréme 21 (des résidus)

SoitU un ouvertdeC, etay,...,a, € U. Onnote V = U\ {ay,...,a,}.

Soit f une fonction holomorphe sur V.

Soit 7y un chemin de classe C', fermé, dans V), tel que Vz € C\U, I(7,z) = 0.
Ona:

r

! /f(z) dz = ZI(’y,ai)Res (f,a;)
v

2irT =

12



T cos xt
Exemple: On veut calculer I(x) = / 5 dt, pour x € R.
o 1+t
I est aireetI(O)*/+OOL S i
P b 1+2Y T2 iR
1 +oc0 elxt
Soitx>0,or1a:1(x):23‘%(/(>o 1+t2dt) YR
ixz
La fonction f : z T4 est holomorphe sur C\{—i, +i}, ie

dont les poles sont d’ordre 1.

On définit yg comme sur l'illustration, réunion du demi-cercle
supérieur de rayon R centré en 1’origine et du segment [—R, R].
Par le théoreme des résidus, pour R > 1,0ona:

ixz —x

f(z) dz = 2inRes(f, i) = 2irlim (z —i)f(z) = 2imlim — = 2in

z—i z—iZ 41 2i

Or ARf(z) dz:/CRf(z) dz+/if(z) dz, de plus :

%R(ixReig)

T e
/ oo Rd
0 ’1 + (Rel?) ’

nefosiHG 2R z Rysing
o< [ Sy R0 = oo [T e Rt dp

L f@) dz’ -

T ixRe .
/ 7,2Rie19 do| <
0 1+ (Rel?)

. T . 2 .
Par concavité, pour tout 6 € [O, 5} ,ona:sinf < %0, et ainsi :

b fosin9d9</% ST Bt ) L (1_ fo>
/o © S € Rx" " |, T2Rx €

Par conséquent, on obtient la majoration :

T (1—e k¥
x N - 7
RZ_1 Rote 0

C.R f(z)dz| <

. +o00
Il en découle lim f(z)dz = f(z)dz

R—+0c0 Jyp —o00
“+o00
Ainsi, pour x > 0, / f(z)dz = me™™.
—00

Par parité, on obtient finalement :

oo cosxt T
v R, —|x|
x e / e dt= e

Exemple: Vo €]0,1], I, := /‘+oo d
pe: Ty w14t sinan

I, est bien définie car c’est I'intégrale d"une fonction mesurable positive ; on a méme I, < +o0. En effet :

1
- t— ———— est continue sur ]0, +-oo[ (donc localement intégrable) ;

w1+ 1)

1 1
- En0: BATH o qui est intégrable car 0 < & < 1;

— En +oco: t“(11+t) e t"‘%' qui est intégrable car &« +1 > 1.
O\{-1} — C
On note O = C\R* et f : . . 1 , ot 'on convient z* = r%!*® quand z = re!
z%(1+z)

i ou

6 €]0,2m].
La fonction f est holomorphe sur Q\{—1} et possede un pole simple en —1 avec:

—imw
=e

Res(f,—1) = Zlinill (1+2)f(z) = —1)®

13



Pour 0 < ¢ < 1 < R, on définit comme sur l'illustration le
chemin y,g = C,ULF UT g U, ou

; T 371
- Cg: {Eeleee |:2,2:|},

- = [is,is+ R2 —52} etl = [—is,—is+ R2 —52};

- Ter = {Re?|0, g < |0] < 7}, avec 6 g = arctan T

La théoréme des résidus donne donc :

V0<e<1l<R, f(z)dz = 2imre ™
Ye,R

On va passer a la limite ¢ — 0 et R — 400 successivement.

Tout d’abord :

31

| / 1se19 do

‘ / f(z)dz| =
iRel?

Aussi: /sR f dZ = / ]1 [0 R, 21— GeR]( )Rtxeme (1 + Rele) do.
On veut appliquer le théoréeme de convergence dominée :

2

iReiG iReiG
- H[GS,R,ZH—&,R](Q)R%MG (1+ Rel) P ]1[0,27T](9)Raem9 (1+ Re®) ’
iReiG Rl—tx ] .
= Yo, g2-6,2] (6) Ree (17 Re) < g7 quiest intégrable sur [0, 277].
Donc : (a0
2 jR1-api(l-a
1 / dz = / IR e 7
55% Ter / : 0 1+ Rel?
| q VRZ—¢2 4 VRZ—eZ 1
D : = i t =
€ pis / f(z)dz /0 flie+t)dt /o (F+ie)* (11 £+ ie)

Comme (t + ie)* \/m faresin \/m —0> t*, ona:
- o vre—a (t)f(ie+t) = Tpor) (1) f(2);

1 e
- ‘ﬂ[o,\/@} (t)f(ie + t)’ Ljo,r) (£ )m qui est intégrable.
Par théoreme de convergence dominée, on déduit :

R dt
lﬂ%/ /) /0 “(1+1)

Enfin, de la méme fagon, en utilisant le fait que ( — ie)* —O> 2 ona
£—

lim [ f(z)dz = —e*™ /R _dr
e=0J1 o t*(1+1)
Finalement,

2irte

R
On va maintenant faire tendre R vers 400, par convergence dominée, / (

2
/E |e¥| 1 + eel?| s

. 27 {R1-#ei(1-a)f R dt
—ima _ 14 / _ / i 217'[04 /
m ) f@E= e o+ (1-¢) o B(111)

t
d — I, en effet:

o t* 1+t) R—+o0

1 1
~ MoR W ETT R aore Wiy

1 1 e
Lo r) (t)m < g+ (t)m qui est intégrable.

14



D’autre part,

do| <27 — 0

R—1 R—+w

2m {R1-ai(1-a)f
/0 1+ Rel?

Donc (1 — e_zim") I, = 2ime 1 (’est-a-dire :

7T

sin 7t

7T

Application: Formule des compléments : pour z € C tel que 0 < R(z) < 1,I(z)T(1 —z) = prmp—
D’apres le théoreme des zéros isolés, il suffit de prouver 1’égalité pour z = « €]0,1[. Soit donc a €]0,1[.

En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :

400 400 400 p+4o00
I[)r(l—a)= t*letdt s %e °ds s le =5 dtds
0 0
[ e
t

RT* x Rt* — RT* x RT*
l .
@ (s,6) o (o) = (S e t ) est un C!-difféomorphisme
o _ u uv 1 _ u B t s .
Ona:¢ (u’v)_<v+l'v+1> et’]q) (u,v)‘— (v+1)2—U(U+1).Onendedu1tdonc.

“+o00 “+o0 du dU o0 “+o00 —u “+o00 dZ)
— — —ll e — —
M@l -a) / / v+1 / / vl=%(v+1) dudo = /o vl=*(v+1)

sin n(l - oc) sin 7o

15



4 Calcul approché d’intégrales

Les méthodes abordées jusqu’ici permettent de calculer la valeur exacte d’une intégrale. Ces mé-
thodes sont cependant parfois mises en défaut; par exemple, c’est le cas si on souhaite calculer la valeur

1
2 . , . ) .
de / e " dx.On va alors utiliser d’autres méthodes, fournissant une valeur approchée cette fois-ci, afin
0

d’obtenir une idée de la valeur de l'intégrale qu’on cherche a calculer.

4.1 Méthodes des rectangles [Dem06]

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Soita = 0y < 07 < ... < 0y = b une subdivision de
l'intervalle [a, b]. La formule de Chasles nous fournit 1’égalité suivante :

/abf(x) dx :I:Z;/(:Hf(x)dx

Pour les méthodes simples, on choisit un point ¢; € [0j,0;41] et on remplace f sur [0;, 0j41] par la
fonction constante égale f (;). On réalise alors I’approximation :

/Ui+1 f(x) dx ~ (O-iJrl — Ui) f (gl)

o;

Donc on approxime l'intégrale par une somme de Riemann relative a la subdivision pointée (o, ¢) :

Le théoreme (12| (dont I'énoncé est en page 8)) assure que quand le pas de la subdivision ¢ tend vers
zéro, la somme de Riemann associée tend bien vers I'intégrale de f sur le segment [a, b].
Selon la valeur choisie du point §; € [07,0;+1], on obtient diverses méthodes d’approximation :
b k—1
- Si §; = 0;, on obtient la méthode des rectangles a gauche : / f(x)dx >~ Y (001 — 07) f (o).
a i=0
On dit que c’est une méthode d’ordre 0 car elle est exacte si f est une fonction polynomiale
constante, mais a priori inexacte si f est une fonction polynomiale de degré 1.
b k-1
- Si §; = 0741, on obtient la méthode des rectangles a droite : / f(x)dx ~ Y (0ip1 — 7) f (0341)-
a i=0

C’est également une méthode d’ordre 0.

»

§i =0 [ Ci = 0in 7

|
|
|
|
|
|
| |
| |
| |
1 1
| |

0 a ;041 b 0 a ;041 b

FIGURE 2 — Méthode des rectangles a gauche. FIGURE 3 — Méthode des rectangles a droite.
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oi +0i11

- Sig = 5

, on obtient la méthode du point milieu :

[ = o - (2572

En revanche, ¢’est une méthode d’ordre 1.

Yy
A

f (&)

» X

0 ; Ci Tit1

FIGURE 4 — Méthode du point milieu. L'aire du rectangle coincide avec l'aire du trapéze rempli en bleu.

X

Exemple: Cherchons & approcher I'intégrale de e™ *surle segment [0, 1].

Etant donné que la fonction x > e~ est décroissante sur [0,1], la méthode des rectangles a gauche va sur-

estimer la valeur de l'intégrale et la méthode des rectangles a droite va la sous-estimer.
On consigne dans le tableau ci-dessous les résultats fournis par Mathematica pour différentes valeurs de n
quand on calcule :

n—1 2
- qn = % ) e (i) calcul approché par la méthode des rectangles a gauche;
k=0
1 n—1 k1) 2
-dy = o Z e (57)" caleul approché par la méthode des rectangles a droite;
k=0
()
- M= Y e calcul approché par la méthode du point milieu ;
k=0
— Ay = gn — dy I'écart entre les approximations obtenues par les méthodes des rectangles a gauche et a droite.
gi’l dn mn An
n =10 0,777816824 | 0,714604768 | 0,747130878 || 0,063212056
n =100 || 0,749978604 | 0,743 657399 | 0,746827198 || 0,006 321205
n=1000 || 0,747140132 | 0,746508011 | 0,746 824163 || 0,000 632121
n =10000 || 0,746855738 | 0,746792526 | 0,746 824133 || 0,000 063 212

1
FIGURE 5 — Calculs approchés de / e~ dx; les résultats fournis sont arrondis a 10~°.
0
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4.2 Méthode de quadrature de Gauss [Rom05]

Définition 22 (Fonction poids)

Soit 7t une fonction continue sur |a, b avec —co < a < b

< +00, a valeurs réelles strictement positives
et telle que :

(x)dx < +o0

Une telle fonction 7t est appelée fonction po1ds sur ]a, bl.

Soit 77 une fonction poids sur ]a, b[, on cherche des familles (A, ) et (x,x) telles que :

b n
Vi > 1,YP € Ron_1[X], / P(x)m(x)dx = Y AukP (xux) (1)
a k=1
Lemme 23
L’espace vectoriel :
{f € C(Ja,b|) x)dx < —I—OO}

est muni du produit scalaire

(F18)= [ FRsm(x) dx

On note alors (P,) la suite de polyndmes orthonormaux associée a la fonction poids 7, vérifiant

n
degP, =net (P, | P,) =1.Onnote P, = Z zx]((")Xk, avec oc,(f) > 0.
k=0

Proposition 24

Il existe une famille de coefficients (A, ), <k<n vérifiant (1) si, et seulement si, les (X, ), <k<n SONE les
n racines du polynéme P,,.

Dans ce cas, on a de plus I'unicité des coefficients (Ay ), <y, ils sont donnés par :

(n)

N 1

Vn € IN*,Vk € [1,n], Ay = —2
[1,7] / lx’(;l:ll) P! (xn,k) P, (xn,k)

On définit alors des applications linéaires ¢,,, définies sur C(]a, b[), pour n € IN*, par :
VfEC(]ab Z)\nkf xnk

ol les coefficients A, x et x,, , sont définis dans la proposition précédente.

b
Quand de plus / |f(x)](x) dx < 400, on peut réaliser 'approximation suivante :
a

()= [ F)m() d

Cette méthode est d’ordre 2n — 1.
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Proposition 25 (Majoration de l'erreur)

Soitn € IN*. ,

Supposons f de classe C*" sur]a,b], / |f(x)|7(x) dx < 400 et f2") bornée sur |a, b|.
a

Alors on dispose de la majoration de I'erreur liée a I'approximation ¢, (f) ~ / f(x)m(x)dx
a

v n(f)] < ”f()“’
(2n)! (oc,(f))

Exemple: Polyndmes de Tchebychev

1
VI—ax2'
C’est une fonction poids :

— 7 est positive et continue sur | —1,1[;

xk‘<1 ona'/1 ‘xk‘ dx </1 dx =71 < +00
S ) “Ja 1-x2 Jayi—a2 ’

Py(x) = —

0() ﬁ

2
Py(x) = \/% cos(narccosx) sin>1

On pose ici (x) = définie sur l'intervalle | — 1,1].

— Pourk € N, commesur ] —1,1],

On définit la suite (P,), o par :

Vérifions qu’il s’agit bien de la suite de polyndmes orthogonaux associés a 7 :

— Posons, pour x €] —1,1], 8 = arccos(x) ; des lors : P,(x) = \/%cos (nf). Alors, pourn > 2:

Pii(x) = \/z[cos(nG) cos(6) — sin(n@) sin(6)]
P, 1(x) \/z[cos(nG) cos() + sin(n6) sin(6)]

Poii(x)+ P, 1(x) = 2\/Zcos(n0) cos(60)
2xP,(x)

1 2 . .
Par récurrence, comme Py(x) = — et Pj(x) = Ex, on montre aisément que P, est une fonction polyno-

NG

sin=>0

-

miale de degré n et dont le coefficient dominant est donné par : 5
2 /= sin>1
s

— Par changement de variable, on a :

1
/1 cos(n arccos(x)) cos(m arccos(x) = / s(nf) cos(mo) do
_/ ((n+m) )+cos((n—m)9)d9
N 2

U . 0)17
Or, pour a € Z7, / cos(af) d = [Smt(x"‘)} -0
0 0
! dx 0 sin#m
D'oﬁ/ cos(n arccos(x)) cos(m arccos(x)) — T osin—m—=0 .
-1

-/ 2 .
T—x 3 sin=m>1

Il en découle que (P;), .y est la famille de polynomes orthonormaux associée a 7.
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2k —1
Les racines de P, sont les x,, ; = cos (0, ) ot 0, = 5T k € [1,n]. Ainsi, pourn > 2:

[2 . n [2 n(—1)k1
Pl (xpx) =4/ =sin(nb, ) ——— =/ = ——~—
’ T 2 7T sin (6, x)

n,k

2 7T 2 .
Put () = 1/ <05 (2k=1) T = 06) = 1/ 2 (=) sin (6,,4)

7T

on— 1\/>
Etdonc, pourn >2etl1 <k <n, A,k T_~n

2,12\/>2n n’

Et la formule de quadrature correspondante est donc :

[z (=)

X

e
V1 —x2

f := exp est une fonction de classe C® sur | — 1, 1].
Ona:VneN,f" = exp et donc Hf(”)
Dans ce cas, on a I'approximation :

1 e* T Z 2k—17I
./_1 1—x2 exp ( cos  —

On a méme une majoration de 'erreur :

Application: Cherchons a approcher l'intégrale de

sur le segment [—1, 1].

=e.

e te
<

‘ /;11 \/18_7 k; exp (Cos<2k2;17-[)> < - <2n 1\/2)2 = Gn)a

On consigne dans le tableau ci-dessous les résultats fournis par Mathematica pour différentes valeurs de n
quand on calcule :

=2 o (on (%

e N
- Ay = n)ia la majoration de l'erreur d’approximation ;

= (g dn] = [@n(f) — An, @n(f) + Ay] Uintervalle contenant la valeur exacte de l'intégrale.

7'() ) I'approximation de l'intégrale a calculer;

en(f) A [8n 5 dn]
n =2 3960266053 | 0,022238891 || [3,938027162 ; 3,982504 944]
n= 3,977 321960 | 0,000185324 || [3,977 136636 ; 3,977507 284]
n= 3,977 462 635 | 0,000000827 || [3,977 461808 ; 3,977 463462]
n =75 3,977463259 | 0,000000002 || [3,977 463257 ; 3,977463261]

1
e . s 10—
FIGURE 6 — Calculs approchés de / ———— dx; les résultats fournis sont arrondis a 10~°.

-1 v1—x2
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4.3 Méthode de Monte-Carlo [Tou99]

On veut dans cette sous-section calculer l'intégrale I = / f(x)g(x)dx,ou f >0et / f(x)dx = 1.

On peut alors considérer f comme la densité de probabilité d'une variable aléatoire Y et ] = E[g(Y)]
sera alors approchée par la moyenne empirique de 1 réalisation de la variable aléatoire X = g(Y).

Théoréme 26 (Loi des grands nombres)

On suppose que (X;) est une famille de variables aléatoires réelles identiquement distribuées possé-
n
dant un moment d’ordre 1. On note S,, = Z X;.
i=1
Alorsona:

ﬁﬁn}z[xﬂ

n n—oo

Théoréme 27 (central limite)

On suppose que (X;) est une famille de variables aléatoires réelles identiquement distribuées possé-
n
dant un moment d’ordre 2, de variance c* > 0. On note S,, = Z X;.
i=1
Alorsona: S E X
Su=mEIX) £, wro,1)
v no2 n—o0

- S
Dans notre cas, on suppose que X admet un moment d’ordre 2 ; on note X,, = —.

n
Temporairement, imaginons qu’on en connaisse la variance. Ainsi, on a le résultat suivant :

2 (X~ EX]) £ N(0,1)

o2 n—so0

Ceci se réécrit alors pour tout z € R :

i P (/2 (% BIX) <2) = (2

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
— 2
Or, pourz > 0,0ona: P | |X, —E[X]| <z/ % = O(z) — O(—z) = 2®(z) — 1, par symétrie de la

loi normale centrée réduite. Des valeurs habituelles sont z = 1,96 et 2®(z) — 1 ~ 0,95.
On en déduit alors un intervalle de confiance asymptotique a 95%, pour “n grand” :

. 2 2
X — 1,96/ —; X, + 1,961/ ‘7]
n n

Cependant, on ne connait pas toujours la valeur de la variance de X.
Théoreme 28 (Slutsky)
Soient (X;),en €t (Yn),en deux suites de variables aléatoires.

. L . r
S5iX, — XetsiY, — c€R,
n—oo n—o0

Ie

Alors (X, Yy) néﬁo (X, c)

En 1’occurrence, il est possible de montrer que :

1

n—1:*
1

n
2= (Xi— %) 5 o
=1

21



D’apreés le théoreme de Slutsky, on a :

n

& (X~ E[X)) ~£5 N(0,1)

n—oo

Et en opérant comme dans le cas ot la variance de X était supposée connue, on obtient alors I'inter-
valle de confiance a 95%, ou n est supposé “grand” :

. 2 2
Xn — 1,964/ ﬁ;Xn + 1,964/ S”]
n n

—X
Exemple: Cherchons a approcher I'intégrale de e47
x
Soit Y ~ £(1), une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 1, de densité f(x) = e~ ™.
On pose X = V/Y.
On sait que X possede un moment d’ordre 2, en effet, par un changement de variable, et en utilisant un argu-
ment de parité et la valeur de I'intégrale de Gauss (dont le calcul a été présenté en page[) :

() - [ 5] - [ T [T

On consigne dans le tableau ci-dessous les résultats fournis par Scilab pour différentes valeurs de n quand on
calcule :

- Xy, I'approximation par moyenne empirique de l'intégrale a calculer ;

-5 l’approximation de la variance de X;

I e

sur l'intervalle |0, +oo[.

e dr =7

- IC, =

S — | S2
—1,959964 ?” ; Xn + 1,959 964 n”} l'intervalle de confiance asymptotique a 95%.

Xn Sh IC,
n=100 | 1,331251|0,567910 || [1,183549 ; 1,478954]
n=1000 | 1214931 0305391 | [1,180679 ; 1,249182]
n=10000 || 1,2169320,221822 [1,207701 ; 1,226163]
[ )
[ ]

n =100000 | 1,226414 | 0,280001 || {1,223135 ; 1,229694
n =1000000 || 1,225289 | 0,271862 || |1,224267 ; 1,226311

1 o—x
e
FIGURE 7 — Calculs approchés de / Tz dx ; les résultats fournis sont arrondis a 107°.
-1v/X
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