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Equivalents et Développements (Limités et Asymptotiques)

1 Equivalents
1.1 Suites équivalentes

. . .. . . . u .
Deux suites (un) et (vn) sont dites equlvalentes si, et seulement si, hrJrr1 U—n existe et vaut 1.
n—-+oo n

On note alors : u, ~ v,,.

Siu, ~v,et lim u, =1 € R,alors lim v, = 1.
n—-+oo n—-+oo
Siuy, ~ vy, et u est positive a partir d’un certain rang, alors v est positive a partir d'un certain rang.

Exercice 1 Vrai ou Faux
Soient quatre suites telles que : u, ~ vy et a, ~ by,. Dire des assertions suivantes si elles sont vraies ou fausses.

o ayu, ~ by,
1 1
¢ — ~ —
Un On
o ay+uy ~by+uvy
an by
oL
Un Un
e Pour a > 0 et u et v positives & partir d’'un certain rang, uj; ~ vy,

o uj ~ vl
Autres comparaisons existantes :

u
e u, =0(v,): (u,) est négligeable devant (v,) quand lim — existe et vaut 0
n——4oo vn

e u, = O (vy): (u) est dominée par (v,) quand (Z") est bornée

n
On a le résultat suivant : si a, = 0 (uy), alors u, ~ u, + a,.
Exercice 2 Exemple de suite définie de fagon implicite
On se donne un entier n > 1 et on considere f, : x — ¥ +nx —1.
1. Faire I’étude de la fonction f,.
Montrer qu'il existe un unique réel u;, tel que f;; (4,) = 0. Donner un encadrement de u,, ainsi que son signe.
En remarquant que f, (1,) = 0, calculer le signe de f,,1 (i5).

En déduire la monotonie de la suite u.

S N

Montrer que la suite u est convergente, on notera / sa limite.

1
6. Montrer que u, = = (1 — uf,) En déduire que ! = 0.
1
7. En déduire que u, ~ pt

1 1 1
8. Montrer que u; = i +o0 ($>



1.2 Fonctions équivalentes

f(x)

Deux fonctions f et ¢ sont dites équivalentes en x( € R si, et seulement si, li_>m 2(x) existe et vaut 1.
X—Xq
On note alors : f(x) ~ g(x).
X0

’ Fonction Equivalent H Fonction Equivalent H Fonction Equivalent
sin x ~ X 1—cosx ~ E tan x ~ X
0 0 2 0
arcsin x ¥ X arctan x ¥ X Inx ~ x—1
e’ —1 ~ X sh x ~ X th x ~ X
0 0 0
1+x)*—1 ~ ax argshx ~ Inx argshx ~ X
(1+x) > 8 b 8 5
argch x ~ Inx arethx ~ X
g el ) 0

Exercice 3 Vrai ou Faux
ili = fx) _ 1 ~
1. Si Jl}gr}lf(x) 0, alors e 1 - f(x).

2. Sif(x) ~ g(x), alors e/ (¥) ~ eS80,

Conclusion : On a le droit de composer des équivalents parla............... mais pasparla...............

Exercice 4 Application au calcul de limite
Calculer :

1. lim (thx)e ¥
X—+00

2 ch (Inx)
2. lim (— arctan x)
x—4o00 \ 7T
tan(x — x cos x)
m-—_—=
x—0sinx 4+ cosx — 1
1 —sinx + cosx
m —
x—Z sinx+cosx —1
In(1+sinx
5. lim y
x—0  tan(6x)

Exercice 5
In(1+ x) ) t 1

Déterminer, proprement, un équivalent simple en 4o de ( Inx
n

2 Développements limités

2.1 Généralités

f admet un DL, au V) si, et seulement si, il existe un polynoéme P, de degré inférieur ou égal a n tel que
£(x) = Pa(x) + 00 (x").

f admet un DL, au V, si, et seulementsi, ¢ : 1 — f(a + h) admet un DL, au ).

Sip < net f admet un DL, au V,, alors f admet un DL, au V,.

Si f admet un DL, au V,, alors celui-ci est unique.

Exercice 6 Vrai ou Faux
Soit f une fonction admettant un DL, en 0 de partie réguliere P,,.

e Si f est paire (resp. impaire), alors P, est pair (resp. impair).

Si Py, est pair (resp. impair), alors f est paire (resp. impaire).

Admettre un DL, c’est étre localement continu.

e Admettre un DLy, c’est étre localement dérivable.

Pour n € IN, admettre un DL,,, c’est étre localement de classe C".



2.2 Opérations

Soient f et ¢ deux fonctions admettant un DL, en 4, de parties régulieres P et Q. Alors :
e f -+ gadmetun DL, en a de partie réguliere P + Q;
e Af admet un DL, en a de partie réguliére AP;
e fgadmet un DL, en a de partie réguliere R : la troncature de PQ au degré n.

Si, de plus, h est une fonction admettant un DL, en f(a), alors h o f admet un DL, en a.
Exercice 7 Vrai ou Faux
Soit f : I =+ R, 0 € I, intervalle réel, f de classe Clsurl,neN.

e Si f admet un DL, en 0 de partie réguliere Q, alors f' admet un DL,,_; en 0 de partie réguliere Q’.

e Si f’ admet un DL, en 0 de partie réguliere Q,

alors f admet un DL, 1 en 0 de partie réguliere P avec P’ = Q et P(0) = £(0).
2.3 Formules de Taylor
Formule de Taylor-Young :
Soitn e N, f:I - R, fC"sur[;
(x —a)"

£ (a) +0q ((x —a)")

n!

Inégalités de Taylor-Lagrange :
Soit f : [a;b] — R de classe C"*1.
f(r+1) étant continue sur le segment [a; b], elle est bornée par [m; M], et on obtient :

(b—a)
Kl

(b —

a)nJrl n
mi
(n+1)!

(b _ a)nJrl
f(k) (a) < MW

Formule de Taylor avec reste intégral :
Soit f : [a;b] — R de classe C"*!, alors :

g (k)(a)+/b (b;!t)nf(nﬂ)(t) dt

2.4 Meéthodes de calcul

] Tous les développements ici sont au voisinage de 0 ‘

n n
=Y xF 409 (x") = L (=) 400 (x")
k=0 k=0
17 n
In(1-x) =~ 1 ¥ 4 og (x7) In(14x) =~ CINNED
= n =
et = kgo% + 0o (x™)
cosx = i (—1)F 2+ 0g (a2H1) chx = i A+ op (x2011)
= 201 (= @R e
n n
sinx = 1. (~1)" Gy Foo (42) || sha= P Beemy + 00 (172)
7 n
arctanx = 1 (—1)*¥gy + 0o (x242) || argth x = Py St + 00 (x2172)
(1+X) —1—|—1ch—|— ( )x_|_ _i_wx +0( )

’ arcsinx = x +

+40x +00( °) Htanx-x+

S 15x + 0p (x°) \




Exercice 8 Autour de la fonction tangente
1. Quelle remarque intéressante peut simplifier ’obtention du développement limité de tangente en 0?

2. Dans cette question, on va déterminer le développement limité & 1’ordre 5 en 0 de tangente de différentes fagons.

(a) En utilisant la relation fonctionnelle entre tangente, sinus et cosinus.

(b) En utilisant la formule de Taylor-Young.

(c) En utilisant le théoréme d’intégration des développements limités.

(d) En utilisant le développement limité de la fonction réciproque arctangente.

(e) En partant de l'équivalent de tangente en 0, puis en utilisant la relation tan’ = 1 + tan?.

3
tanx —x — %
3. En déduire lim 753
x—0 X

4. Pour x € [0; %} , encadrer tan x par deux polynémes de degré 5.

Exercice 9
Déterminer les développements limités suivants.

1. su;x, ordre 2 en 0 8. sinx, ordre 3 en %

2. In(3+ x), ordre 2 en 0 9. - ordre4en0

3. In(e?* +2e* +3), ordre 2en 0 mnx

4. cosxIn(1+ x), ordre4 en 0 10. v1++v1+x ordre3en0

4 11. In(cos x), ordre 6 en 0
5. ,ordre 3 en 0
(2—x)? 12. arctan 1+x ,ordre3en 0
1 1+ 2x
6. 1— ' ordre 4 en 2 13. Vcosx3+ch x3 —2, ordre 17 en 0
2 2x
7. In(1+x%),ordre2en1 14. / In(1+¢)In(1 —t) dt, ordre 3 en 0
JX

Exercice 10 Exemple de développement limité d"une fonction réciproque
R — R
— In(14+x?)—x

1. Montrer que f est bijective.

Onnote f :

2. Déterminer le développement limité a I'ordre 4 en 0 de f~1.

2.5 Généralisations

2,51 Développement limité au voisinage de oo

1
Pour obtenir un développement limité de f(x) au voisinage de oo, poser h = + et déterminer le déve-

loppement limité de la fonction obtenue pour / au voisinage de 0.
C’est notamment la méthode qu’on utilise pour déterminer le développement limité d'une suite.

Exercice 11
Déterminer les développements limités suivants.

X241
x—1
2
2. xzi—ﬂ,ordreZen +o00
xc+x

,ordre 2 en +o0

3. sin%
x+1

4. V3 +n2+n+1—+vn2+1,ordre?2

,ordre 4 en +o0




2.5.2 Développement limité généralisé et développement asymptotique

C’est ’extension de la notion de développement limité aux fonctions qui n’admettent pas de limite finie
au point étudié. On peut aussi s’autoriser la présence de logarithmes, d’exponentielles, de racines. ..

Exercice 12
Déterminer les développements suivants.

X V1 2
1. e—, précision ¥en0 8. ﬁ, précision x2en0
X 1—cosx
2. cot x, précision xten0 ¥ +4 L. 1
coS x 9. ——, précision —en +oo
4l 3 x—1 X
3. ————, précision x” en 0
In(1+x) ¥2—1 1
10. ————— précision — en +oo
4. , précision x2 en 0 x+2+e X
sin® x o¥
1 1 11. ————, précision x en 0
5. I - précision x2 en 0 1—cosx 1
12. xIn(x+1) — (x + 1) Inx, précision — en +oo
6. V/x + x2, précision x2 en 0 ( )= ) P x2
1
2 A 3 2
- ex\/fl , précision 12 en 0 13. In (x 4 x?), précision x° en 0 et 5 en +00
2.6 Applications

Exercice 13 Déterminer un équivalent de :

1. uy = —In(n+1)+1nn

n+1
2x

()

3. g(x) =sin(sh x) —sh (sinx) en0

—cosxen(

Exercice 14 Calculer.
1. lim M
x—0 X —sinx
e —V1—x
2. lim ——————

x—0 X

(-

1 — xsinx — cosx

3. lim x
X—+-o00

4. lim

x50 (ex —1)?
5 lim sin(tan x) —;smx —2x
x—0 X

Exercice 15 Classe d'un prolongement par continuité
—1;+0[\{0} — R
Démontrer que la fonction f : ’ ] O} 1 1

x = In(1+x) x
classe C! sur | — 1; +oo[.

Exercice 16 Etude locale de courbes paramétrées
Donner la nature des points singuliers des courbes paramétrées suivantes :
1. x=e"l—t,y=1 -3t
1

cost

x=(u +2)e%,y =(u —Z)e%

2. x =tant +sint,y =

@

1
4 x=u"y=un

est prolongeable par continuité en 0 en une fonction de



