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Introduction

Cet article traite principalement de la construction des L fonctions p-adiques par une
méthode dite d’interpolation.

Historiquement, la théorie algébrique des nombres a pris son essence dans les travaux
de Pierre de Fermat, et plus précisément dans son célébre dernier théoréme. Mais cette
théorie s’est réellement développée seulement & partir de 1801 grace au mathématicien Carl
Friedrich Gauss dans son livre intitulé Disquisitiones Arithmeticae, qui a permis d’ouvrir
la voie & d’autres mathématiciens. Un grand acteur et un pionnier de cette théorie récente
fut Ernst Kummer qui, dans un article publié en 1857, réussi a résoudre un cas particulier
de 'hypothése de Fermat (pour p premier régulier) en introduisant le concept de nombre
idéaux. L’idée principal fut de transporter le théoréme fondamental de ’arithmétique dans
des corps de nombres i.e des extensions finies de Q. Egalement, le théoréme de Kronecker-
Weber, énongant que toute extension abélienne de Q (i.e de groupe de Galois abélien) est
inclus dans une extension cyclotomique, nous invite a regarder un certain type de corps de
nombre, que sont les corps cyclotomiques.

A la fin de X 1X°"€ siécle, une nouvelle théorie & vue le jour, celle des nombres p-adiques.
Plus précisément, c’est dans un article publié en 1897, que le mathématicien Kurt Hensel,
donna pour la premiére fois une définition des nombres p-adiques. La premiére motivation
de telle structure algébrique a été celle généralisée plus tard pour les corps locaux, qui est
d’utiliser les techniques des séries entiéres en théorie des nombres. Aujourd’hui, la théorie
des nombres p-adiques dépassent largement ce cadre et peut-étre vue comme un monde
paralléle au monde réel (associé a R). Cette dichotomie entre le monde réel et p-adique
a été révélée grace au théoréme d’Ostrowsky. Cependant, contrairement & R, le corps
des nombres p-adiques Q, (ot p est nombre premier quelconque) posséde une topologie
totalement dicréte, au sens que les composantes connexes sont réduites aux singletons.
Ceci laisse tendre & penser que les théorémes homologues p-adiques seront des versions
algébriques de leur semblable réel, comme par exemple la substitution du théoréme de
prolongement analytique par le théoréme de préparation de Weierstass.

Les L fonctions, qui sont des généralisations de la fonction Zéta, sont des outils au cceur
de 'arithmétique. Il est donc légitime de construire leur homologue p-adique. De maniére
surprenante, les L fonctions p-adiques ressemblent bien plus & leur homologue définit dans C
que ce dont laissait imaginer leur construction. Et, comble de I'imagination, les L fonctions
p-adiques recélent une mine d’information arithmétique bien plus importante que les L
fonctions classiques, notamment en ne décrivant non plus seulement les cardinaux des
groupes de classes mais en décrivant la structure algébrique d’un objet similaire, purement
arithmétique.

La section 1 est fondamentale, elle introduit les concepts & savoir sur les nombres p-
adiques (méme si certains résultats sont assez anecdotiques). La section 2 est la moins im-
portante de ce rapport, elle donne une construction peu généralisable. Cependant, certains
résultats fondamentaux y ont été introduits. La section 3 ne sert qu’a la compréhension de
la section 4 dans laquelle se trouve une jolie construction des L fonctions p-adiques.



1 A propos des nombres p-adiques

1.1 Corps normés, Corps valués

Dans cette partie, nous allons introduire quelques résultats généraux sur les corps nor-
més et valués qui nous serviront par la suite.

1.1.1 Corps normés

Définition 1.1.1. (Corps normé)

Soit K un corps. Une norme sur K est une application qui a tout x € K associe un réel
positif |z| de telle sorte que, pour tous x ety de K :

o |z| =0< x=0g (aziome de séparation)

o |zy| = |z|ly]

o |z+yl <lz|l+lyl

Une norme sur K est dite ultramétrique si elle vérifie la condition suivante :

o pour tous x ety de K, |x + y| < max{|z|,|y|}

La similarité avec la définition d’une norme d’espace vectoriel vient du fait qu’un corps
peut étre vu comme un espace vectoriel sur lui-méme.
La proposition suivante est une caractérisation des normes ultramétriques.

Proposition 1.1.1. Soit K un corps et |.| une norme sur K. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) || est ultramétrique

(ii) |.| est bornée sur Z

(i7i) Ve e Z,|z| <1

Démonstration. On a de maniére évidente (i) = (ii7) = (i) comme |1]| = 1.
Montrons que (i7) = (7). Soit z,y € K tel que |z| < |y,
|.| est bornée sur Z donc IM € R tel que Vo € Z, || < M. Or,

(z+y)" = Zn: <Z> atyn

k=0

Donc, par inégalité triangulaire |z+y|™ < M (n+1)|y|, et donc en prenant la racine n-iéme,
puis la limite quand n tend vers +oo, on obtient le résultat. O

Corollaire 1.1.1. Toute norme sur un corps de caractéristique p # 0 est ultramétrique.
Exemple 1.1.1. 1. Norme triviale : On peut munir un corps K d’une norme dite
triviale définie par |xz| = 1,Vo € K*

2. Norme induite : Soit L un sous-corps d’un corps normé K, on peut munir L de la
norme définie sur K restreinte a L.

3. Norme sur C : Le module définie sur C définie une norme sur C.



Une norme sur un corps K induit une distance qui induit une topologie sur K. Regar-
dons & présent quelques propriétés topologique des corps ultramétriques.

Lemme 1.1.1. Si K est un corps muni d’une norme ultramétrique |.|. soient x,y € K tels
que |z| # |yl, alors |z +y| = sup(|z|, [y]).

Démonstration. On a |z + y| < sup(|z|, |y|) par propriété de la norme ultramétrique. On
peut supposer |z| < |y| quitte & permuter x et y. Or |y| = [(z + y) — x| < sup(|z + y/, |z|),
donc |z + y| = |y|. O

1.1.2 Corps valués

Définition 1.1.2. (Corps valué)

Soit K un corps. Une valuation sur K est une application de K dans RU{+oc0}, z +— v(z)
qui vérifie :

e v(z) =400 =0

o v(zy) = v(z) +v(y)

o v(z+y) > inf{o(z),v(y)}

Remarque 1.1.1. Soit K un corps muni d’une valuation v, si 0 < X < 1 alors |.| : © —
A=) définit une norme ultramétrique sur K.
Réciproquement, si K est un corps muni d’une norme ultramétrique |.|. Alors, si A < 0,

v:x— Alog|z| définie une valuation sur K.
Par conséquent, il résulte du lemme 1.1.1 que siv(z) # v(y) alors v(z+y) = inf(v(z),v(y)).

Définition 1.1.3. On dit qu’une valuation est discréte si v(K™*) est un sous-groupe discret
de R (i.e de la forme aZ), et qu’elle est normalisée si v(K*) = Z.

Soit K est un corps valué discret muni d’une valuation v. Si v est normalisée, un élément
m € O* tel que v(mw) = 1 est appelée uniformisante et tout élément x € K* se décompose
de maniére unique sous la forme x = up™ ot u € O* et n € Z.

On peut constater qu’il y a équivalence entre les notions de corps ultramétriques et de
corps valués.

Définition 1.1.4. (Norme sur Q)

Sin € N, on définit la valuation p-adique de n, v,(n), comme étant la plus grande puissance
de p qui divise n. Sir = 7 € Q , on définit la valuation p-adique de r par : vy(r) =
0p(a) — v,(b).

On peut remarquer que la définition de la valuation p-adique d’un nombre rationel ne
dépend pas du représentant (ce qui est nécessaire a la définition de v, sur Q).

Proposition 1.1.2. |.[, : Q - R,z — p~ @) définit une norme ultramétrique sur Q,
appelée norme p-adique.

Démonstration. La preuve repose principalement sur la décomposition en facteurs pre-
miers. O



Nous allons fournir quelques exemples fondamentaux de valuations que ’on utilisera
fréquemment dans la partie 3 ou bien dans I’étude des extension finie de Q.

Exemple 1.1.2. Soit K un corps, on peut munir K(X), le corps des fractions ration-
nelles a coefficients dans K, d’une valuation valx : g — valx (P) —valx(Q) ot P,Q €
K[X],Q # 0 et telle que VP € K[X],valx(P) = inf{n € N| P (0) # 0} ot P(™ est la
dérivée n-ieme algébrique de P.

Définition 1.1.5. (Norme de Gauss)
Soit K un corps ultramétrique muni d’une norme |.|. Soit P € K|[X], on définit la norme
de Gauss |.|¢ de P(X) =" ya; X" par |P|g = sup(Jag|, ..., |an|)

Lemme 1.1.2. Si P et Q sont deux éléments de K[X], alors |PQlc = |P|¢|Q|a

Démonstration. La norme de Gauss étant ultramétrique, l'inégalité |PQ|q < |P|¢|Q|q est
évidente.
Montrons I'autre sens de l'inégalité. Posons P(X) = > 1" ja; X" et Q(X) = Y 1" b X",
soit ig = inf{i||a;| = |P|g} et jo = inf{j||b;| = |Q|c}. Soit ko = ig + jo, alors PQ(X) =
m—+n k N
k=0 CkX",ou

Cho = igbjo + Y Aibky—i + Y ary—jb;

<10 7<Jo
avec ap = 0 si k > n et by = 0 si k > m. Donc, d’aprés le lemme 1.1.1 |cx, | = |P|c|Q|a
car tous les autres termes sont de norme strictement inférieurs. D’ou le résultat. O

De plus, on peut prolonger |.|¢ sur K(X) de maniére évidente. Le seul axiome non
trivial & vérifier & été prouver dans le lemme précédent. Il nous reste juste & montrer que
la norme de Gauss est ultramétrique sur K (X ). Il suffit de montrer que si f = g € K(X)
tel que |f|g < 1 alors |f+1|g < 1. Quitte a diviser P et ) par un élément de norme |Q|¢,
on peut supposer |Q|g = 1, et se ramener & montrer que si |P|g < 1 alors [P+ Q|g <1
ce qui est immeédiat. Donc |.|¢ définit bien une norme ultramétrique sur K (X).

1.1.3 Propriétés topologiques

Définition 1.1.6. Deux normes sur un corps K sont dites équivalentes si elles définissent
la méme topologie.

Proposition 1.1.3. Soit K un corps. Deuxr normes |.|1 et |.|a sont équivalentes si et

seulement si il existe s € RY tel que |x|1 = |z|o, Vo € K

Démonstration. Soit |.| une norme sur K. Alors on a 2 — 0 ssi |z| < 1. Dong, si |.|;
n—+oo

et |.|2 sont équivalentes, alors

{r e K||zh <1} ={z € K||z|]; < 1}



. Si ce dernier ensemble est réduit a {0}, alors |z|; = |z]2 = 1,Vz € K*. Sinon, soit z € K*
tel que |z|; < 1, alors Vy € K*,Va € Zetb € Non a :

\yb:v_ah <l&e |ybx_“|2 <1

Donc

log |y|1 log |yl2
reQlr< ={reqQlr<
A< toglay = U < toga,)

log |y[1 " log |yl2

Donc les réels définissent la méme coupure de Dedekind, donc sont égaux.

log |z]1 log |z|2
1 N .
On conclut que = — 12§ Iit est constante sur K*, d’oul le résultat. O

Théoréme 1.1.1. (Ostrowsky)
Une norme sur Q est équivalente soit a la norme triviale, soit a la norme usuelle |.| 100 0U
soit a la norme Hp pour un nombre premier p.

Démonstration. Soit |.| une norme non triviale sur Q. Supposons tout d’abord qu’il existe
k € N tel que |k| > 1. Or |1| = 1, donc par inégalité triangulaire on a |k| < k. Donc il existe
a €]0, 1] tel que |k| = k%. L’idée ensuite va étre de montrer que |m| = m®,¥m € N. Pour
cela, effectuons une décomposition en base k. Soit m = Y"1  a;k’, ot a; € {0, ...,k — 1}Vi,
et a, # 0. On a, comme k™ < m,

N (| —
m| < (k= 1) |k < (ka_l)(k“(”*l) B D P —

=0

. k(k—1 N . = .
ou C = k(a—l)' En remplagant m par m®, ot s € N, en prenant la racine s-iéme puis la
limite quand s tend vers 400, on obtent 'inégalité |m| < m®. Pour montrer 'inégalité
dans l'autre sens, nous allons raisonner par symétrie.

Supposons |m| > 1, alors par le méme raisonnement que précédemment en inversant les
log|m| _ log|k|
logm — logk

Supposont |m| < 1, alors 3 € N tel que \klm| > 1. Donc, en appliquant le résultat a k'm
on obtient finalement que |m| = m®,¥m € N. Or une norme étant & valeur positive et
par multiplicativité, on a | — 1| = 1, ce qui nous donne ’égalité précédente sur Z. Donc
Ym € Q,|m| = |m|%, en passant au corps des fractions. Et donc, d’aprés la proposition
1.1.3, |.| est équivalente & |.|co.

Supposons & présent que pour tous k € N, |k| < 1. Il existe un nombre premier p qui atteint
sup{|n|| |n| < 1,n € N}. Supposons qu’il existe un autre nombre premier ¢ distinct de p
tel que |g| < 1. Alors p™ et ¢" sont premiers entre eux quelque soit n € N. Donc, d’aprés
I'identité de Bézout, Ju,v € N tels que p"u + ¢"v = 1. Donc, par inégalité triangulaire,
1 < |p|™+ |g|",¥n € N, absurde. Donc, p est I'unique nombre premier & avoir une norme
strictement inférieure & 1. En utilisant la décomposition en facteurs premiers, puis en
étendant a Z, et finalement a @, on obtient que |.| est équivalente & la norme p-adique
[y 0

et donc que |m| = m®.

roles de k et m, on ontient que



1.2 Construction de Z, et Q,
1.2.1 Complétion

Si K est un corps normé, on notera K lensemble des suites de Cauchy de K.
On notera I C K 'ensemble des suite de Cauchy qui tendent vers 0.

Lemme 1.2.1. (i) Si(a,) € K, alors (Jay|) converge dans R .
(ii) Si|.| est ultramétrique et (an) € K\ 1, alors (|ay|) est constante a partir d’un certain
rang.
(7i1)  Si (ap) = (by) mod I , alors lim |ay| = lim |b,].
n—+o00

n—-+o0o

Démonstration. (i) découle de I'inégalité triangulaire | |apnip| — |an| [< |antp — an|, et de
la complétude de R

(ii) Si (an) € K\ I, alors 36 > 0, Elno e N,Vn > no, |a,| > 25 . Comme (a,,) est de Cauchy,
Ing,¥n > ny1,Vp € N, |ap4p — an| < 3

Donc Vn > ng = max(ng,n1),Vp € N, |an1p — an| < |an]

Donc Vp € N,Vn > na, |anip| = |an|.

(i7i) est obtenue grace a I'inégalité triangulaire | |a,|—|bn| |< |an—byl, et & (ap—by) € I. O

Lemme 1.2.2. K est un anneau et I un idéal mazimal de K

Démonstration. On montre sans difficultée que K est un anneau et I un idéal.
Si (an) € K\ I, alors ligrl lan| = a € R%. De plus, 36 > 0,dN € N,Vn > N, |a,| > 4,
n—-+0oo

doncposonsbn—a_lsinZNetbn:0s10<n<N Onabien(bn)e.f(car

Vn > N,¥p € N, anﬂ) a;l = analnﬂ (@n — an+p), Donc \anﬂ, ant| < 3lan — anspl- On

a alors (a,)(by) — 1 € I, donc (ay) est inversible dans K /I. Donc K /I est un corps. [

Posons K = K /1. 1l résulte du lemme précédent que K est un corps.

Proposition 1.2.1. |.| est une norme sur K et K est complet pour cette norme. De plus,
K (identifié auz classes des suites constantes dans K) est dense dans K.

Démonstration. L’inégalité triangulaire, ultramétrique et la multiplicativité de la norme

passent bien a la limite. Egalement, on a pour a € K, la] =0 <> liIJlrrl lan| =0« a=0.
n—-—+0oo

Donc |.| est une norme sur K, ultramétrique si |.| est ultramétrique sur K.
Soit (an) € K, on a |(an)nen — (@p)nen| < sup|an+p — ap| qui tend vers 0 quand p tend

vers +00 puisque la suite (ay) est de Cauchy. Donc K est bien dense dans K.

Soit (a (n ))neN une suite de Cauchy dans K. Comme K est dense dans K vYn € N,3b, €
K,|a™ —b,| <27™. On a ainsi construit une suite (b,) d’éléments de K. Montrons que
cette suite est de Cauchy. On a Vn,p € N,

bt —bn| = \(bn+p—a(”+p))+(a(”ﬂ’) —a™)+ (@™ —by,)| < 27HP) 4 |0 HP) _ (V)] 97



qui tend bien vers 0 quand n tend vers 400, car La(”))neN est de Cauchy. Donc (by,) est une
suite de Cauchy dans K, donc converge dans K et K, par définition. Finalement, (a(™)
posséde une limite dans K égale a la limite de (b,). Donc K est complet. O

Définition 1.2.1. Le corps K muni de la norme .| s’appelle le complété de K pour la
norme |.|.

Exemple 1.2.1. (i) R est le complété de Q pour la valeur absolue.

(i7) C est le complété de Q(i) pour la norme |.| : a 4+ ib — Va? + b2.

(7i1) Si K est un corps complet et L un sous-corps dense de K alors K est le complété de
L pour la norme induite.

(iv) K((X)), corps des séries de Laurent a coefficients dans K, est le complété du corps
des fractions rationnelles K (X)) pour la norme |.|x.

Remarque 1.2.1. On peut constater d’aprés le lemme 1.2.1 que si K est un corps muni

~

d’une valuation v, alors v(K*) = v(K*). En particulier, si K est un corps valué discret
(i.e muni d’une valuation discréte) alors K est également un corps valué discret.

Définition 1.2.2. Soit Q, le complété de Q pour la norme p-adique. On appelle Q, le
corps des nombres p-adiques.

Définitions 1.2.1. (i) Un anneau local est un anneau commutatif possédant un unique
1déal mazimal

(7i) Un anneau intégre O est un anneau de valuation si pour tous x € K = Frac(0), le
corps des fractions de O, on ax € O ot x™ ' € 0.

Définition 1.2.3. Soit K un corps muni d’une norme ultramétrique |.|. On définit :
0 :={z € K,v,(x) > 0}
m = {z € K,vp(z) >0}
k=0/m

On appelle O Uanneau des entiers ou l’anneau de valuation K, m son unique idéal mazimal
et k le corps résiduel de K.

Remarque 1.2.2. L’unicité de l’idéal maximal vient du fait que O est un anneau local.
En effet, soit I un idéal de O, supposons qu’il existe x € O tel que vy(x) = 0, alors x est
tmversible et I = O, donc I C m.

De plus, un anneau de valuation est toujours intégralement clos. En effet, soit x € K entier
sur O, alors il existe n € N et ag,...,an—1 € O tels que

"+ an12" M+ . 4 ag=0

Supposons x ¢ O, alors =1 € O et donc x = —ap_1 — ... — ag(z )" 1 € O, ce qui est
absurde.

Définition 1.2.4. On appelle Z,, 'anneau des entiers de Q.

On peut remarquer de maniére assez évidente que Z, est 'anneau des entiers de Q,
puisque Z est 'anneau des entiers de Q.

10



1.2.2 Autres définitions de Z, et Q,

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques définitions équivalentes de Z, et
Qp, afin d’avoir une compréhension plus étaillée de ces objets abstraits. Commencons par
donner une définition de Z, en terme de limite projective.

Définition 1.2.5. (Groupe profini)
Un groupe profini est un groupe topologique G qui est compact (et séparé) et a une base de
voisinnages ouverts de 1 constitués de sous-groupes distingués.

La définition suivante est celle de limite projective dans la catégorie des ensembles.
Cette définition peut-étre facilement adaptée aux catégories des groupes et anneaux, etc.

Définition 1.2.6. Un ensemble dirigé I est un ensemble ordonné tel que Vi,j € I,3k €
1,i,j <k
Un systéme projectif d’ensembles sur un ensemble dirigé I est une famille

{Gi780i,j|7;aj Glai S]}

ot (Gi)icr est une famille d’ensemble et (p; ;)i<; est une famille d’application vérifiant :
0ij:Gj— Gy etsii,j kel tels que

1. Pii = IdGZ.,VZ' € G;

2. Sii<j <k, alors p;p = ©i;o Pk
Un ensemble G muni d’une famille d’applications m; : G — G; telles que m; = @;j o T;
si i < j est appelée la limite projective du systéme projectif (G, i j)ijer si la propriété
universelle suivante est satisfaite :
Soient X un ensemble et (¢; : X — G;)icr une famille d’applications telles que 1; = p; jo);

sii < j. Il existe alors une unique application v : X — G rendant commutatif le diagramme
sutvant :

1<

On note G = @Gi la limite projective du systeme (Gi, i j)ijer-

Remarque 1.2.3.

G = {HU" € HGi | vij(o;) =040 < j}

i€l el
et par conséquent, si (Gy)icr est une famille d’espaces topologiques et si les @; j sont conti-
nues, alors G est un fermé de l'espace topologique produit [ [;c; Gi.
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Proposition 1.2.2. 57 G est un groupe profini, et N parcours les sous-groupes distingués
ouverts de G, alors (en tant qu’ensemble et groupe topologique)

G = @1 G/N
Réciproquement, si G;,p; ; est un systeme projectif de groupes finis G;, alors G = y_ G;
est un groupe profini.
C’est un résultat assez connu sur les groupes profini.
Exemple 1.2.2. @Z/p”Z

Théoréme 1.2.1. (Théoréme de Représentation)

Soient K un corps ultramétrique complet et O son anneau mazximal. Choisissons un élément
¢ tel que |€] < 1 et S une famille de représentants des classes de O /§0 contenant 0. Alors,
tout élément v € K* peut s’écrire :

szaiﬁiavecmGZ, a; €8, am #0

>m

avec m > 0 si et seulement si x € O et l'application O

lim oo est un

T (7771(2?:0 aifi))neN
isomorphisme, ot 7, est la projection canonique de O sur O /"0 .

La preuve s’effectue en construisant (a;) par récurrence puis en montrant que x —
> i<n @i€" tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Proposition 1.2.3. L’application naturelle de Z/p"Z dans Zy,/p"Z,, est un isomorphisme.

Démonstration. Z, étant le complété de Z pour la norme p-adique, le morphisme d’anneau
i : Z — Zy est bien défini car le morphisme de corps Q dans Q,, est bien défini, et en utilisant
le fait que pour tout z € Z, v,(x) > 0. Soit 7 : Z, — Z,/p"Z, la projection canonique,
7 o1 définit donc bien un morphisme d’anneau de Z dans Z,/p"Z,. Soit x € ZNp"Z,, alors
vp(z) > n et donc x € p"Z, donc Ker(woi) C p"Z. Or, I'autre inclusion est évidente, donc
Ker(moi) = p"Z. Donc, le morphisme de Z/p"Z dans Z,/p"Z, est injectif.

Soit z € Z,/p"Zy, donc il existe y € Zj, tel que m(y) = z. Comme Q est dense dans Q,,
il existe r € Q tel que vy(y — r) > n, et en particulier on a v,(r) > 0. Ecrivons r sous la
forme r = ¢, avec a € Z et b € N*, comme vp(a) > vp(b), quitte & diviser par p?r®) on
peut supposer pged(b, p) = 1. Donc b est inversible dans Z/p"Z. Soit ¢ = b~! dans Z/p"Z,
ou ¢ € Z, alors vy(r — ac) = vp(a) + vp(1 —be) > n et donc vy(y — ac) > n. Donc ac a pour
image z dans Z,/p"Z,. O

Corollaire 1.2.1. Le corps résiduel k de Q, est isomorphe a IFp,.

Corollaire 1.2.2. Appliquons le théoréme de représentation a Q, avec & = p, on obtient
que tout élément de Q, peut s’écrire de maniére unique sous la forme Y <, a;p’ ol a; €
{0,1,...,p— 1} et k € Z. De plus, d’aprés la proposition précédente, on a

Zpp = i Z,, [p" T, = lim Z,/p" .
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Théoréme 1.2.2. (i) Z, est compact et Q, est localement compact.
(i7) N est dense dans Zy, et plus généralement, si b € Z est premier 4 p et a € Z, a + bN
est dense dans Zy.

Démonstration. (i) Cela vient de la représentation de Z, sous forme de série qui implique
que Z, (muni de v,) est topologiquement isomorphe & [] .{0,1,...,p — 1} muni de la
topologie produit des topologies discrétes sur {0, 1,...,p — 1} qui compact d’apres le théo-
réme de Tychonoff. (ii) Soit x € Zy, v = 3320 axp”, ot a € {0,1,...,p — 1}, Vk. Posons
T =Y p_garp® € N, on a vy(z — z,) > n,¥n € N. Donc (z,,) est de Cauchy dans Z,
qui est complet car compact d’apreés le (i), donc (x,,) converge vers x dans Z,. Donc N est
dense dans Zj,.

si b € Z est premier a p et a € Z, alors x — bx + a est une isométrie de Z,. O

1.3 Lemme de Hensel

Nous allons & présent découvrir un résultat analogue a la méthode de Newton dans
les corps complets ultramétriques. Nous prendrons K un corps valué complet a valuation
discréte, @ son anneau de valuation, m son idéal maximal et k£ = &'/m son corps résiduel.

Définition 1.3.1. Un polynéme P € O X] est dit primitif si |Plg = 1, i.e P(X) # Omodg.

Théoréme 1.3.1. (Lemme de Hensel)
Si un polynome P € O[X] se décompose modulo m en deuzx polyndémes premiers entre eux
g,h € k[X] :

P(z) = g(x)h(x) modm

Alors P se factorise dans O[X] sous la forme

ot g(x) = g(x) modm et h(x) = h(x) mod m avec deg(g) = deg(g)

Une preuve de ce théoréme est fournie dans le livre de Hasse |[2].

Une version plus forte du lemme de Hensel existe dans le cas ott K n’est pas & valuation
discréte. Celle-ci se démontre non plus par une simple récurrence, mais en utilisant le
théoréme de point fixe de Picard.

1.4 Extensions finies de Q,

Dans cette partie, nous allons étendre notre valuation p-adique aux extensions finies

de Q, et montrer quelques résultats les caractérisant.

1.4.1 Extension de la valuation p-adique

La proprosition suivante est un résultat général concernant 1’équivalence des normes en
dimension finie.
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Proposition 1.4.1. Soit K un corps normé complet et V un espace vectoriel de dimension
finie sur K, toutes les normes sur V- (compatibles avec la norme sur K, i.e vérifiant || \z|| =
IM||z]| VA € K, Yz € V) sont équivalentes et V' est complet pour n’importe laquelle d’entre
elles.

Démonstration. 11 suffit de prouver que toutes les normes sont équivalentes & la norme sup.
Montrons cela par récurrence sur la dimension de V. Si dimg V =1, alors il n’y a rien a
faire.

Si dimg V = n, supposons que tout sous-espace de V de dimension n — 1 soit complet.
Soit ey, ..., e, une base de V, alors

lzrer + . + znenl| < ([lex]] + . + llenl]) sup(laal, ..., [2n])

. Pour montrons l'autre égalité, nous raisonnerons par I'absurde. Quitte a diviser par
sup(|z1], ..., |zn|), on peut se ramener au cas oil |z|oc = 1. Supposons que Ve > 0,3z €
V,|z|loo = 1,||z|]| < . Donc il existe une suite z*) = :ng)el + ot 2Pe, telle que
12| = 1 et ||®)|| < 27%, Vk. Ainsi, il existe ¢ : N — N injection croissante, i € [1,n]
et C € R tels que |mf(k)| > C. Or ||2?®)|] < 27¢(%) donc e; appartient & 'adhérence de
Vect(er,...,€i—1, ..., €it1, ..., €n) qui est complet par hypopthése de récurrence donc fermé,
ce qui est absurde car ey, ..., e, forme une base de V.

De plus, la norme infinie rend bien V' complet car étre de Cauchy pour |.|o implique I’étre
sur chacune de ses coordonnées, or K est complet. La récurrence est prouvée.

O

Grace a ’équivalence des normes en dimension finie, nous allons en déduire qu’il existe
une unique maniére de prolonger une norme sur une extension finie.

Définition 1.4.1. Soit L/K une extension finie d’un corps K, et x € L. On définit la
norme de x de L sur K, N i (z), comme le déterminant de l’endomorphisme y v~ xy.
De méme, on définit la trace de x de L sur K, TTL/K(x), comme la trace de ce méme

endomorphisme. Si P = X + ... + ag est le polynome minimal unitaire de x sur K, alors
[L:K]

Npk () = ((=1)%ag)

Proposition 1.4.2. Soit K un corps valué complet. Soit P(X) =ap+ a1 X +...+a, X" €

KI[X] un polynome irréductible tel que aga, # 0. Alors

[Pl = max{|ao|p, [an|p}
En particulier, si ap, =1 et ag € O, alors f € 0.

Nous donnerons une preuve de cette proposition seulement dans le cas o K est a
valuation discréte par raison de simplicité. Dans le cas ot K n’est plus & valuation discréte,
la preuve utilise la forme forte du lemme de Hensel
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Démonstration. Quitte a diviser le polynome P(X) = a9 + a1 X + ... + ap, X" par un
¢lément a € K tel que |la|, = |P|g, on peut supposer |Plg = 1 et P € 0[X]. Soit
igp = inf{i||a;|, = 1}. On a alors,

P(X) = X"(aj, + aig41X + ... + @, X" )Ymodn

ou 7 est une uniformisante. Si max(|aglp, |an|p) < 1 alors 0 < iy < n, et on obtient
une contradiction en remontant la factorisation grace au lemme de Hensel puisque P est
supposé irréductible. O

Théoréme 1.4.1. Soit K un corps complet pour une valuation v et soit L une extension
finie de K. Alors il existe une unique maniére de prolonger v en une valuation sur L. En

outre, st x € L, alors
1
v(r) = WU(NL/K@))

Démonstration. Existence : La seule chose non triviale & montrer est 'inégalité :

v(a+p) > inf(v(a), v(5)). On peut tout d’abord supposer «, 8 # 0, qui est évident. Quitte
a intervertir o et B on peut supposer v(a) < v(f). De plus, quitte & soustraire v(«) des
deux cotés, on peut se ramener & montrer v(1 4+ x) > 0 si v(x) > 0.

Soit x € L, supposons v(Np,/k (z)) > 0 et montrons que v(Np /i (1+)) > 0. Soit P(X) =

X?+...4ag le polynéme minimal de z. On a Npk(x) = ((—1)dao)%. Par multiplicativité
des degrés (comme K(z) C L), on a d|[L : K|, donc v(ag) > 0 (i.e ap € ) et comme P
est irréductible et unitaire,on obtient d’aprés la proposition précédente que P € €. Or le
polynome irréductible de 1+ est P(X — 1) donc Ny x(1+z) = ((=1)4P(-1)) e o,
ce qui conclut.

Unicité : Soit deux valuations vy et vo (i.e deux normes ultramétriques) qui coincident sur
K, elles sont donc compatibles sur K, et comme [L : K| < +00, L est un K espace vectoriel
de dimension finie, de plus K étant complet, on conclut d’aprés la proposition 1.4.1 que les
deux valuations sont équivalentes. Donc, d’apres le lemme 1.1.3, il existe s € R} tel que
pour tous z € L, vi(z) = sva(z), et comme elles coincident sur K, on a nécessairement

s =1. O

La valuation donnée sur L/K prolonge bien celle définit sur K car pour tout = € K,
NL/K(JI) = QS[L:K].

En appliquant ce théoréme a Q,, on a que pour toute extension finie K/Q,, il existe
un unique prolongement de la valuation p-adique a K.

Corollaire 1.4.1. Si K9 est un cloture algébrique de K , alors il existe une unique maniére
de prolonger la valuation v & K. De plus, Gal(K™9/K) agit par des isométries.

Démonstration. L’unicité et Iexistence sont évidentes en considérant pour tous z € K%,
I'extension finie K (z)/K. De plus, si z € K% et 0 € Gal(K*9/K), alors Nk @)k (r) =
Nk (o(2)) /(0 (7)) et comme [K(x) : K| = [K(o(x)) : K], on a le résultat. O
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Corollaire 1.4.2. Si P € K[X] drréductible, alors toutes les racines de P (prises dans
K%) sont de méme valuation

Démonstration. Comme les racines d’un polyndéme irréductible sont permutées transiti-
vement sous l'action de Gal(K™/K), car Yo € Gal(K%/K),Yr € K%, o(P(x)) =
P(o(x)). Il suffit donc d’appliquer le corollaire précédent. O

Proposition 1.4.3. Soit K/Q, une extension finie de degré n. Soit & son anneau des
entiers, m son idéal mazimal et k son corps résiduel.

Alors O est un anneau de valuation discréte qui est la cloture intégrale de Z,, dans K. De
plus, k est une extension de IFy, de degré au plus n.

Démonstration. La premiére affirmation découle directement de la proposition 1.4.1 et du
théoréeme 1.4.1.

On a 0 NZy, = pZ,, il existe donc une injection de Z,/pZ, = F, dans k et donc k est une
extension de F,. Remarquons que k peut étre vu comme un [, espace vectoriel. Montrons
maintenant que [k : Fp] < n. Soient di,...,any1 € k et ai,...,any1 leurs représentants
respectifs dans ¢. Comme [K : Qp] = n, il existe A1, ..., \p1 € Q, tels que

A1a1 + ... + Apg16n41 =0

Soit k = min{v,()\;)| 1 < i < n + 1}, quitte & multiplier les \; par p~*

supposer \; € Zj, Vi.
Donc aprés réduction modulo g on obtient

si k < 0, on peut

M@+ .. + Apg1Gni1 = 0

et donc N B
A.a1 + ...+ /\n+1.dn+1 =0

ou . désigne 'action de F,, dans £ définit de maniére évidente par \.a = \a. O

Remarque 1.4.1. On peut montrer de la méme maniére que si K est un ccorps valué
complet et L est une extension finie de K. Alors kj, est une extension algérique de kg de
degré au plus [L : K].

1.4.2 Ramification

Dans cette partie, nous noterons pour K un corps de nombre p-adique, & son anneau
des entiers, m son idéal maximal et k son corps résiduel.

Définition 1.4.2. Soit L/K une extension finie.

(1) n = [L : K] le degré de l’extension qui est la dimension de L en tant que K espace
vectoriel.

(13) f = [kr : k] est appelé degré résiduel et correspond a la dimension de ki, en tant que
ki espace vectoriel.

(131) e = [|L*| : |K*| est appelé indice de ramification de K.
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Théoréme 1.4.2. Si [K : Qp] =n, alors ef = n.

Une preuve de ce théoréme sans soucis de généralisation se fait en prenant la bonne
famille de représentants. Pour plus de détails sur cette preuve, voir Alain M.Robert [4].

Corollaire 1.4.3. Soit L/K une extension finie de corps de nombres p-adiques. Par la
formule des indices on a également ef = [L : K]

Soit K/Q, une extension finie, soit 7 une uniformisante de K, on a pour tous z € K,
z = 7y ot k € Z et u inversible. En particulier, p = 7€ ol u inversible et e est I'indice

de ramification de K.

Définition 1.4.3. Une extension finie L/K est dite non ramifiée si e = 1. Elle est dite
totalement ramifiée si f =1, i.e e = [L: K.

Proposition 1.4.4. Soit L/K une extension finie, m une uniformisante de L. L est tota-
lement ramifiée si et seulement si L = K(a) ou est racine d’un polynéme d’Eisenstein.

Démonstration. Soit P le polyndéme minimal de 7.

(=) on a vy(m) = L et [L : K], alors degP = e car Up([seqan/x) o(m) = degP ¢ N
donc est nécessairement égal & 1. En multipliant P par 7¢~! on remarque P(X ) = X°
ae—1 X1 + ... + ag est polynome d’Eisenstein puisque v,(ag) = 1 et vy(a;) > e,Vl <i <
e—1.

(«<)ona[L:K]=e=deg(P) donc evy(r) =1 d’ott vy(1). O

Théoréme 1.4.3. Soit K/Q, une extension finie.
Soit  une uniformisante de K (vy(m) = 1), il existe une unique décomposition

Qp — K}Ln'f‘am = Qp(Cpf—l) — K = K}Lnram(ﬂ)

ot G,y est une racine (p! —1)-ieme de l'unité, telle que Kymmam [Qy, soit non ramifiée et
K/K§me™ soit totalement ramifiée.

Démonstration. Existence : Commengons par connstruire une extension non ramifiée de
degré f.Soit k =, F;f est cylique, posons F;f = (@). Soit P = Z@f:o @; X" le polyndéme
minimal de & (qui est de degré f) a coefficients dans F),, qui peut étre vu comme & coefficient
dans k car F,[X] < k[X] ott P. Comme @& est un générateur de k*, on a arl = 1, or @ est
racine simple de P, donc P'(@) # 0 et P(a) = 0 et donc d’aprés le lemme de Hensel, il
existe « € 0, P(a) =0 ou P(X) = Z{:o ;X' € Zp[X] avec o; est un représentant de @;
dans Zjy. Donc P est irréductible dans Q,[X] (car sinon P serait réductible dans F,[X]).

Posons K" := Qp(a). On a [Kp"*™ = Qy] = f. Soit k"™ le corps résiduel de
K™, On a 7(a) racine de PeF [X] — kymremX]ou T Ofcynram — KFT™ surjection
canonique. Donc [Fp(a) : Fy] = f, or () € k"™ donc
f=

[Fp(m (@) : Fp] < [KF™™ : Fp] < [Qpla) : Qp] = f
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donc [K§"re™ : Fp] = f, donc k"™ =F s et donc k§""™ est non ramifiée.

Posons (,r_; := [@],le représentant de Teichmiiller de & dans & ynram (obtenu en appli-
quant le lemme de Hensel au polynéome X pf=1_ 1). pr—1 est bien une racine (p/ —1)-iéme
de l'unité car les @ pour 0 < k < pf — 1 sont tous deux a deux distincts.

Pe plus, T(¢pr_1) = 7(a) dans k3™™ = Fpr. Soit K = Qp(¢pr_1) C K}mm’f et soit
k son corps résiduel. On a Fp(7((,r_1)) = Fp(7(a)) = F,s. Soit p : O — k surjec-
tion canonique, d’aprés la remarque de la proposition 1.4.1, on obtient un morphisme de
corps injectif i : k — Kk""™ =F s, et donc T(Cpr—1) = i 0 p(Cpr_1) et par conséquent,

Fp(m(Cpr—1)) = Fp(p(Cpr_1)) = Fpr. Or p(Cpr_q) € k, donc
fF<[k:F) <[K:Q) < Ky . Q) = f

Or K C K™ donce K= Kymram,
Draprés le lemme précédent, K" (m)/K "™ (ot m est une uniformisante de K) est
totalement ramifiée. Comme degPin,» = € et K}mmm(w) C K, on a nécessairement

Kymrem(m) ¢ K

Unicité : Soit L < K une sous-extension de K telle que L/Q, soit non ramifiée et K/L
totalement ramifiée.
En appliquant le lemme de Hensel dans L au polynome xp'-1 1, on obtient I'égalité

L = Qp(ppr—1). Or K™ = Qp(Cpr_1), et comme (s _1) = ((pr_1), on conclut que

L — K}Mw"am

1.5 Construction de C,

Contrairement & R ot C est une extension algébriquement close et compléte de R de
degré fini car C = R(7), tout corps de nombre p-adique (i.e extension finie de Q) n’est
pas algébriquement close car il existe des polynémes irréductibles de n’importe quel degré

dans F), et donc dans Q. Notons leg la cloture algébrique de @Q,, on a par conséquent

alg = +00. Cependant le résultat suivant montre que Q%9 n’est pas complet.
p p p

Proposition 1.5.1. leg n'est pas complet.

Démonstration. Posons
+oo
a= Z ComP™s
n=1
alg

ot ¢(n) =n si pged(n,p) =1, et ¢p(n) = 1 sinon, avec (, racine n-iéme de l'unité. Si Q)
était complet, cette série convergerait vers o € leg . Par conséquent, o appartiendrait a
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une extension finie K de Q. Supposons ¢, € K,Vn < m, nous pouvons supposer p { m .
Alors,

m—1
f=p ™(a-— Z Com)p") € K
n=1

et B = (¢ mod p. Par conséquent, X™ — 1 = 0 mod p a une solution dans K. Or p ne
divisant pas m, X" — 1 = 0 posséde une solution dans K d’aprés le lemme de Hensel qui
est congrue & 8 modulo p et par conséquent a (,;, modulo p. Comme les racines m-iémes de

I'unité sont distinctes modulo p, puisque m = [] (1 — () (qui est obtenu en remarquant
m—]
C#1

que X" 1+ 4+ X +1= Z;%(l — (M), Par conséquent ¢, € K. Par récurrence, on

a (m € K,Ym,p { m. De plus, les racines de 'unité d’ordre premier a p étant distinctes
modulo p, on a une infinité de classes modulo p dans I’anneau des entiers de K.Or, K/Q,

étant une extension finie, on obtient une contradiction. Donc o & leg et leg n’est pas
complet O

Pour faire de I'analyse, il est généralement plus intéressant de travailler dans une struc-
ture compléte, d’oul la définition suivante :

Définition 1.5.1. On appelle C, le complété de leg pour la norme p-adique.

Nous allons montrer que C, est algébriquement clos, mais nous commencerons par
introduire un lemme remarquable dii & Krasner.

Lemme 1.5.1. (Lemme de Krasner)

Soit K un corps valué complet. Soit a, B € K9, avec o séparable sur K () (i.e le polynome
minimal de o dans K9 est & racines simples).

Supposons que pour tout conjugué a; # o de o, on a

6 —al <lai—al

Alors K(a) C K(B) (ou |.| désigne l'unique extension a K9 de la norme ultramétrique
associée a la valuation définie sur K )

En d’autre termes, si « est suffisamment proche de 3, alors a € K(/3).

Démonstration. Considérons 'extension K («, 3)/K(5) et L/K(B) la cloture Galoisienne.
Soit o € Gal(L/K(B)). Alors 0(8 —a) = B—o(a). Or, comme B € K9 K(B3)/K est une
extension finie donc K (3) est complet pour |.|, donc Gal(L/K(f3)) agit par des isométries.
On a donc,

8 —o(a)| =18 —al <|ai—al

pour tout «; # «. Par conséquent,
o — o(e)| < max{la — B, 8 — o(0i)|} <o —

Donc o(a) = a, Vo € Gal(L/K(B)), donc a € K (). O
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Proposition 1.5.2. C, est algébriqguement clos.

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme de Krasner avec K = C,,.
Soit a algébrique sur C, et P(X) € Cp[X] son polynéme minimal (degP = n). Comme
leg est dense dans C,,

Ve > 0,3Q. € QU[X], |P(X) - Q(X)|a < ¢

. Or, Vo € Cp,|P(z) — Qe(z)] < |P(X) — Qo(X)|gmax{|z|”,1} car on peut supposer
degQ. < degP.

Par conséquent,
Qc(a)] = |Qe(a) = P(a)| < [P(X) — Qe(X)|g max{[a]", 1} < e max{|a|", 1}

Ecrivons Q:(X) =i (X — Bie).
Soit ig(e) tel que |a — By (o)l = inf{|a — Bic| [ 1 < i < n}. Alors,

1 1
o — /Bio(a),a‘ < |Qe(a)|n < enw max{|al,1}

sup{|o; —a|}"
max{|a|?,1}

Soit € > 0 vérifiant € < . Pour tout a; # a conjugué de o, on a

| = Bige)el < o — a

. Donc a € Cp(Biy(e),e) = Cp d’aprés le lemme de Krasner, donc C, est algébriquement
clos. 0

On a finalement construit une extension de @, & la fois compléte et algébriquement
close qui peut étre vu comme ’analogue p-adique de C.
Un résultat amusant que nous ne démontrerons pas est que C, et C sont algébriquement
isomorphes mais pas topologiquement, puisqu’ils ont le méme degré de transcendance.

Le lemme suivant va donner une description de la structure de Cj,.

Lemme 1.5.2.
(C; =pdx W x U;

ou W est le groupe des racines de l'unité et Uy = {z € C, | |x — 1] < 1}.

Démonstration. Soit a € C;. Si oy € Q%Y est suffisamment proche de «, alors |o| = |ay]
d’aprés le lemme de Krasner. Comme |a;| € p@ puisque Q,(a1)/Q, est une extension finie.
Donc |a] € p@. On peut maintenant supposer |a| = 1.

Soit 8 € C;,|B| = 1. Choisissons £ € leg proche de . Toute unité de 'extension finie
Qp(51)/Qp est congrue & une racine de I'unité w modulo mo,(81) (représentant de Teichmiil-
ler), qui est unique. Donc |f; — w| < 1, et donc | — w| < 1 par inégalité ultramétrique,
d’ot |fw™! — 1| < 1. Donc, on a

(C;:p@xWxUl
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Regardons de plus prét le corps résiduel de leg et celui de C,.

Lemme 1.5.3. Si K est un corps ultramétrique algébriquement clos, alors ki est algébri-
quement clos.

Démonstration. Soit P(X) € kx[X] unitaire de degré n > 1 et soit P(X) € Ok [X] unitaire
de degré n relevant P. Soit a € K une racine de P. On a o € & d’apres la proposition
1.4.1 et 'image de a dans kg est une racine de P. O

. l
Corollaire 1.5.1. kQ;zg =Tp?

Lemme 1.5.4. Si K est un corps valué algébriqguement clos et K dénote son complété,
alors kg = k.

Démonstration. Ok N mz = mg donc 'application naturelle de ki dans kg est injective.
De plus, comme Ok est dense dans O cette application est sujective. En effet, soit = € k,
avec ¥ € O un représentant de Z, par densité il existe y € O tel que v(z — y) > 0. Donc
r =ymodmg d’ou la surjectivité. O

Corollaire 1.5.2. ke, = kgay = Fj?
P
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2 Premiére construction des L fonctions p-adique

Dans cette partie, nous présenterons une méthode de construction assez brutale des L
fonctions p-adiques.

2.1 Caractéres de Dirichlet et sommes de Gauss

Soit n € N, on appelle un caractére de Dirichlet modulo n un morphisme de groupes de
(Z/n7Z)* dans Q¥9. Si m | n, et x est un caractére de Dirichlet modulo m, on peut voir y
comme un caractére de Dirichlet modulo n en composant par la projection 7 : (Z/nZ)* —

(Z/mZ)*.

Définition 2.1.1. (Conducteur)

Soit x un caractére de Dirichlet, x est de conducteur f, (noté parfois f) si quelque soit n
diviseur de f, distinct de f,, la restriction de x au noyau de la projection 7 : (Z/ f Z)* —
(Z/nZ)* n'est pas triviale.

Si x est un caractére de Dirichlet modulo fy, on note X! le caractére de Dirichlet
modulo f, définit par x~}(n) = x(n)7!, si n € (Z/fyZ)* On considére aussi souvent
X comme une fonction périodique sur Z de période f, en composant avec la projection
canonique de Z sur Z/f\Z et en étendant par x(n) = 0, si pged(n, fy) # 1. On a donc

x " H(n) = x(n)~1, sipged(n, fy) =1 et x " }(n) = 0 sinon.

Définition 2.1.2. (Somme de Gauss tordue)
Soit x un caractere de Dirichlet modulo fy. Sin € Z, on définit la somme de Gauss tordue
G(x,n) par la formule

Glxn) = > x(a)

amod fy
2im
ot Cp, = e . On pose G(x) = G(1,x)

Lemme 2.1.1. (i) Sin € N, alors G(x,n) = x 1(n)G(x).
(i1) GO)G(x ™) = x(=1) fx

Démonstration. (i) Si pged(n, fy), alors n est inversible dans (Z/f,Z)*, ce qui permet
d’écrire

Ghxon) = >, x@¢=x""n) D xna)dt=x"(n)G(x)

amod fy na mod fy

Sipged(n, fy) = d, on pose fy, = df’ et n = dn’. Soit U le noyau de la projecion (Z/ f\ Z)* —
(Z/f'Z)*. Si on choisit S un systéme de représentants de (Z/ f,Z)* dans (Z/f'Z)*, on a

Glx,n) =YY x(au)(H

a€eS uelU
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Or, si uw € U et a € Z, alors nau — na = na(u — 1) = 0 mod f, et donc C]‘%:“ = CJ‘%: Par
conséquent,

Gx,n) =Y _ x(@)¢ (> x(u) =0

acs uelU
car ) oy X(u) = 0 puisque x est un caractére non trivial de U (sinon x serait de conducteur
f).
(73) Utilisant le (¢), on obtient

GG = Y ExTTmG = Y ¢ Y xa)e

bmod fy bmod fy amod fy
+1)b
= 3 w3
amod fy bmod fy
et comme ((aH)b _ ] feosia=—1 on en déduit que G(x)G(x ') = x(=1)f
bmod fy > fx 0 sinon X

O

2.2 Rappels sur les L séries et coefficients de Bernouilli généralisés

Soit x un caractére de Dirichlet de conducteur f. La L série attachée a x est définit
par

+o0
Lix,s) = Xéﬁ), R(s) > 1
n=0

ou s € C. Pour xy = 1 on retrouve la fameuse fonction Zéta de Riemann. Egalement, de la
méme maniére que 1’on a

()= [T =p)7", R(s) > 1

peP

on trouve aisément la jolie formule suivante :

Lix,s)= [ =x@p~*)7", R(s) > 1

peEL

De maniére encore plus générale, on peut définir la foncion zeta de Hurwitz

400
C(5,b) ::Z:O(b—i—ln)s’ R(s)>1,0<b<1

et obtenir ainsi ;
Lx,s) = Y x(a)f~*¢(s, %)
a=1

Ces L fonctions ont la particularité d’étre prolongeable analytiquement au plan C tout
entier privé d’un pole simple en s = 1. Ce résultat sera démontré dans la section 4.
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L’idée majeure de cette partie est de montrer L(x,1 —n) € Q,Vn € N*. Plus précisément,
nous allons expliciter cette valeur grace aux outils suivants.

Les coefficients de Bernouilli “classiques B,, sont définit en développement en série de
Taylor fo(t) = -, c’est-a-dire :

“+oo

t o _Nmp
et—l_g "l

On peut donc également définir les coefficients de Bernouilli généralisés par :

! x(a)te™ = B "
o1 = 2B
a=1 n=0

De plus, on définit les polynémes de Bernouilli B,,(X) par :

tetX = t"
t—1 B”(X)H

n=1

On en déduit sans difficultée que
Bu(1 - X) = (~1)"Bu(X)

et en effectuant le produit de Cauchy des séries 6%1 et !X, que

Bn(X) = zn: (:‘) B; X"

=0

Proposition 2.2.1. Soit F tel que f | F. Alors,
a a
~1
BmX =F" Z;X(G)Bn (f)
a—

Démonstration.

tola/F)Ft

400 F an F
DY X By () i = x@ T

L’intervertion des sommes est possible en étudiant la convergence simple de la suite des
sommes partielles.
Soit g = ? et a =b+ cf. Alors, on a

f g1 (et T bt Foo n
te t t
E X efgt E X(b> eft 1 - : : X 00
b=1 c=0 b=1 n=0
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Théoréme 2.2.1. L(x,1-n) = B”X ,n > 1. Plus généralement, ((1—n,b) = B >
1,0<b< 1.

Démonstration. La preuve est un résultat d’analyse complexe. Le lecteur intéressé pourra
se référer au livre de Washington [5] O

A premiére vue, le théoréme suivant semble n’avoir que peu d’intérét en soi. Cependant,
comme nous le verrons au théoréme 2.4.1, ces deux théorémes révolutionnent notre vision
a priori des L fonctions p-adiques.

2
Théoréme 2.2.2. Si(r =e 7 el G(X) = D, moa r X(a)CF la somme de Gauss associce.
Alors

LO6D = =~ 5r1 Zx a) log, (1 - ¢3)
Démonstration. Ce résultat sera démontrer dans la derniére section. O

2.3 Quelques généralitées sur les fonctions p-adiques
2.3.1 Exponentielle et logarithme p-adique

On allons commencer par introduire la fonction exponentielle. On la définit sous la

forme d’une série formelle :
oo X”
exp(X) = Z Tl
n=0 :

Enoncant un petit résultat classique qui nous sera bien utile par la suite.
Lemme 2.3.1. v,(n!) = Zk>1L =
Plus précisément, sin = Zf\;k aip"* alors vy(n!) = - pé}’(n) ou Sp(n) =31, a,.
Démonstration. vp(n!) = Zk>1 (L Fl = L#J = Zkzl LﬁJ

Sin= Zz‘]\io ot ay # 0, donc kaj = Z,fik a;pF, si N >k
donc

I
(]
e
’E@
(]
S
=
I
(]
8
’@H
—
s

Corollaire 2.3.1. 222 — 181 4, (pnl) < -



Proposition 2.3.1. Dans C,,, exp(X) a pour rayon de convergence p~ V(-1

Démonstration. D’aprés le corollaire précédent, \%]p tends vers 0 si |z, < p /=1 ef
tend vers +o0 si |z|, > p_/ (»=1) Or, rappelons que pour une norme ultramétrique une
série converge si et seulement si son terme général tend vers 0. D’otu le résultat. O

On peut constater que e = exp(1) n’est pas défini, et que eP I'est. On pourrait définir
1
e par (exp(p))? mais il ne serait pas unique.
On définit le logarithme également sous la forme d’une série formelle, ce qui donne :

+oo

-1 n+1Xn
log,(1+X) =Y ()n
n=0

Proposition 2.3.2. Sivy(x) > 0, la série entiere log,(1 + x) = Sk % converge
(1

dans Cy. De plus, si vy(z) > 0 et vy(y) > 0, alors log,((1 + X)(1+Y)) = log,(1 + X) +
log,(1+7Y).
(e logn

. (_1)n+1xn)
log p

n

Démonstration. On a vy, > nup(x) —vp(n) > nup(x)
tend vers +o00 quand n tend vers 400 si v,(x) > 0.

De plus, on a log,((1 + X)(1 +Y)) = log,(1 + X) + log,(1 +Y) en dérivant les séries
entiéres. Un développement en série entie entiére de logp(l + X + X + XY) nous permet
de montrer que les deux séries sont égales a

et donc vp(

_1)i1+ia+is (s ; ;
( 1) e 3(11 i+ 13)!Xi1+i3yi2+i3
g - - e 1 1o
11 + 1o + i3)i1!iolis!

arrazt (1T i)l

. o (—1)i1+i2+i3(i1+ig+i3)! . . . .

. Maintenant, la série Zi1+i2+i321 (i Tis) i i lia! T2 coverge car le terme
général tend vers 0 quand i1 + i2 + i3 tend vers 400 et on peut réordonner les termes
comme on veut, on en déduit le résultat. O

Proposition 2.3.3. Il existe une unique extension de log, a tout C; telle que logp(p) =0
et log,(zy) = log,(z) + log,(y) pour tous x,y € C;.

Démonstration. En utilisant le lemme 1.5 , soit a = p'wz € Cj, our € Quuw € W et
x € U. Définissons log, (o) = log,(x). Comme z € Uy, log, est bien défini sur C; et
satisfait de maniére évidente les conditions demandées.

Supposons f(«) donne une autre extension de log,,. Si wh =1, alors

1

Fl@) = 3 F(@™) = L FE™) + LI (1) + o F @) = 040+ 1 log, (V) = log, (2)

d’ott 'unicité. O

Lemme 2.3.2. Si |z| < p~/®=1 alors |log, (1 + x)| = |z| et si |z] < p~/@=1 glors
[log,, (1 + )| < [z].
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La preuve s’effectue en étudiant la norme des termes de log, (1 + =) et en remarquant
que |n| > 1, vn e N*.
A présent, donnons une caractérisation des zéros de log, a travers la proposition suivante.

Proposition 2.3.4. log,(z) = 0 <= 3N € N,zr" =1

Démonstration. Comme Cj = p¥ x W x U; on peu supposer = 1 + y ou ly| < 1. Soit
N €N tel que |y?" | < p~/®=1_ Alors

N .
2" :(1+y)pN =14+pVy+ ..+ <j>y3—|—...—|—ypN.

Tous les termes du milieu ont une norme inférieure a |py| < [p| < p~ /@Y et le choix de
N implique \ypN] < p~ Y@= Par conséquent, |x7’N -1 < p~ V=1 ot d’apres le lemme
précédent N N

0= [log,(a” )| = [z —1]
Donc x est une pV-iéme racine de I'unité. O

Proposition 2.3.5. Si |z| < p~ P~V alors

log, exp(z) = x

et
explog,(1+x)=1+x

Remarquons que l'application naturelle de Autcont(C,) dans Gg, = Gal(Q9/Q,) est
un isomorphisme de groupes. En effet, I'injectivité résulte de la densité de leg dans C, et la
surjectivité, de ce qu’un élément de Gal (QZZQ /Qp) agit par une isométrie sur leg . Donc, si
o € Gal (leg /Qp), on peut grace a I'isomorphisme précédent, considérer o € Auteont(Cp).
Donc, par continuité, log,(1 + ox) = olog,(1 + x) et donc par unicité de log,, on a
o tlog,(ca) = log,(a) pour o € C} ie log,(oa) = o(log,()). Par conséquent, pour

o€ leg, log,(a) € Qp(a).

2.3.2 Les fonctions continues

Commengons par introduire des polynémes qui auront un role central dans la caracté-
risation des fonctions continues. Ce sont les polyndémes binomiaux définis par

(X) X(X =1).(X —n)

n n!

X
Par conséquent < ) est un polydme de degré n et si X est un entier, on obtient un
n

coefficient binomial. De plus, par densité de N dans Z,, et par continuité des polynomes,
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X
on a ( € Zy si X € Zp. Cependant, ce résultat n’est pas vrai pour les extensions de
n

Qp (voir le livre de Washington [5]).

De plus, un théoréme classique de Mahler que I'on démontre dans la partie sur ’analyse
fonctionnelle p-adique (voir théoréme 3.1.2) énonce que toute fonction continue f : Z, —
Qp peut s’écrire de maniére unique sous la forme

700 = ()

n=0
ol a, — 0 quand n — +o0.

Lemme 2.3.3. Soit P;(X) = :ﬁ% an; X", pour i € N, une suite de série formelle qui
convergent sur un sous-ensemble fixré D de C, et supposons
(1) ani = ano quand i — +oo pour tout n € N.

(2) Pour chaque X € D et tout € > 0, il existe ng = no(X, ) tel que [, >, an X" <e
uniformément en i.
Alors

lim Pi(z) = Py(X)

1—+00
Démonstration. Soient € et X, on choisit ng comme ci-dessus. Alors

[Fi(X) = Po(X)| < max{e, |ano — anq| [X"[} =€
n<ng

pour ¢ suffisamment grand. O

Proposition 2.3.6. Supposons r < p~ /=1 <1 et
“+oo
FX) =) an X"
n=0

avec |an| < Mr™ ou M € Q.. Alors f(X) peut étre exprimée comme une série formelle de
rayon de convergence au moins R = (rpt/®=1)=1 > 1.

Démonstration. Soit

Pz(X) = ZGTL();) = Zan,anai e N*

n<i n<i
Alors ) ) )
_ entier entier entier
an,i = anT + an+1m %T
Donc )
lan:| <max || < MR < M(max —) < M(max R™7) < MR™
SR o ] izn 5] jzn
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De plus,

entier entier

= Onitk| = Qi1 ——— + ... k| < MR 5
[0 = aniek] = @i oy e+ G S i oo
Donc la suite (ap;)ien+ est de Cauchy. Posons ay, o = .ligl an;. Alors |ag| < MR™". Soit
1—+00
Py(X) = zz% an,0X", donc Py et également les polynémes Pi, P, ... convergent dans

D ={z € Cy| |z| < R}.
Finalement, si X € D, alors

E an; X" <max{MR"|X|"} — 0
n>ng no——+00
n>ng

uniformément en i. Donc ligl Pi(z) = Py(X) d’aprés le lemme précédent, done f(X) est
1—+00

analytique sur D. O

2.3.3 Applications sur Z,

Pour plus de facilité, nous utiliserons la notation g =psip#2et ¢ =4si p= 2.
Soit a € Zj, et soit w(a) son représentant de Teichmiiller. Définissons

(a) := aw(a)™*

, donc (a) = 1 mod q. Par conséquent log,(a) = log,(a).

3 I »(q)
Remarquons aussi que logp(a) = %

= exp(rlog,(a)) = exp(rlogy,(a)). Comme |log,(a)| <

puisque a?@ = 1mod q
On peut définir également (a)”
lq| = %, (a)® converge si |z| < gp~/®=1) > 1. D’aprés la proposition 2.3.1, on a que
(a)' = (a) et par conséquent, si n € Z, alors (a)" coincide avec la définition usuelle.

De plus, la derniére proposition nous donne que

@ =0 @1 =3 (P @ -1y

n=0

1 1

Or comme |(a) — 1| < ¢~", on peut poser r = ¢ et donc la série représente une fonction
analytique de rayon de convergence au moins gp~ /=1 Finalement,

exp(rlog (a) = 3 WICEEE

n
n=0

puisque se sont tous les deux des fonctions analytiques qui sont égales sur N, puis par
densité de N dans Z,, 1'égalité en découle.
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2.4 Premiére construction des L fonctions p-adiques

Ayant démontré que L(x,1 —n) = —% € Q,Vn € N*, nous allons tenter de trouver
des fonctions p-adiques qui interpolent ces valeurs des fonctions L, nous les appelleront L
fonctions p-adiques.

Posons tout d’abord

+oo
1 a
F —-s _ — S el
S @, Z m Z (a + nF)s C(S’ F)
m=a(F) n=0
m>0
ol s est une varable complexe, a et F' sont des entiers vérifiants 0 < a < F, et ((s,b) =

s G Jrln)s est la foncion zeta de Hurwitz. Alors,

F" 1B, (a/F)

H(l—-n,a,F)=— eQ,n>1

et H a un pole simple en s = 1 de résidu %

Théoréme 2.4.1. (Von Staudt-Clausen)
Soit n un entier positif pair. Alors

Bnt+ Y er

(p—1) In
peES

Par conséquent, Yn,Vp € &, pB,, € L,
Une preuve de ce théoréme est donnée dans le livre de Lawrence C. Washington [5].

Théoréme 2.4.2. Supposons q|F et p { a. Alors il existe une fonction p-adique méro-
morphe Hy(s,a, F') définie sur

{z € Cylla| < gp~ /7D > 1}

telle que
H,(1-n,a,F)=w"(a)H(1 —n,a,F),n > 1.

En particulier, si n = 0mod ¢(q) alors

H,(1-n,a,F)=H(l—n,a,F)
La fonction Hy, est analytique sauf pour un pole simple en s =1 de résidu %
Démonstration. Posons

Hy(s,a,F) = = RS <1—s> (Z)j

Jj=0

M
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Commencons par montrer la convergence. D’aprés le théoréme de Von Staudt-Clausen, on

a |(B;j)(F/a)’| < p|g|’. Par conséquent, la proposition 2.3.2 avec 7 = |g| = 1 nous donne

que . !
> (e (2)

est analytique sur D = {s € Cp| |1 — 5| < gp~/®~D}. Comme ¢p~"/®~Y > 1 on a
D = {s€Cpl|s| < gp~/®V} donc

> (5 e (2)

J=0

est analytique sur D. D’une maniére similaire (a)®, et donc (a)'~*, est analytique sur D.
Finalement, (1 — s)H,(s,a, F') est analytique sur D.
On a

Hy(1—n,a,F) = ;@ni <n> (B, <§>a

Pour s =1, on a un résidu

O

Nous sommes maintenant prét a construire les L fonctions p-adiques. Soit x un caractére
de Dirichlet. Si I’on fixe une fois pour toute un plongement de Q™9 dans C, (ce qui est
légitime car (.)%9 est un foncteur covariant de la catégorie des corps dans la catégorie des
corps algébriquements clos), on peut regarder y comme étant a valeur dans C,,. De plus, on
peut remarquer que w : Z C Z, — C, (représentant de Teichmiiller) définit un caractére de
Dirichlet p-adique de conducteur g et d’ordre ¢(q). Ainsi, w génére le groupe des caractéres
de Dirichlet modulo q.

Théoréme 2.4.3. Soit x un caractére de Dirichlet de conducteur f et soit F un multiple
de q et f. Alors il existe une fonction p-adique méromorphe (analytique si x # 1) Ly(x, )
sur {s € Cyp| |s| < qp~/ P~} telle que
nfl)BnaXU-)*n n>1

n ) -_

Lp(x,1=n) = —(1 = xw™"(p)p
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Six =1 alors Ly(1,s) est analytique sauf en un pole simple pour s =1 de résidu (1 — %)

En effet, on a la formule

e =gty 5 (15 o (7)

7=0

Démonstration. Vérifions que la formule donnée posséde les bonnes propriétés. On a

ZX »(s,a,F)

pfa
et Panalycité de L, découle de I'analycité de H,. Quand s = 1, L,(x,s) a pour résidu
f:lx(a)(l/F). Si x =1, alors cette somme est égale & 1 — %. Si x # 1, alors la somme est
a=
pla
F F/p

=3 x(@ S (b,

a=1 b=1

La premiére somme vaut 0. Si p|f alors x(pb) = 0, pour tout b. Sip 1 f, alors f|(F/p), donc
la somme vaut également 0. Par conséquent L,(x,s) n’a pas de pole en s =1 si x # 1. Si
n > 1 alors

L Xal_n ZX TL,CL,F)
Ma
1 a a
— _7Fn—1 —-n <7)
- wa (a)By, fa
a=1
pta

1 .- a n a
:_EF 1;)(0.) (G)Bn<f)

1. (F\" 1 F/p b
o (5) peren(a)

Si p|fyw-n alors xw™"(pb) = 0. Sinon, f,,—»|(F/p). D’aprés la proposition 2.2 on obtient,

1 _ _

LP(X? 1- n) = _E(Bn,xw_” - Xw n(p)pn 1Bn,xw_")
1 _ _

= _ﬁ(l - Xw n(p)pn l)Bn Xw™ "

)

Ce qui compléte la preuve. O
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Remarque 2.4.1. Le terme (1—xw™"(p)p" ') s’appelle le facteur d’Euler enp de L,(x, ).

De maniére générale, les L fonctions p-adiques sont la réunion des p — 1 branches qui
correspondent aux Lp(ij, s) pour j =0,1,....,p—2. Si x est un caractére impaire alors n
et xw™" ont différentes parités et donc B,, ,.,—» = 0. Par conséquent, par analycité Ly(x, s)
est identiquement nulle pour tout caractere impaire. Si x est pair alors By, , ,—n # 0 et donc
L,(x,s) n'est pas identiquement nulle.

241 Cass=1

Théoréme 2.4.4. Soit x un caractére de Dirichlet non trivial pair de conducteur f. Soit
¢ une racine primitive f-ieme de l'unité, soit x = x !, et G(x) = Ea 1 x(a)¢* la somme
de associée. Alors

L) == (1-X2) @) log (1 - €7

a=1

Une démonstration de ce théoréme sera donnée dans la derniére section.

Remarque 2.4.2. L,(1,x) et L(1,x) ne différencie que d’un facteur d’Euler! Or linter-
polation des L fonctions s’est effectuée seulement sur les entier négatifs (ou nuls). Il n’y a
donc pas de lien a priori entre Ly(1,x) et L(1,x)..

Effectuons un petit aparté philosophique en remarquant que cela révolutionne notre
vision & priori des L fonctions p-adiques. En effet, les L fonctions p-adiques ne se conten-
teraient pas de compléter les L fonctions complexes comme le laisserait sous-entendre la
dichotomie du théoréme d’Ostrowsky, mais supplémentent les L fonctions complexes; au
sens ol les L fonctions p-adiques et complexes ressemblent plus (philosophiquement) & des
projections sur respectivement, le "monde" p-adique et le "monde" complexe, qu’a une
simple restriction ensembliste.

J’aimerait traduire mathématiquement cette hypothése, mais mes explications sont pour
le moment seulement fantaisistes.
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3 Distributions p-adiques

Dans toute cette partie, nous allons construire des espaces de Banach et anneaux de
fonctions p-adiques ainsi que leurs duaux dans le but d’obtenir une théorie de distributions
sur C,. Elle ne constitue qu'un bref résumé de la construction founie par Colmez dans ces
cours de M2.

On fixe L un sous-corps fermé de C,. On I’a choisit fermé pour que L soit complet.

3.1 Un peu d’analyse fonctionnelle p-adique

Dans cette partie nous introduirons de nombreux espaces p-adiques et exhiberons une
base pour chacun d’entre eux afin de mieux les décrire. Cette courte présentation sur les
espaces p-adiques est tirée des cours de colmez de M2 (voir [1]). Ainsi, les longues ou
triviales démonstrations seront épargnées et on s’en référera si besoin est.

3.1.1 Généralitées sur les espaces de Banach p-adiques

Définition 3.1.1. (L-Banach)

St B est un L-espace vectoriel, une valuation vp sur B est une fonction & valeurs dans
R U {+o0} qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) vp(z) = +oo & =0

(13) vp(x +y) > inf{vp(x),vp(y)} quels que soient x,y € B

(t3i) vp(Ax) = vp(X) + v(x) quels que soient A € L,x € B Un L-Banach est un L-espace
vectoriel topologique, la topologie étant définie par une valuation vp pour laquelle il est
complet. Une application f : B1 — Bsy est un morphisme de L-Banach si elle est L-linéaire
et continue ; c¢’est une isométrie de L-Banach de By dans By si en plus vp,(f(x)) = vp, (x)
pour tout x € Bj.

Exemple 3.1.1. (i)Si I un ensemble et si B est un L-Banach, ’espace Lo (I, B) (resp.
(9 (I,B)) des suites (a;)ic; d’éléments de B, qui sont bornées (resp. tendent vers 0 sui-
vant le filtre des complémentaires des parties finies), muni de la valuation vy définie par
ve ((ai)ier) = infiervp(a;), est un L-Banach.

(i1) Si B est un L-Banach, on note B’ son dual topologique (i.e l’ensemble des formes
linéaires continues f : B — L). B" muni de la topologie forte définie par la valuation vg:
donnée par la formule

v ()= int (£ (2) = vyle)

est un L-Banach.

Proposition 3.1.1. (i) Si f : By — By est un morphisme de L-Banach, alors f~1 est
continue et donc f est un isomorphisme de L-Banach. (Théoréme d’isomorphisme de Ba-
nach,).

(ii) Une limite simple d’applications linéaires continues sur un L-Banach est continue
(Théoréme de Banach-Steinaus).
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Définition 3.1.2. (Bases orthonormales et bases de Banach)

Soit B un L-Banach. Une famille (e;);c; d’éléments de B est une base orthonormale de
B si Uapplication (a;)icr — Y ;er aie; de £5(I, B) dans B est une isométrie de L-Banach.
On dit que c’est une base de Banach si cette appliication est seulement un isomorphisme
de L-Banach.

Autrement dit, une famille (e;);cr est une base orthonormale de B si elle vérifie :

(1) tout élément x € B peut s’écrire de maniére unique sous la forme d’une série convergente
T =) craie; ou les a; tendent vers 0 suivant le filtre des complémentaires des parties
finies.

(1) vp(z) = infier vp(a;).

C’est une base de Banach si elle est bornée et vérifie la condition (i). Cela implique, d’aprés
le théoréeme d’isomorphisme de Banach que les deux valuations sont équivalentes.

Une famille (e;)ier d’éléments de B est une base orthogonale s’il existe une famille (\;)icr
d’éléments de L telle que, quelque soit la famille (x;);cr d’éléments de L, on ait

vB(D ier Tidiei) = infier vp(x;). Une base orthonormale est donc orthogonale.

Proposition 3.1.2. Si L est de valuation discréte et wy, est une uniformisante de L, alors
(1) Tout L-banach posséde des bases de Banach.

(it) Un L-banach posséde des bases orthonormales si et seulement si vg(B) = vp(L). De
plus, sous cette hypothése, si on note BY = {x € Blvg(B) > 0}, alors (e;)ie; est une base
orthonormale de B si ett seulement si (€;)ier est une base algébrique du kr,-espace vectoriel
B = B°/r.B°.

Cette proposition, dont une preuve est fournie dans [1], légitimise la quéte d’une base
Banach des espaces qui vont étre construits.

La partie suivante va traiter des fonctions continues p-adiques et sera principalement
la prolongation de la partie les concernant de la section 2.

3.1.2 Fonctions continues (suite)

Soit 6(Zy, L) ensemble des fonctions continues de Z,, dans L. Comme Z, est compact,
toute fonction continue est bornée. Cela permet de définir une valuation vgo sur €°(Z,, L)
par

vgo(f) = inf vp(f(x))

TE€ZLp

ce qui en fait un L-Banach.
En utilisant les polynémes binomiaux définie dans la section 2, on a la proposition
suivante.

Proposition 3.1.3. Sin € N, alors vyo ((J:)) =0
n

Démonstration. On a (n) =1 et donc vgo (<az>) < 0. De plus, (n + k) € N,Vk € N,
n n n

k
donc v, <<n + >> > 0,Vk € N. Comme n + N étant dense dans Z,, on en déduit que
n
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up(@)) >0,Vz € Z,. O

Si z € L vérifie v,(z — 1) > 0, alors la série >, 20 (:c) (z — 1)™ converge normalement
n

d’apreés la proposition précédente et définit donc une fonction continue ¢.(z) en x € Z,.
D’autre part, si k € N, on a ¢,(k) = 2% ce qui nous permet de noter z — 2% la fonction
r — ¢,(z). On remarque que 2°7Y = 2%2Y Va,y € Z,, car cette formule est vraie si
z,y € N, or N? est dense dans Z%.

Nous allons & présent donner une écriture simpathique des fonctions continues en termes
de leurs coefficients de Mahler. Commencons par définir la dérivée k-ieme ¢*! d’une fonction
quelconque ¢ par récurrence & partir des formules

¢ =6 et ¢F(z) = M (z +1) — oM (2)

et sin € N, on définit le n-iéme coefficient de Mahler a,(¢) par la formule a,(¢) := ¢!™(0).
On a également les formules

M) = (1 (’j)¢<x Sk et an(@) =Y (1) (T?)wn — i)

, ; i
=0 =0
Lemme 3.1.1. Si P, désigne le polynome binomial <:z:>’ alors
n

(7) P,[Lk] =P, sik<n, et P%k] =0sik>n
(1) ap(Pn) =0 sik #n et ap(P,) =1 si k =n.

Démonstration. Par une simple récurrence O

Théoréme 3.1.1. (Mahler)
(i) Si ¢ € €°(Zyp, L), alors
1. lim an(¢p)=0

n—-+

s x
2 S5 an(o)(1) = olo)
(i4) L’ application ¢ — a(¢) = (an(¢))nen est une isométrie de €°(Zy, L) sur €3 (N, L).
Démonstration. La formule définissant les coefficients de Mahler montre que 'on a
vp(an(@)) > vgo(@), pour tout n € N. L’application ¢ — a(¢) est donc continue de
¢°(Zy, L) dans €5(N, L), et on a vy (a(¢)) > vgo(9).

Soit B le sous-espace de €°(Z,, L) des ¢ tels que a(¢) € (% (N, L). B est fermé¢ dans
¢°(Zy, L) puisque £2 (N, L) est dense dans £ (N, L).

Si a = (an)nen € L0 (N, L), la série ¢, = 3155 ay <z> converge normalement dans
¢°(Zy,, L) d’aprés la proposition 3.1.2 et on a vgo(dy) > vy (a). D’autre part, le lemme

précédent donne qbgf] (2) = 2120 antk <Z et donc a(¢q) = a.
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L’application ¢ — a(¢) est injective car si a(¢) = 0, alors ¢(k) = 0 quel que soit
k € N. On conclut par densité de N dans Z;,. De plus, si ¢ € B alors ¢ — ¢,4) = 0 puisque
a(¢ — ¢a(p) = 0 et a est injective. Donc, si ¢ € B, alors ¢ satisfait la condition (1) b).
Egalement, on a

Vs (a(9)) = vgo(d) = vgo(da(g)) < Ve (a(8)),
ce qui montre le (ii).
Maintenant, introduisons un lemme afin de montrer que B = ¢°(Z,, L).

Lemme 3.1.2. Si ¢ € €°(Z,, L), il existe k € N tel que vgo (PPl > w0 (4) + 1.

Démonstration. Comme Z,, est compact, ¢ est uniformément continue sur Zj, et par consé-
quent il existe k € N tel que 'on ait v,(¢(x +p*) — ¢(x)) > vyo(9) +1 quel que soit = € Z,.
De plus, on a la formule

pF-1

k (pF
o) = oo+ 1) o) + | S0 (7 ottt 0| + (-1

=1

k

)o(x)
k

vgo (@) + 1. De méme, (1+ (—1)pk)¢(:p) = 0 si p = 2 et de valuation supérieure & vgo(¢p)+ 1
sinon. On a donc bien le résultat. 0

Or V1 <i < pk — 1, vy( (p >) > 1), donc le terme du milieu a une valuation supérieure a

Revenons & la preuve de B = %”O(Zp, L). En répétant ce lemme, ainsi qu’en utilisant
Pégalite (plFil)k2] = glkitka] " on obtient que vy (an(¢)) tend vers 400 quand 7 tend vers
+o00, puisque vp(an) > vgo(pV) sin > N . O

Corollaire 3.1.1. Les <a:>’ pour n € N, forment une base orthonormale de %O(Zp, L).
n

Le théoréme de Mahler nous donne donc que toute fonction continue p-adique f peut

s’écrire sour la forme : .
T
r@) =3 (D)ants)

n=0

Une autre décomposition nous sera utile par la suite : c’est la décomposition en on-
delettes. Pour cela, nous allons introduire une nouvelle classe de fonctions que sont les
fonctions localement constantes.
Si h € N, on note LC}(Z,, L) 'ensemble des fonctions de Z, dans L dont la restriction
aa+ pth est constante, quel que soit a € Z,. On note LC(Zy, L) 'espace des fonctions
localement constantes sur Z,, a valeurs dans L. Comme Z, est compact, c’est la réunion
croissante des LC}y(Zyp, L), pour h € N.

Exemple 3.1.2. Si z est une racine de l'unité d’ordre une puissance de p, disons p™, alors
x— 2% € LC,(Zyp, L).

Lemme 3.1.3. LC(Zy, L) est dense dans €°(Z,, L).
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Démonstration. Comme Z, est compact, toute fonction continue sur Z, est uniformément
continue. Soit ¢ € €°(Zy, L), soit ¢ = S0 o' ¢(i)Liypnz, € LC(Zy, L), et soit C > 0, par
uniforme continuité de ¢ il existe n € N tel que si v,(x —y) > n alors v, (¢(z) — p(y)) > C.
Si x € Zy, il existe ¢ € {0,...,p" — 1} tel que « € i + p"Z,, donc v,(P(z) — Pp(i)) =
vp(p(z) — ¢(i)) > C. On en déduit que vgo(¢p — ¢p) > C, ce qui permet de conclure. O

Sii € N, on note £(i) le plus petit entier n vérifiant p™ > i. On a donc

log ¢
log p

00)=0 et anz{ J+L sii>1

Proposition 3.1.4. (i) Les 1, peing,, pour 0 < i < ph—1, forment une base de LCy(Zyp, L).
(1) Les 1,4 iy, » pour i € N, forment une base de LC(Zp, L).
(7i1) Les 1

i+p )2, pour i € N, forment une base orthonormale de %O(Zp, L).

Démonstration. (i) Par définition, les 1 pnz,, pour 0 <@ < p" — 1, forment une base de

LCy(Zy, L). Comme

pl—0(3)—1

.. h
i+pt D2y = Z Lisjptoprz,, sti<p -1
Jj=0

1

La matrice permettant de passer des 1, 4phz, AUX 1, 1pttiz, Ctant triangulaire avec que des
1 sur la diagonale, elle est donc inversible.

Le (i) et (iii) se déduisent par densité de LC(Zy, L) dans €°(Z,, L), et par densité
de Pespace des suites nulles en dehors d’un ensemble fini dans 2 (N, L). On conclut par
continuité. O

Définition 3.1.3. On appelle base d’ondelettes la base orthonormale de %O(Zp, L) consti-
tuée des 1;, 0z, , pour i € N. Si ¢ € C(ZLp, L), et ¢ = Y icn bi(¢)1i+p£(i)zp est la
décomposition de ¢ en ondelettes, et les bi(¢), i € N, sont les coefficients d’amplitude.

3.1.3 Fonctions localement analytiques

Sia € Letsir € R, soit Z(a,r) le disque fermé {z € Cp|v,(z—a) > r}. Une fonction ¢ :
P(a,r) = C, est L-analytique s’il existe une suite ax(¢, a), ot k € N, d’éléments de L, telle
que vy (ag(¢, a))+kr tend vers +oo quand k tend vers +o00, et ¢(z) = 32 ar(¢,a)(z—a)k
quel que soit = € Z(a,r). On note A, (Z(a,r), L) ensemble des fonctions analytiques sur
P(a,r) et que 'on munit de la valuation vy, ) définie par

Vg (a,r) (D) = inf vp(ar(9,a)) + kr
qui en fait un L-Banach.

Remarque 3.1.1. Les 1_@((1”%, pour k € N, forment une base de Banach de A, (Z(a,r),L),
et méme une base orthonormale si r € Z.
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Proposition 3.1.5. Si ¢1,¢2 € Ap(Z(a,r),L), alors 192 € Ap(P(a,r),L) et

V9(a,0) ($102) = Vg(a,) (P1) + Vg (0,0) ($2)
On démontre ’égalité entre les valuations en raisonnement par double inégalité puis en

utilisant le produit de Cauchy de deux séries.

Proposition 3.1.6. Si ¢ € A,(Z(a,r),L), alors
Vg (a,r) (QS) = inf ,Up(qb(x))

z€P(a,r)

La preuve n’ayant que peu d’intérét, on renvoit le lecteur intéressé au cours de M2 de
Colmez [1].

Etudions maintenant les fonctions localement analytiques sur Z,,.
Si h € N, soit LAy (Zy, L) I'espace des fonctions ¢ : Z, — L dont la restriction a a +pth
est la restrictiond’une fonction L-analytique ¢, sur Z(a,h), quel que soit a € Z,. On
munit LAy (Zy, L) de la valuation v 4, définie par

vra,(9) = aiélzfp V9 (a,h)(Pa,h)

qui en fait un L-Banach.

Soit LA(Zy,, L) I'espace des fonctions localement analytiques sur Z,. C’est la réunion des
LAy(Zy, L), ou h € N, et on le munit de la topologie définie par la famille des valuations
vra, pour h € N,

Remarque 3.1.2. On peut aussi donner une autre description de vpa,, .
En effet, si a € Zyp, il existe une suite ay(¢,a), k € N, d’éléments de L telle que lon

k
ait ¢(x) = zi?) ax(¢,a) (%) quel que soit x € a +pth, On a alors voy(qp)(Pan) =

infren vp(ak(e,a)), et donc

vLay(¢) = inf inf vp(ak(¢, a))

si S C Z, contient un systéme de représentants de Zy/p"Z,p.
Etant donné h € N, on peut écrire tout entier n de maniére unique sous la forme
n = (m(n) + 1)p" —i(n)
avec 1 < i(n) < p” et m(n) € N. Soit alors ey, () la fonction
z +i(n)\ ™™
() = Lrsyiz, () ()

Lemme 3.1.4. Les ey, pour n € N forment une base orthonormale de LAp(Zy, L). Plus
précisément, si ¢ € LAp(Zy, L) et si ¢;(x) = ¢(—i + phx), alors :

(i) ¢i est analytique sur Zy et donc ¢;(x) = Y oy CimT™, 0 Qi mjoo 0,

.. h
(“) ¢ =371 Xommen XimCh, (mi1)ph—i = XmeN Yi(n)m(n)Chin;
(#) vra, (@) = infren vp(Qi(n)m(n))-
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h .
Démonstration. Cela résulte de l'identité ¢p(z) = > b, 1_i+pth(m)¢i(%) et de la re-

marque 3.1.3 car {—i|1 <4 < p"} est un systéme de représentants de Z, modulo p"Z, O

Venons-en au résultant fondamental de cette partie, dii & Amice, concernant les fonc-
tions localement analytiques.

Théoréme 3.1.2. Les Lﬁj ! (;13) pourn € N forment une base orthonormale de LA(Zy, L).
n

La démonstration étant assez technique, on renvoit le lecteur intéressé aux cours de M2
de Pierre Colmez [1].

Corollaire 3.1.2. Si ¢ € CKO(ZP, L), les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) ¢ € LA(Zy, L)
(#1) liminf 2u,(a,(¢)) > 0

Démonstration. (i) = (ii) Supposons ¢ € LA(Z,, L), il existe alors h € N tel que ¢ €
LAy (Zy, L). Alors, d’aprés le théoréme précédent ainsi que le corollaire 2.3.1 on en déduit
que lim inf %Up(an(gb)) > m

(i1) = (i) Si liminf Lv,(an(¢)) > 0, il existe h € N tel que liminf Lv,(an(¢)) > (p,ll)ph-
Alors, (Lﬁj!)_lan(qﬁ) tend vers 0 et donc ¢ € LAy (Zy, L). O

3.1.4 Fonctions de classe ¢"

Nous allons définir de maniére similaire aux fonctions d’une variable réelle, la dérivation
de fonctions p-adiques.
Une fonction ¢ : Z,, — L est dérivable en xo € Zy, si la quantité admet une
limite quand h tend vers 0. La limite est alors notée ¢'(x¢). Une fonction est dérivable
a lordre 1 si elle est dérivable en tout point de Z, (une fonction dérivable est donc en
particulier continue). Plus généralement, on définit par récurrence la dérivabilité a Pordre
k de la maniére suivante : une fonction ¢ est dérivable a l’ordre k si elle est dérivable a
lordre k — 1 et si sa dérivée (k — 1)-iéme est dérivable a lordre 1.
Sir >0, on dit que ¢ : Z, — L est de classe €", sl existe des fonctions gb(j) 2 Ly — L,
pour 0 < j < |r], telles que , si 'on définit €4, : Zp X Zy, — L et Cy, : N = RU {400},
par

S(@oth)—d(zo)
D

L)

Epr(®,y) = 9@ +y) — Z¢(j)(ﬂ?)yfj et Cor= _inf wy(epr(z,y)) —1h
= j! 2€Lp,yEPZyp

alors Cy »(h) tend vers 400 quand h tend vers +oo.

Remarque 3.1.3. Sir =0, on obtient que la définition de fonction de classe €° coincide
avec la définition d’uniforme continuité. Or, Z, €étant compact, on en déduit que fonction
est de classe €V ssi elle est continue.
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On note €"(Zy, L) I'espace des fonctions ¢ : Z, — L de classe €". On munit €¢”(Zy, L)
de la valuation v:ﬂ définie par

v:gr(qﬁ) = inf ( inf vp( a: ), inf wp(eg,(z,y)) — rvp(y)> ,

0<j<|r],x€Zp 4! T,yELp

ce qui en fait un L-Banach.
Montrons quelques résultats intéressants sur les fonctions de classe €.

Lemme 3.1.5. Soit C(N) = SN vp(n!), et soit ap, pour 0 < k < N, une famille

n=1

d’éléments de L. Alors, quel que soit h € Z,

onL (vp(ax) + kh) 2 inf v, Zak N).

Démonstration. Nous allons raisonner par récurrence sur V.
OK si N =0,
On suppose 'inégalité vraie pour N — 1 > 0. Soit P, Q € L[z] définis par

N N
_Nh ot ity — NSy (N " (z + jp")F
MY < )P( +ip") =p jz:;( 1) <‘7>kZ:O Y
N N Ay
— ,—Nh (_1)N—] N a ($+jp)
N N k
_ —Nh _NfN% kxnknnh
e ()i ()

Or on a le lemme suivant

Lemme 3.1.6. Si N > n, Z;-V:O(—l)N_]( Jj"=0

et 3o (-1)V (j;[)jN = N!
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Démonstration. En effet,

@ -y (V) psen

Retour & la démonstration :
Alors, d’aprés le lemme, quels que soient x € Q, et h € Z, on a

N
A () rt i

donc vp(an) + Nh > inf ¢ ny vp(P(2)) d’olt pour z € "7,
N N

(@) = vp(P(a) —ax ) = _int (up(P)),vplaxp)) = ink p(P(2) — (N

Or, par hypothése de récurrence, on a

ocih_ (pla) + ki) > még%pvp@9@0)—<?UV-—1) méﬁ%pwxfxw))—(7UV)

ce qui permet de conclure. O

Proposition 3.1.7. Sir > 1, et si ¢ € €"(Zy, L), alors ¢ est dérivable en tout point. De
plus,

(i) ¢/ € €""HZp, L), et il existe Co(r) € R tel que v:gr_l(¢’) > v%}r((b) — Co(r) quel que
soit ¢ € %T(Zp, L).

(ii) (¢")V) = UtV i j <r—1.

Démonstration. Il est clair, par définition, que si ¢ est de classe € alors ¢ est dérivable
en tout point de dérivée ¢/(x) = ¢V (x) = hm M Par ailleurs en développant

epr(T,y+2) —€pr(x+y,2) qui est égal a
] y+z lr] 4
dla+y+2)— 0! el Bl ECRE A R SRl B

j= §=0
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on obtient, si v,(2) > h et vp(y) > h, la minoration

) )=

A ‘ k
vy Z o o) (z +y) — E pUTH) (x)y— >rh+ Cy.(h).

! k!
j7=0 k=0
D’aprés le lemme précédent, si v,(y) > h, cela implique la formule

lr]—J k
o | V(@ +y) = Y oU@) | 2 (= )+ Cor(h) - C(r)).
k=0 )

Par conséquent, si 0 < j < |r], alors ¢\ € "9(Z,, L). Egalement, on obtient les
formules v, _; (¢\7)) > ve. () — C([r]), et (¢W)*) = gUFh) si j + k < [r]. Ceci permet
de conslure. O

Remarque 3.1.4. La proposition ci-dessus montre que les propriétés habituelles de déri-
vation restent toujours vérifiées en p-adique.

Proposition 3.1.8. Si ¢1 : Z, — Z,, est de classe €" et si ¢ : Zp, — L est de classe €,
alors ¢ 0 ¢1 : Zy, — L est de classe €.

Démonstration. Le développement limité marche de la méme maniére que dans le cas
réel O

On se doute intuitivement qu’une fonction localement analytique est de classe €" pour
tout 7 > 0.

Proposition 3.1.9. Si h € N, et si v > 0, alors LAy(Zy,L) C €"(Zy,L). De plus, si
¢ € LAw(Zyp, L), alors

Vg () > vpa, (@) —rh
Démonstration. La démonstration s’effectue en développant en série de Taylor une fonction

¢ localement analytique puis en montrant qu’elle vérifie la définition d’une fonction de
classe €. O

De la méme maniére que pour les autres espaces, nous allons expliciter une base de
Banach de €7 (Z,, L).
SiieNet keN, on note e; 1, I'élément de €"(Zy, L) défini par

.\ k
i)r r—1
cann ) =1, ) (2

Théoréme 3.1.3. La famille des e; ., pouri € N, 0 < k < r, est une base de Banach de
€¢"(Zp,L).

La preuve se fait en introduisant une sous-famille dense de fonctions de " (Zy, L) que
sont les fonctions localement polynoémiales (pour une preuve compléte : voir [1]).
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Définition 3.1.4. On appelle base de vaguelettes la base de Banach de € (Zy, L) constituée
des €j gy, pouri € N, 0 <k <r. Si )y Zogkgr b k€ikr est la décomposition de ¢ €
C"(Zp, L), en vaguelettes, les b, sont les coefficients d’amplitude de ¢.

Proposition 3.1.10. Sir > 1, la dérivation % induit une surjection de €" (Zy, L) sur
¢ Y(Zy, L) ; son noyau est l’adhérence de LC(Z,, L) dans € (Zy, L).

Voir le cours de Colmez [1]

Le théoréme suivant, dont une démonstration est également donnée dans le cours de
Colmez [1], donne une caractérisation des fonctions de classe " en termes de leur déve-
loppement de Mahler.

Théoréme 3.1.4. Sir >0, st p € €"(Zyp, L), et si ¢ = :{2% <w> an(¢) est la décompo-
n
sition de Mahler de ¢, alors v,(ayn) —rl(n) tend vers +0o quand n tend vers +o00. De plus,

la valuation vgr définie sur €"(Zy, L) par

" (Zp, L)(¢) = inf (vp(an(9)) — rt(n))

inf

neN
. . . !

est équivalente @ v,

Corollaire 3.1.3. Les pl{()7] <x>’ pourn € N, forment une base de Banach de €"(Zy, L)
n

Le corollaire est une conséquence immédiate du théoréme.

3.2 Anneaux de fonctions analytiques p-adiques

Un autre point & aborder avant d’attaquer la construction de distributions p-adiques
est 1'étude des séries formelles & coefficients dans L sous-corps fermé de C,,.

3.2.1 Théoréme de préparation de Weierstass

Soit L{T'} I’anneau des séries convergeant sur la boule {x € C,| vp(z) > 0}; c’est
aussi Uensemble des séries f = Y10 aiT* telles que i lim w,(ar) = 4+00. On peut obtenir
—+o00

également L{T} en complétant L[T] pour la valuation de Gauss que Ion notera vl% au
lieu de vg.

Le but de cette partie est de créer une sorte d’homologue p-adique au théoréme de
prologement analytique complexe. On peut remarquer sera que ce dernier théoréme ne
peut exister tel quel & cause de la non connexité du monde p-adique. Cependant, nous
allons adapter un résultat algébrique remarquable & L{T'}, le théoréme de préparation
de Weierstass. Ce théoréme ne nous sera pas directement utile pour la construction des
distributions p-adiques, néanmoins, il fait partie des théorémes de base de l'analyse p-
adique et intervient notamment dans I’étude de la structure algébrique de %Zr (anneau
des fonctions analytiques que 1'on verra plus tard), c’est donc la raison pour laquelle j’ai
décidé de l'insérer dans ce rapport.

La proposition suivante est un résultat simple mais trés puissant qui nous sera bien
utile pour la démonstration du théoréme de préparation de Weierstass.
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Proposition 3.2.1. (Continuité de la division euclidienne)

Si P € OL[T] est unitaire, alors tout f € L{T} peut s’écrire de maniére unique sous la
forme f = Pq(f)+7(f), o q(f) € L{T}, r(f) € L[T] et deg(r(f)) < deg(P) —1. De plus,
VOl q(f)) = ol (f) et WOUr(f)) = WLU(f)

Démonstration. Unicité : 11 suffit de montrer que l'application (g, R) — Pg + R est injec-
tive. Si Pg = —R alors P, étant unitaire et & coefficients entiers, a degP zéros appartenant
a la boule {z € Cp| vy(z) > 0}, alors que R en a au plus degP — 1 s’il n’est pas nul, donc
g=R=0.

Existence : par un petit procédé algorithmique en utlisant le fait que P est unitaire et & co-
efficients dans 7, on trouve que le quotient ¢(Q) et le reste 7(Q) de la division euclidienne
d’un polynéme @ € Op[T] par P appartiennent aussi & ¢1[T]. De plus, les applications
r et ¢ de L[T] dans L[T)] vérifient v%(r(Q)) > vl(Q) et v1%(¢(Q)) > vI%(Q), donc elles

s’étendent par continuité & L{T'} en des applications vérifiant les mémes inégalités. O

Théoréme 3.2.1. (de préparation de Weierstass)

(i) g =Y pen bk T* € L{T} est inversible dans L{T} si et seulement si by # 0 et v,(by) >
vp(bo) st k> 1.

(i1) Si f = penaxT® € L{T} est non nul, alors f peut s’écrire de maniére unique sous
la forme f = Pg, ou P € OL[T] est un polynome unitaire, et g = > ;20 b T*

Démonstration. (i) (=) g € L{T} inversible. On peut supposer vl%(g) = 0 quitte a diviser
par un élément de L*. On a alors v[% (g71) = 0, ce qui permet de réduire I'identité gg=1 = 1
modulo my,, et d’obtenir gg—! = 1 dans kx[T]. On en déduit que g est une constante non
nulle,

(<) Si by # 0 et vy(b) > v,(bo) si k > 1, alors vl%(b1g — 1) > 0, ce qui implique que
by g est inversible et donc que ¢ est inversible.

(1) La suite v,(a) tendant vers +o0, il existe d € N tel que 'on ait v,(aq) < vp(ay) (resp.
vp(aq) < vp(ag)) st k € N (resp. si k > d). Soient g = aq et Py = ZZ:O Z—’;T’“.

Existence : Nous allons montrer que ’on peut trouver R € my[T], de degré < d—1, et u €
mp{T}, tels que 'on ait ap ' f = (Py+ R)(1+u), ce qui peut se réécrire sous la forme Pyu+
R=aqy 1 — Py — Ru. Pour cela, nous allons considérer I'application 6 : (u, R) — 6(u, R)
ou O(u, R) est le couple obtenu en prenant le quotient et le reste de la division euclidienne
de aglf — Py — Ru par Py. Comme aalf — Py € mp{T} par construction de ag et Py,
l'application 6 envoie mp{T} ®my[T]4_1 dans lui-méme d’aprés la proposition précédente.
Considérons l'isomorphisme suivant ¢ : mp{T} & my[T];—1 — Pomp{T} ®mp[T]4s_1,

(u, R) > Pwu+R
les inégalités de continuités obtenues dans cette méme proposition précédente nous donne

ol (u, R) — 0(@i, R)) = v'% (uR — aR) > inf (0% (w) + v!(R — R), v (R) + v (u — @)
> inf (0% (u — @), V(R — R) + inf(v1% (u), vI%(R))

On a de méme 'inégalité

U[O}(Q(u, R) —0(@, R)) > inf(v[o] (u—a), v[o](R —R)+ inf(v[o} (@), ’U[O](R))

45



Or inf(v%(@), v (R)) > 0 et inf (v (u), vI% (R)) > 0 donc il existe ¢ > 0 tel que Yu, @, R, R
on ait

ol (0(u, R) — 0(@@, R)) > inf(vl% (v — @), V™ (R — R) + ¢

De plus, mz{T} &my[T]4_1 est complet. En effet, my{T} est complet en tant que complété
de my[T] pour vl puisque my est complet pour vy car fermé (m; = % |<1(0) et la
norme étant ultramétrique la boule est ouverte et fermée dans un complet). En outre,
my[T]4—1 est un &r-module de type fini car Op[T]4—1 est un Or-module de type fini et
mp[T]4—1 C OL[T]4-1. Egalement, my[T];_1 est un sous-module de &[T];—1 définit par
I’action :

1 L Xmy, [T]d—l

my[T]q—1
(a, Z?;ol a;T") —— Z;-i;ol(aﬂi)Ti

et v1% correspond a la valuation associée a la norme infinie, et comme &, est complet pour
vy, on obtient que mz[T]4_1 est complet pour vl% et donc mp{T} ® mp[T]4_1 est complet
pour les mémes raisons.

11 suffit donc de prendre P = Py 4+ Ry et g = (1 4 up) pour avoir le résultat.

Unicité : Si Pg = Pg, avec g, § inversibles dans L{T'}, alors % n’a aucun zéro ni podle sur
la boule {z € Cp|v,(x) > 0} et comme P et P sont des polynomes unitaires dont tous les
zéros appartiennent a cette boule (puisqu’a coefficients entiers), on en conclut que P = P
et que g = g. O

3.2.2 Fonctions analytiques sur le disque unité

L’objectif de cette partie est de construire un anneau de fonctions analytique sur le
disque unité ouvert de C, et d’en étudier la structure algébrique. Si r € R on définit éaL[T’+OO]

Pensemble des fonctions sur 2(0,7) définies sur L. On note %Z; ou @‘”%O’Jroo} I’ensemble des
fonctions analytiques sur 2(0,0%) := {z € C,| vy(x) > 0} définies sur L. On a donc
%f = ﬂT>0éaL[T’+°°]. De plus, on note éaEL I’ensemble des fonctions analytiques bornées sur
2(0,0"). Autrement dit, on a

+oo
gL[r,Jroo] _ {Z a,T", a, € L et vy(ay) + rn — +o0o quand n — +0oo},

n=0

“+oo
& = {Z anT", an € L et 3C € Rtel que vy(an) > C : quel que soit n € N},
n=0

+oo
R = {Z anT", an € LetVr > 0,v,(ay) + rn — 400 quand n — +oo},
n=0

oo]

En particulier, L{T'} n’est autre que @‘"L[O’Jr considéré dans la partie précédente.

De plus, 'anneau é”£r’+°o] est aussi un L-Banach pour la valuation " définie par
ol (37420 @, T) = infpen vp(an) +rn. On munit %} de la famille de valuation v, r > 0,
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et C' € R. Une suite f, tend f dans %Z si et seulement si vl"] (fn— f) tend vers +o00 quand
n tend vers 400, quel que soit r > 0. Comme v["(f) < vl¥)(f) si r < s, on peut donc se
contenter de ne considérer seulement les vl on rp, est une suite de réels > 0 tendant vers
0, pour définir la topologie de ,@f

Or, %)Z est I'intersection d’une famille d’espaces de Banach, c¢’est donc un espace de Fréchet.
En particulier, les théorémes de Baires et de Banach-Steinaus sont encore valables sur %f

Proposition 3.2.2. Soit r € Q,
(1) Si f € éojgr’Jroo], alors f n’a q’un nombre fini de zéros dans Z(0,r). De plus, si P =

HiTe?j(:()]U:;f) ot vo(f) est Uordre d’annulation de f en x, alors P € L[T], et P71f est
[r,+o0]

inversible dans &7

(i) éa]-ET’+oo] est un anneau principal.

Si h € N, soit (,n+1 une racine pltle de Punité, et soit vy, = Vp(Gpre1 — 1), on a vy, =

m. En effet, on peut remarquer que le polyndéme irréductible de (,n1 est X (p=1)p" 4

Xe-2p" 44 X" 4 1, en effectuant le changement de variable X — X + 1, puis en
utilisant le critére d’Eisenstein. Finalement, comme les racines d’un polynéme irréductible
ont méme valuation, on obtient le résultat.

Comme vy, tend vers 0 quand h tend vers 400, alors la topologie de %ZF est aussi définit
par la famille de valuations (vp)pen-

Définition 3.2.1. (Eléments d’ordre r)

Un élément f =312 b, T de ] est d’ordre v si vy(by) +1€(n) est minoré a partir d’un
certain rang.

On note %’ET le sous-ensemble de %’; des éléments d’ordre r.

On peut munir %; . de la valuation v, définie par v,(f) = inf,en vp(by) +7€(n) ce qui
en fait un L-Banach.
L’espace %’ZFO n’est autre que &7,

3.2.3 Actions de Z;,p et ¢
e Actions de Z; et ¢

Sixe L* alors (1+T)" —1 =30 <x> T™ est une uniformisante de L((7T)). Cela
n

permet de définir un automorphisme continu (pour vr) f — f*x € L[[T]], en envoyant
Fo0 a, T sur 3% an ((1+ T)* — 1)™ De plus, on a

(T+T)xa)xy=((1+T)")xy = ((1+T)")" = (1+T)" (1)

ce qui implique que (f*z)*y = fxzy quel que soit f € L[[T]]. Finalement, cela définit
une action de groupe de L* sur L[[T]].

Lemme 3.2.1. (i) Sia € Zy, et sir >0, alors (14 T)% — 1) = ol I(T).
(i3) Sir >0, et si s =inf(r + 1,pr), alors vl ((1 4+ T)? — 1) = vl*)(T).
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Démonstration. Le (i) suit de ce que <a> € Zyp si a € Z,, (par densité de N dans Zj), et
n

le (ii) vient sans difficulté en déroulant le calcul. O

On définit 'application ¢ sur L[[T]] par ¢ : f — f *p. D’aprés 'équation (1), on en
déduit que les actions ¢ et Z; commutent entre elles sur L[[T7].

Proposition 3.2.3. (i) Sir > 0 et sia € Zj, alors f — fxa est une isométrie de gL[r,Jroo]

dans lui-méme. /
(it) Sir >0, sir’ =sup(r—1, o) etsife <§’I[f’+o°}, alors o(f) € é”L[r el ey " (p(f)) =

o). En particulier, f — o(f) est continue de (O@L[rﬁroo} dans g[[/r/j-oo].

Démonstration. (i) Soit f = > a,T" € @@L[S’Jroo]. Sis’ eR,etxz€L,ona

1) = inf o (@™ — ; g
o) = inf oF(anT") = inf vy(an) +nol’(T)

ol (fxz) > ingv[sl](an((l +1)*—-1)") > inlf\lvp(an) + ol (1 +T)" —1)
ne ne

En appliquant ceci & s = s’ = r, et x = a € Z; et en utilisant le (i) du lemme précédent,
on en déduit que vl"l(f xa) > vll(f). On obtient Pautre sens de I'inégalité en remplacant

f par fxal.

(#4) En réutilisant les équations obtenu précédemment avec s’ = r et s = r’ ainsi que le (i7)
du lemme précédent, on déduit que si f € é"L[T’JrOO] alors p(f) € é”]-ETI’JrOO]. Orz— (1+2)P—-1
induit une surjection de 2(0,7’) sur 2(0,r), d’apreés le (i). Par conséquent, cela implique
que

W) = nt ()= _inf | (F(1L+ 27 1) = o e()

O
Corollaire 3.2.1. Les actions de Zj, et @ laissent stables %f et sont continues sur %Z“
e [opérateur ¢
Lemme 3.2.2. (i) Si0<r < 1%’ et si (P =1, alors vm((l +T)—1) = ol7] (T).
(13) L’application f+ fxC, ou (f*{)(T) = f(1+T)C—1), est une isométrie de ch[r’Jroo]

s10<r< ﬁ, et définit une action de groupe de p, sur é"L[T’+°O] et %Zr st pp C L.

Démonstration. Le (i) vient de I'inégalité v,({ —1) > 1%' Le (ii) se démontre & partir du
(1), de maniére similaire & la démonstration de la proposition précédente. O]

Lemme 3.2.3. Soit n € N.
(i) Il existe un unique @, € Qp[T] tel que Q, (1 +T)P —1) = %Zcp((l +T)¢—1)™
(i1) Si0 <7 < 5, alors olPN(Qy) > nolN(T) — 1.
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Démonst'mtion. (1) Soit Rp(T') = %Zcp((l + T)¢ — 1)". En développant R, (T"), comme
Zcpzl ¢* =0 si ¢ n’est pas un multiple de p. Donc

Ro(T) = ) (Z) (—DF@+T)"*

p n—k
k<n

donc R,(T) = Q((1 + T)P) ou @ est unique par construction. Maintenant, effectuons le
changement de base X" — X™ — 1, pour n € N*. Il existe donc un unique polynoéme

Qn € Qp[T] tel que
1
Qu((I+T)P —1) == (1+T)¢—1)".
p I
(Qn € Qp[T] car on a besoin d'un corps pour effectuer le changement de base).

(ii) D’aprés le lemme précédent, on a vI"l(R,) > nol"(T) — 1. On conclut grace a
Pidentité vI"/(Q,) = vI"(R,). O

Proposition 3.2.4. (i) Si0 <r < Eretsif € 5L[T/p’+oo], il existe Y(f) € é"L[T’JFOO] unique

tel que Y(f)(L+T)P = 1) = Ly F(1+T)C — 1). De plus, b = 67777 5 g+
est continue et Y laisse stable %’zr et est continue sur %ZF
(4i) ¢ commute a Z;, sur AT et sur @@L[T’Jroo], s10<r< p%l.

(7i1) Yo =1id, et plus généralement, Y(o(f)g) = f1(g), si f,g € éDL[T’JFOO}, et <r< 1%'
+oo

Démonstration. (i) Si f =) 2 anQn. Le précédent lemme montre que 9 : éoL[r/p’+°°[ —
<5"L[r,+00[ est continue si 0 < r < z%' De plus, si f est un polynome, on a ¢ (f)((147)P—1) =
%ng f(1+T)¢ —1). Or application f %Zcp f((14+T)¢ —1) est continue d’apres le
lemme 3.2.3, d’ou le résultat. En conclusion, si0 < r < 1%’ alors sup(]%—l7 pi(plil)) = zﬁ

et donc 1 : éDL[r/p’+°°[ - Cga]ETHFOO[ et gL[r,JrOO[ N gL[r/pHroo[_
(ii) Soit x € ZI*” on a

P(A+T)") *x=Qn(1+T)xz =CQn((1+T)7)

Or
P(A+T)" *z) =¢((1+T)") =¢(1+T1)%)") = (1 +T)7)
donc par linéarité, puis continuité, on en déduit que ¢ commute avec 'action de Z, sur

;.
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(747) On peut remarquer que

oo p(T) = ; S (@) % O(T)
tr=1

- ; S (A +T)C-1)

¢r=1
= LS Ty )
pED

=o(f)

Or ¢ : L[[T]] — L[[T]] est surjective et est une isométrie de é"L[T’JrOO] dans éa]ET/’Jroo]. Par
restriction, ¢ : %’g — %z est bien définie et est surjective. Par conséquent,

Yop=r1id

(§’£T7+OO}

. La généralisation avec f,g € s’obtient en utilisant la méme méthode. O

Remarque 3.2.1. (i) Z;, agit par des isométries sur %Zr muni de v,
(ii) ¢ et ¥ laissent stables Z; . et sont continus sur %7 .

3.3 Distributions p-adiques

Sachant que Z, est compact et qu'une fonction localement analytique est de classe ¢
pour tout r > 0, on remarque que les fonctions localement analytique vont avoir le méme
role que les fonctions ¥°° & support compact dans la théorie classique des Distributions.

Nous allons simplement analyser les espaces duaux des L-Banach p-adiques, qui seront
par conséquent toujours des L-Banach p-adiques.

3.3.1 Distribution continues

Définition 3.3.1. (Distribution continue sur Zy)
On appelle distribution continue sur Z, une forme linéaire continue sur LA(Zy,L).

On note 9(Zy, L) Uensemble des distributions continues sur Zy. D(ZLy, L) correspond donc
au dual topologique de LA(Zy, L).

Sip e DLy L), p peut étre vu comme une forme linéaire sur LA(Zp, L) dont la
restriction a chaque LAp(Zy, L) est continue, en remarquant que

DLy, L) = (LA(Zp, 1)) = (| LAW(Zp, L)) = (| (LAW(Zy, L)Y
heN heN

On peut donc définir la valuation vy, sur Z(Z,, L) par

vra, (1) (1(9)) — vra, (8)

= inf vp
¢E€LA(Zp,L)\{0}
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et on munit donc Z(Zy, L) de la famille de valuations (vra, )nen-

De plus, le dual topologique d'un L-Banach étant un L-Banach (pour la valuation
"subordonnée”), on obtient que Z(Zy, L) est un espace de Fréchet (comme intersection de
L-Banach).

On écrira en général 1(¢) sous la forme plus parlante pr ¢(x)p(z) ou plus simplement

Jz, o
" Nous allons a présent définir une transformée qui agira comme un pont entre les dis-
tributions et les anneaux de fonctions analytiques.

Définition 3.3.2. (Transformée d’Amice)
St p € D(ZLy, L), on lui associe la série formelle

um = [ vy ZT“ L ()

appelée transformée d’Amice de .

Lemme 3.3.1. Si p € 9(Zy, L), et si z € 2(0,01), alors «7,( fZ (14 2)%u(x)

T
Démonstration. 1l existe h € N tel que vy,(2) > vy, ce qui implique que la série Z:ﬁ% < )z”
n

converge vers (1 + z)* dans LAy (Zy,C,) car LZTZJ' tend vers 0. D’ou le résultat. O
P

Théoréme 3.3.1. L’application p — <7,(T) est un isomorphisme d’espace de Fréchet de
D(Zp, L) sur #; .
De plus, si p € P(Zp,L), et sih €N, on a

() <opa, (p) < olril(ar,)

Démonstration. Soit yu une distribution et soit <7, (T) = 3,720 b, T™ sa transformée d’ Amice.
En utilisant le théoréme d’Amice (donnant la base orthonormale des fonction localement
analytique), on montre que quels que soient h,n € N, on a

n
nh

() = v, )+ 0, (7)) = 01, 0) = 0 L5 10) > o1, ) =

Ceci permet de montrer que 7, converge sur Z(0, v,‘f) (disque ouvert), pour tout h € N,
et donc appartient & %}, et 'on a l'inégalité v[vh](;z/ﬂ) > VLA (1)
Réciproquement, si «7,(T) = Z:ﬁ% b,T™ € #Z;, alors pour tout h,n € N,

vp(L]%J!bn) > up(by) + LZ% | = wp(bn) + nvpgr — 1> vlnil(ar,) — 1,

et tend vers +oo quand n tend vers +00. Cela montre que ’on peut définir une distribution
continue p sur Zp, en posant pr TS ZJFOO bnan(¢). De plus, on a

. n .
VLA (1) = rllrelg Up(LﬁJ!bn) > ol hH}(fQ{u) -1
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3.3.2 Distribution tempérées et mesure

Construisons une classe de distribution encore plus générale que les distributions conti-
nues.

Définition 3.3.3. (Distribution d’ordre r)

Soit r > 0, une distribution continue sur Z, est dite d’ordre r si elle s’étend par continuité
a 6.

On note 2,(Zy, L) Uensemble des distributions d’ordre .

On munit 'ensemble des distributions d’ordre r de la valuation

Vg = inf v / op) — ver (@
7= gy Py, A e (9)

Définition 3.3.4. (Distribution tempérée)
Une distribution est dite tempérée, s’il existe r € Ry, telle qu’elle soit d’ordre r.
On note Diemp l'ensemble des distributions tempérées.

Proposition 3.3.1. L’application i — <7, induit une isométrie de Z(Zy, L) sur %er.
Démonstration. La démonstration est assez évidente en utilsant la définition de vgr. O

Définition 3.3.5. (Mesure)
Une distribution d’ordre 0 est appelée une mesure. L’espace Py(Zy, L) des mesures est donc
le dual topologique des fonctions continues.

En utilisant la décomposition en ondelettes d’une fontion continue, on peut contruire
une mesure en ne connaissant que les intégrales fzp loypnz,pu(x) pour a € Zy et n € N.
Soit p € Yo(Zy,L). Sia € Zy et n € N, soit p(a+p"Zy,) = pr 1o ypnz, () la mesure de
a+p"7Zy,. Comme a+p"Zjy, est la réunion disjointe des a+jp”+p”+1Zp pour j € {0,...,p—1},
on a jula + pZy) = 2k pla + jp" + pIZ).
De plus, comme vy(1q4pnz,) = 0, et comme vp(fzp Lotprz, (7)) — vgo (Layprz,) > v (1)
par définition de vy, , on obtient que v,(u(a + p"Zy)) > vy, (1), Va € Zp,Vn € N. Donc les

p(a + p"Z,) sont bornés.
Si ¢ € €°(Zyp, L), alors

pr—1
> H)laprz, 2
a=0
dans €°(Z,, L). Donc
pr—1
. d)u(z) = lim ;) $(a)Latpnz,

ce qui ressemble étroitement 4 une somme de Riemann.
Réciproquement, si on se donne une famille pu(a + p"Zy), a € Zy,n € N, d’éléments de
L vérifiant les conditions
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(1) pla +p"Zy) = pu(b+ p"Zy) si vp(b—a) >n

(if) pla+p"Zp) = 3075 pla + jp" + p"H17Z,),

(i) I existe ¢ € R tel que vy(p(a + p"Zy)) > C quels que soient a € Z;, et n € N,
alors (i) et (i7) permettent d’étendre p en une forme linéaire sur LC(Zy, L), et (i4i) per-
met de montrer que v,(p(¢)) > vgo(¢) + C, ce qui permet d’étendre p par continuité a
¢°(Zy, L).

Proposition 3.3.2. Si on définit vy, (1), pour p € Pr(Zy, L), par la formule

k
r —a
7 =i f = 1 f
v, (1) QQNULA"(M) trn anp,}cIéN,neN <</a+pnzp < p" ) H) +m> ’

alors vg, (1) est une valuation sur P(Zy, L) équivalente a la valuation v’%.

Une démonstration se fait en introduisant le dual topologique des fonctions localement
polyndmiales ainsi que la base des €; j .
Pour une preuve détaillée, voir le cours de M2 de Pierre Colmez [1].

3.3.3 Opérations sur les distributions

(i) Masse de Dirac :

Sia € Zp, soit d,la masse de Dirac en a, c’est-a-dire la mesure qui a ¢ associe ¢(a). Sa
transformée d’Amice est (1 + 7)%.

Comme les polynomes sont denses dans %, et %ZF »» quel que soit 7 > 0, l'espace
vectoriel engendré par les masses de Dirac est dense dans’@(Zp, L) et 2,.(Zy, L), siir > 0.

(74) Multiplication par une fonction :

Si p est une distribution continue sur Z, et f une fonction localement analytique sur
Zy, on définit la distribution fu par la formule [, ¢(fu) = [, (fo)p.
On peut de méme multiplier une mesure par une fonction contfnue, ou plus généralement,
une distribution d’ordre r par une fonction de classe €.

e Multiplication par x :

Ona x(z):((x_n)+n)<z):(n+1)< +1)+n<n>
Donc
Ay (T) = /ZP(HT)I(W) ng" /Zpa:@)u zg(nﬂ)T” /Zp (ni 1>u+§nT" /Zp (
Donc

A(T) = (14 T) e/ (T)
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On peut aussi obtenir une formule simpathique en introduisant la transformée de La-
place Z), de i, qui est la série entiére définie par

L) = (e — 1) = /Z e

et comme (1 + 7)-% = <. on obtient,
/ ey = (i)”f (t), et / "y = (i)”f (t)
Y T Y TR

e Multiplication par z* si v,(z —1) >0 :

Sivy(y—1) > 0,et si A € Z(Zyp, L), alors pr y*Ax) = @\ (y—1) d’apres le lemme 3.3.1.
En appliquant ceci a A = 2", on obtient @ (y—1) = #7,(yz—1), quel que soit y € 2(0,07).
Par conséquent, comme 2(0,07) est infini, on en déduit la formule

Loay(T) = (14 T)z ~ 1)

e Division par x :
Le résultat n’est bien défini qu’a addition d’une masse de Dirac en 0 prés. La trans-

formée d’Amice de 7'y est donc une primitive de (1 + 7)1e/,(T), ou la constannte
d’intégration correspond & l'indétermination mentionnée ci-dessus.

(7i7) Restriction & un ouvert compact :

On va multiplier notre distribution pas la fonction caractéristique d’un ouvert compact.
Sin € Net b € Zj, alors la fonction caractéristique de b+p"Z, est x — p™" Z@”:l ¢b¢e.
Cela se traduit, pour les transformées d’Amice, par la formule

"(Z{Resa_,_pnzp (») (T) = pin Z Cibﬂu((l + T)g - 1)
¢rt=1

Si k > 1, d’aprés les remarques faites sur la transformée de Laplace, on a la formule
Lyr,(t) = 07" ZLu(t) + P(t)
ou P € L[t] tel que degP < k — 1. Par conséquent, on obtient
Ay, (T) = 0 "at,(T) + P(log(1 +T))
par changement de variable.

Proposition 3.3.3. Soient n € N, b€ Z, et k € Z. On a alors

J R D SRS A
b+p"Zyp

Pt =1

sik>0ousik<-—1ceth¢pZ,.
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Démonstration. C’est une conséquence directe de ce que 'on a énoncé précédemment. Si
k < —1, I'indépendance du terme de droite par rapport aux constantes d’intégration suit
de ce que log(¢) = 0'si ¢P" =1 et de ce que ZCP":I (P =0sib¢pZ, O

(iv) Dérivée d’une distribution :

Sipe Y(Zy, L), on définit sa dérivée dp par la formule
o@)in(z) = | ¢ (@n(o)
ZP Zp

et donc #,(T) = log(14T)e7,(T). On peut remarquer, qu’il n’est en général pas possible
en p-adique de déterminer la primitive d’une distribution car log(147") posséde une infinité
de zéros dans le disque unité 2(0,07).

(v) Actions de Zy, ¢ et 1 :

e On fait agir a € Zj, sur une distribution u :

d(x)u*xa= / plax)p etona Hpo(T)= A, ((1+T)"—1)
Zp Zp

et donc ). = A, * a.
e On fait agir ¢ sur une distribution p par :

[ otarotn) - /Z o) etona y(T) = (1 +T)P — 1) = () (T)

e On fait agir ¢ sur une distribution p par :

by = [ o etona (LT —1) =23 g (1+T)C - 1)
Zp PLp p@’:l

et donc
() = U ()
On obtient donc les relations suivantes :
(a) Yoy =id
(0) ¥(p) xa=v(pu*a) et p(u) xa=p(uxa),siacZ
De plus, 1(u) = 0 si et seulement si y1 est a support dans Z;, et

Resz; (1) = (1 —pot)u

(vi) Convolutions des distributions :
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Si A et u sont deux distributions, on définit leur convolée A * u par

L=, ( JRCS y)u(a:)) Mw).

En prenant pour ¢ la fonction x — 2%, avec v,(z — 1) > 0, on démontre que l'on a
iy (2) = @\(2)4,(2) quel que soit z € 2(0,07), et donc que

Sy = A\,

Pour donner un sens a I'intégrale double, il faut montrer que y — fzp d(z+y)A(x) est
localement analytique, ce qui ce fait grace & un développement de Taylor. Pour plus de
détails, voir le cours de Colmez [1].

Proposition 3.3.4. (i) La convolée de deuxr mesures est une mesure
(13) Plus généralement, si X est d’ordre r et p est d’ordre s, alors \* p est d’ordre r + s.

On renvoit également & Colmez [1]| pour une démonstration, centrée sur les transformées
d’Amice.

Remarque 3.3.1. La formule @\, = 22, montre que si 6% 1t = i quel que soit a € Zy,
alors pp = 0. Il n’a donc pas de distribution continue sur Z, invariante par translation.
Autrement dit, il n’existe pas de mesure de Haar p-adique.
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4 Seconde construction des L fonctions p-adiques

4.1 Rappels sur les L fonctions complexes

Pour cette partie, nous aurons besoin de quelques prérequis sur la fonction zeta que
I'on trouve notamment dans le chapitre 2 du livre de Koblitz|[3].
Si R(s) > 1, on a notamment la formule

1 [t 1 dt
C(S):F(s)/o a1l 7

ou I' est la fonction Gamma d’Euler méromorphe sur C.

Proposition 4.1.1. Si f € €>°(Ry), a décroissance rapide a linfini, alors la fonction

+oo
s =g [ foe

définie pour R(s) > 0 admet un prolonngement holomorphe a C tout entier, e sin € N,

alors L(f,—n) = (=1)"f")(0).

Démonstration. soit ¢ €c¢ lasse™(R4), valant 1 sur [0,1] et 0 sur [2,4+00[. On a f =
of +(1—¢)f, donc

L(fa S) - L(prv 8) + L(<1 - (p)fa S)
par linéarité de l'intégrale. Donc, par théoréme de convergence dominé (version holo-
morphe), on en déduit que s — IT'(s)L((1 — ¢)f, s) est holomorphe sur C.
Quitte a remplacer f par ¢ f, on peut supposer f a support compact, car L((1—p)f, —n) =
0 quel que soit n € N, puisque ﬁ = 0 quel que soit n € N.
Par ailleurs, par intégration par parties, on obtient

L(f,—n) = (=)™ L(f"V 1) et L(f,s) = —L(f',s+1) siR(s) > 1
donc cela permet de prolonger L(f,s) en une fonction holomorphe sur C.
D’autre part,

“+o0o
L(f,—n) = (~1)**L / £ @)t = (~1) £ 0)

0
O

Théoréme 4.1.1. (i) La fonction ¢ a un prolongement méromorphe a C tout entier,
holomorphe en dehors d’un pole simple en s =1 de résidu 1.
(ii) Sin € Q, alors ((—n) = (—1)"ZntL

n+1
Démonstration. On a ((s) = 2<L(fo,s — 1), avec fo(t) = =5 (qui est bien € a
décroissance rapide en linfini), comme on le remarque en utilisant la formule classique
I'(s)=(s—1)I'(s—1). O

Remarque 4.1.1. On peut constater que ce résultat concorde bien avec le résultat trouvé
au théoréme 2.2. En effet, en posant x = 1 puis en utilisant le fait que B, = B,(0) =
(—=1)"Bp(1) = (=1)"Bn1, on obtient bien le méme résultat.
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4.2 Fonction Zéta de Kubota-Leopoldt

4.2.1 Congruences de Kummer

1

Si a € R, on peut appliquer la proposition 4.1 & la fonction f,(t) = 7 — =~ qui

est € sur R4 et a décroissance rapide a l'infini.

Corollaire 4.2.1. Sia € R%, la fonction (1—a'=*)((s) = L(fa, s) prolonge analytiquement
a C tout entier et, sin € N, alors (1—a'™)((—n) = (—1)"fan)(0). En particulier, sia € Q,
alors (1 — a**t™)¢(—n) € Q.

Proposition 4.2.1. Sia € Zy, il existe une mesure i, dont la transformée de Laplace est
fa(t). De plus, vg,(1q) > 0 et sin € N, alors pr 2" = (—1)"(1 — a'*™)¢(—n).

Démonstration. Pour démontrer I'existence d’une telle mesure p,, il suffit de montrer que la
série obtenue en remplacant e! par 1+ T est & coefficients bornés, i.e est dans &, = %fo ;
ce sera la trannsformée d’amice de p,. Or, on peut écrire (1 + 7)% — 1 sous la forme

aT(1+ Tg(T)) avec g(T) = S5 1 < >T” 2 € Z,[[T)) et donc

n=2q

Comme on a obtenu une série a coefficients entiers, on a par conséquent vy, (1) > 0.
Finalement, on a pr 2", = .f(n (0) = f(n (0). O

Proposition 4.2.2. (Congruences de Kummer)
Soit a € N\ {1}, soit k > 1. Siny et ny sont deux entiers > k vérifiant ny = ny mod (p —
DpF=1t, alors

vp((1 = a"™™)¢(=n1) — (1 = a"")¢(—n2)) > k

Démonstration. Comme on a supposé ny > k et ng > k, on a vp(x"™) > k et v,(2") > k
si x € pZy,. D’autre part comme Card((Z/ka)*) = (p—1)p*~1, et que l'on a supposé
ny =ngmod (p— 1)p*~1 on a 2™ — 2™ € pF7Z, si x € Zy,. En résumé, vy(z™ — 2™) > k
quel que soit x € Zj, et donc ’U(go( "— g"2) > k. Comme vg,(pg) > 0, cela implique

up((1 = a ™) ¢(=n1) = (1 = a'*"2)((—n2)) = vp(/ (2™ — 2" pa(x)) = k

Zp

4.2.2 Restriction a Z;‘,

L’énoncé ci-dessus peut étre rendu plus esthétique en se restreignant a Z,,. Cependant,
il n’y a a priori aucun lien entre fZ* " et fZ 2™ u. Par contre, la proposition suivante
'D g

qu’il existe un tel lien dans le cas de la mesure p,.
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Proposition 4.2.3. Si a € Zj, alors
(1) ¥(1a) = Ha

(i1) Reszz(ta) = (1= @)pia

(444) fz; 2" = (1 —p") pr 2" g

Démonstration. Soit F(T) = (). Par définition, on a

+o00
FU4TP =1) =2 3 iy = — 3 2 (1470

(r=1 ¢P=1n=0

+oo 1
= — R A Y —
nz:%<+ ) (1+T)y -1

Donc w(%) = % D’autre part, la transformée d’Amice de p, est % — a% * a, et comme
commute avec I'action de a € Z, et ¢(,) = ), on en déduit le (i).
Le (i2) suit du (¢) et de la formule Reszs (1) = (1 — o¢)p.
N g n _ n
Le (zi7) suit du (i7) et de ce que pr x"p(u) = fzp(px) L. O
Corollaire 4.2.2. Soit a € N\ {1} premier a p. Soit k > 1. Si ny et ny sont deuzx entiers
vérifiant ny = ny mod (p — 1)p*=1, alors

vp((L=a! ™) (1 =p™)¢ (=) = (1—a' ™) (1—p"2)¢(—n2)) = Up(/Z (@™ —2")pa(x)) = k

b
Ce corollaire traduit une propriété de continuité p-adique de la fonction n +— (1 —
p")((—n), ce que l'on va préciser par la suite.

4.2.3 Transformée de Mellin p-adique et transformée I' de Leopoldt

On note A le groupe des racines de I'unité contenues dans Q. Donc A est le groupe
(cyclique) des racines ¢(g)-ieme de 1'unité, et Z; est la réunion disjointe des € + ¢Zj,, pour
e € A. De plus, on peut prolonger a Z, la fonction de Teichmiiller w : Z, — A U {0} en
posant w(x) = 0 si x € pZy.

Proposition 4.2.4. Sii € Z/¢(q)Z, la fonction x + w(z)'(x)® est une fonction localement
analytique sur Zy. De plus,

w(@)z)® = 2" sin=1i mod¢(q) et six € Zy, w(z) ) = lirf ", Va,s € Ly.
n—-—+0oo
n=i mod ¢(q)

Démonstration. L’analycité locale vient de ce que 'on a w(x) (x)® = 0 sur pZ, et

ooty =0y = 3 ERCEEL

n
n=0

siz € e+ qZy et € € A. Le reste vient de ce que A est d’ordre ¢(q). O]
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Définition 4.2.1. (Transformée de Mellin)
Si i€ Z/p(q)Z, on définit la i-éme branche Mel; ,,, transformée de Mellin d’une distribu-
tion continue p par la formule

Mel,, — /Z (@) @) () = /Z (@) (2) ()

*
P p

la seconde égalité résultant du fait que w(x) =0 six € pZ,. D’autre part, on a Mel; ,(n) =
fZ; 2" st n =1 mod ¢(q).

Remarque 4.2.1. On peut définir de maniére plus générale la transformée de Mellin d’une
distribution sur Z, comme la fonction qui a un caractere localement analytique B : Z,, — Cj
associe l'intégrale
Mel,(B) = | B(x)u(z)
Zy

On a donc la formule Mel, (w(x) (x)®) = Mel; .

L’existence des ¢(q) branches de la transformée de Mellin correspond au fait que ’espace
des caractéres continus de Z,, dans Cj est la réunion des ®(g) boules ouvertes, une pour
chaque caractére de A.

soit u un générateur topologique du groupe multiplicatif 14+¢Z,, et soit 0 : 1+qZ, — Z,
le morphisme de groupes qui & x associe %ggz Ce morphisme est analytique, inversible et
son inverse aussi , ce qui fait que si f est une fonction localement analytique sur Z, (resp.
continue), alors §* f définie par 6*f(z) = f(6(x)) est localement analytique sur 1 + ¢Z,
(resp. continue).

Si p est une distribution & support dans 1+ ¢Zj,, on définit la distribution 0, sur Z, par

la formule
Zp 14+-qZyp

et par les remarques précédentes faites sur 0,, on en déduit que I'image d’une mesure par
. est encore une mesure.

Lemme 4.2.1. 5i X est un ouvert compact de Zy, si o € Z,, €t si pu est une distribution
continue sur Z,, alors
Resx (p*a) = Resq—1x (1) * a.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que 1x(az) = 1,-1x(x) et de dérouler les calculs.
O

Définition 4.2.2. (Transformée I' de Leopoldt)
Sii € Z/p(q)Z et si p est une distribution sur Zy, on définit la i-eme branche FZ de la
transformée U de p par la formule

FL = 0*R€31+qZp (Z g_i,u *5) - 0* <Z E_iResa’l—l—qZp (/’L) * 8)

eEA ceEA
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La deuxiéme égalité résulte du lemme précédent. De plus, si 4 est une mesure, alors pxe
est une mesure et vg, (1L*e) = vy, (u). Par conséquent, comme I'image d’une mesure par 6,
est encore une mesure, on obtient que Pu est encore une mesure et que vg, (Pu) > vy, ().

Proposition 4.2.5. Si u est une distribution continue et i € Z./¢(q)Z , alors
Melip(s) = [ wie)'(@)n(e) = | L) = oy (0~ 1)
/3 Zp

Démonstration. La seule égalité qui n’est pas la conséquence immédiate d’une définition

est la seconde. Siy = 6(z) = %ggi, et on a u®Y = exp(slogz) = (x)° et donc
[ v = [ s
Zp 1+qZyp c€A
= / (x)%e'uxe
cen’1+aly
=S [ e
cen e Haly
=Y [ e
cen /e Halp
car (ez) = (z), w(z) = e ! si x € e7! + ¢Z, et finalement Ly = |U.enle + qZy). O

Corollaire 4.2.3. Si p est une distribution continue et si i € Z/¢(q)Z, la fonction
Mel; ,(s) est une fonction analytique de s et méme de u® — 1.

4.2.4 Construction de la fonction Zéta de kubota-Leopoldt

Sii€Z/p(q)Z, et si a € Zy vérifie (a) # 1, définissons g,; par la formule

o el (8) = e [ o) ) o)

1—w(a)=#a)' "

) =

Nous allons a présent démontrer le théoréme suivant dit & Kubota et Leopoldt

Théoréme 4.2.1. Sii € Z/¢(q)Z, il existe une unique fonction p;, continue sur Z, (resp.
Zp\{1}) sii # 1 (resp. si i = 1) telle que la fonction (s —1)(,i(s) soit analytique sur Z,
(i+pZy, sip =2), et que Uon ait (p;(—n) = (1—p")((—n) sin € N vérifie —n = imodp(q).

Démonstration. Unicité : Elle est évidente par densité de i + ¢(¢)N dans Z,,.

Existence : Montrons que g, ; vérifie bien les conditions demandées et ne dépend pas de a.

D’apreés le corollaire 4.2.3, Mel; ,,(s) est une fonction analytique de s. D’autre part, étudions
1

I’analycité de s — (e =)=
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o 1 cas : Siw(a)' ™ # 1, s = 1 — w(a)' "{a)' % est analytique ne s’annulant pas sur Z,
1-s .
car (a)  ° € 1+ gZ, puisque

+o0

@ =l - =3 (1)@ - et az,

n=0

e 2¢cas : Siw(a)!*=1ona

=X/1-s

()= = (1+<a>1>1—5=2( n ><<a>1>": 1+ (1 —s)((a) = 1) mod p*'Z,
n=0

ou k = vp((a) — 1) donc -
<a>pk_1 = (1 — s)u mod pZ,

ol u = <a;,:1 et par conséquent v,(u) = 0. Donc 1 —s = u~

1{a)

1—s
—1 .
~~—— dans F,, et donc, si
P

<a>1_s = 1 pour s € Zy, alors s € 1+ pZ,. Par récurrence, supposons s € 1 + p"Z,, ol
n € N*. Alors, on a

(@)™ =1+ (1 —s)((a) — 1) modp"t*+7z,

m

Vm > 1, vp<<1_8>(<a)—1)m>>k‘—|—n+l (1)

donc s € 1+ p"*1Z,, donc Vn € N*,s € 1 + p"Z,, donc s = 1.
preuve de (1) :

(7)) e ((2)

::mk+uA1—sy+wA;)+wA<’v)

m
>mk+n—v,(m)+0=k+n+[m-1k—-v,(m)]=k+n+Cirm

or vy(m) < XEM 4 1 donc Crm > (m—1)k —-1— logm v (m) on fp:x — (—

logp logp
Dk —1-— lﬁ)gg?. De plus, f; est de classe ¢ sur R* (au sens usuel défini sur R), et
fel@) =k = igp 2k — spga >k —1>0,Ve >2,Vk > 1.

Donc f, est strictement croissante quel que soit k > 1. Comme Cy,, > fr(m) > fi(1) =
0,Vm > 2 et comme C}, ,,, est entier, alors Cy ,, > 1, donc

Vm>1, v <<1;3>(<a> _1)m) Skt

fin de la preuve de (1).
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Donc <a>175 — 1 ne s’annule que pour s = 1. On en déduit que gq; est continue sur
Zp\{1} et méme sur Z,, si w(a)'~¢ # 1. De plus, si —n = imod¢(q), on a w(a)! =" = w(a)*"
et w(z)™" = w(z)", si z € 7.

Donc

i) = : | @@ )

1 —w(a) ()" Jz;

— it @) = (C1 = p(n)

Donc gq,i(—n) ne dépend pas du choix de a. Si a,d’ € Zy,, alors ga; — gar; st un quotient
de fonctions analytiques s’annulant en un nombre infini de points, ce qui implique qu’elle
est identiquement nulle et que la fonction g, ; est bien indépendante du choix de a. En
conclusion, il suffit donc de poser (,; = ga; pour (a) # 1 et w(a)*=* #1 (si i #1). O

4.2.5 résidu en s =1 de la fonction zeta p-adique

On a log(;—i-T) ( ) _ log(;—&-T)

€ %}f, donc il existe une distribution gz, telle que 7., (T
(el —1) = 7 = fo(t) et

[ s = 5§70) = (<1 tnc(1 = m)

)

on a également ., , (t) = &,

HKL

Comme le montre le lemme suivant, on peut remarquer que cette mesure n’est pas inva-
riante par translation.

L
7

Lemme 4.2.2. pran prr(x) = 5

Démonstration. On a fa-‘ranp urrn(z) = pl—n Yoern 1 € “yy, (e — 1) et comme log(e) = 0
si € est une racine de I'unité d’ordre une puissance de p. Donc il reste seulement le terme

correspondant & £ = 1, ce qui donne le résultat. O

Proposition 4.2.6. On a :

(1) Y(prr) = p ke

(i1) Reszy(urr) = (1—p~'o)uke

(i1i) [p a"prr = (—1)""tn(l—p* ¢l —n), sineN.
D

Démonstration. (i) On a la formule 9 ( démontrée dans la démontration de la

1
Ly=1
proposition 4.2.2. De plus, ¢(log(1 + ))T: lo T(( 1+ T)?) = plog(1 +T), or ¥(p(a)b) =
“w(b). Done log(1+T 1 log(1+T
D) g1+ 1) = v BT
Donc

JZflﬁ(p,}(L)(j_‘) = w(%HKL (T)) 71‘52{NKL( ) ‘Q{p*l/LKL (T)
donc

(urr) =p~ pre
Les preuves de (ii) et (4i7) sont similaires & celles effectuées dans la proposition 4.2.2. O
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Théoréme 4.2.2. La branche (p1 de la fonction zéta p-adique a un pole simple en s =1
de résidu 1 — %.

Démonstration. Avec ce qui précéde, on peut écrire ¢, si i € Z/¢(q)Z sous la forme

(-1 (-1

Cpils) =y Meli—ip, (1= 8) = =~ /Z w(@) ) e (x)

En effet, les termes de doite et de gauche de la formule ci-dessus sont analytiques sur
Zp\{1}, et prennent la méme valeur aux entiers négatifs —n € N, vérifiant —n = imod¢(q).
Dong, ils sont égaux en tout point. De plus,

lmg (s = 1)Gyu(5) = | wl) k(o)

, 1
= Zw(e)l_l/ prrL(z)=1— - sii=1, et 0 sinon
p

cEA E—‘rpr
O

Remarque 4.2.2. On peut rapprocher la formule linri(s —1)pa(s) =1— % de la formule
S—

analogue pour la fonction zéta de Riemann. La différence encore une fois est donnée par
un facteur d’Euler.
4.3 Les L fonctions p-adiques

Pour cette deuxiéme construction des L fonctions p-adiques, nous nous appuierons sur
les remarques faites a propos des sommes de Gauss au début de la section 2.
4.3.1 Rappels sur les L fonctions complexes

Soit y un caractére de Dirichlet de conducteur f. Nous rappelons que la L série attachée
a x est définit par

+o00
Lix,s)=Y Xg‘), R(s) > 1
n=0

. . . 2iTnb
ot s € C. Si on utilise x(n) = ﬁ > vmoan X T(B)eW ot e =e" D | alors

+00  _np

1 £
L = Y x> 2
(x,9) e mede ( )n:1 e

Or en utilisant
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on obtient, toujours pour R(s) > 1,

+oo “+00
1 1 dt

L - - - n s
(X, S) G( ) F(S) mOdD Z/ €D€ t°—
1 1 . /+°° 1 dt
S - b S —
G( i, 2 X O, gg,e—t_l :

1 /+°° dt

G(x~HT(s) T%D efet — t

Les intervertions somme-intégrale peuvent se justifier grace au théoréme de Fubini, nous
ne les détaillerons pas.

La derniére égalité nous donne par conséquent, d’aprés la proposition 4.1 que L(x, s)
s’étend en une fonction holomorphe sur C tout entier et que, si n € N, alors L(y, —n) =

(—1)”f>(<n)(0) ou f, définie par fy(t) = meodD _Sf”l est bien de classe €°°. Pour

supprimer le (—1)" de I’équation, on peut con51derer 2, telle que Z,(t) = fy(—t), on a

par conséquent L(y,—n) = fén)(()). De plus, en utilisant 1’égalité
1 1

—-b__¢ - b ot
Ep € —1 epe 1

ainsi que Y, . x " 1(b) = 0, on obtient L(x, —n) = (%)"fx(t)hzo, avec

_ -1
L(x,8) = > €X(b)

G(x) bmod D Ibet —1

4.3.2 Fonctions L p-adiques

Soit x un caractére de Dirichlet de conducteur D > 1 premier & p. Si x~1(b) # 0,

alors z—:lj’j est une racine de l'unité d’ordre premier & p et distincte de 1, ce qui implique

vp(g8, — 1) = 0. On en déduit le fait que la série entiére

F (T) _ —1 Z Xﬁl(b) _ 1 Z X—l(b) f 87[L)b ™
’ G(X_l) bmod D (1 + T)&lb -1 G(X_l) bmod D n=0 (Sl}j o 1)n+1

est & coefficients bornés (et méme a coefficients entiers car G(x) et G(x 1) sont entiers
algébriques et v,(G(x)G(x 1)) = v,(D) = 0, ce qui implique v,(G (X)) = vp(G(x™ 1)) = 0)
et donc la transformée d’Amice d’une mesure j, sur Z, dont la transformée de Laplace
est Fy(e! —1)4(t). On a donc pr "y = i@gn)(O) = L(x, —n), d’aprés les remarques sur
les L fonctions complexes, et vg, (1) > 0.

Définition 4.3.1. On définit la L fonction p-adique associée a x comme étant la trans-
formée de Mellin de 1, et on note B — Ly(x ® B) cette fonction. Si [ est un caractére
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localement analytique sur Z,, on a donc

Ly(x®pB) = | Bx)ux(x).

Zy

D’autre part, sii € Z/p(q)Z, on pose
Lpi(x;8) = Lp(x ® (w™"(z){x) ")) = /z* W (@) (@) "y ()
D
Proposition 4.3.1. i € Z/¢(q)Z, la fonction Ly, ;(x,s) est analytique sur Z, et on a
L,i(x,—n) = (1 — x(p)p")L(x, —n) si n € N vérifie —n =i mod ¢(q).

Démonstration. L’analycité de Ly ;(x,s) découle des remarques faites sur la transformée
de Mellin. De plus, d’apreés la démonstration de la proposition 4.2.2, on a la formule

1 1
=p
szl A+T)ep¢ =1 “(1+T)rely —1

On en déduit que la transformée d’Amice de la restriction a Z; de p, est

-1 > X)) xTH)
G(x 1) (1+T)ehy =1 (1 +T)pebt -1

bmod D

en mettant x~1(b) sous la forme x(p)x~!(pb) en utilisant que b — pb est une bijection
modulo D, on peut réécrire la formule ci-dessus sous la forme o7, (T') — x(p)@., (1 +
T)P —1). D’ott on en déduit

L) = L) XD Zu0t) et [ 2= (1 =X )
pour n € N. O

4.3.3 Comportement en s =1 des L fonction p-adiques

D’aprés les remarques précédentes faites sur les L fonctions complexes, on a la formule

+oo 6nb

O e IR

et donc _ | .
L0 1) = G > x (b log(1 - €h)

bmod D

Nous allons établir 'analogue p-adique de cette formule. Cela revient précisément a
calculer I'intégrale [, 2711, Nous allons pour ce faire calculer la transformée d’Amice de
p

z~ 1y, puis tuer 'indétermination en se restreignant a L,
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Proposition 4.3.2. La transformée d’Amice de x~ i, est (@ constante prés) :

Dy (T) = 3y () log((1 + T)eby — 1)

G(Xil) bmod D

Démonstration. On a la formule

d
(14 T) o, (T) = 7, (T)
Ensuite, on applique l'oppérateur (1 + T)% au membre de droite, puis en utilisant que
> vmed p X (b)) = 0, ainsi que vp(alb — 1) = 0 puisque pged(D,p) = 1, on obtient que la
série

e "
log((1 4+ T)e% — 1) = log(eh, — 1) +Z ( bDT )

ep—1
converge sur 2(0,07) O

Lemme 4.3.1. La transformée d’Amice de la restriction a Z, de $_1,ux est donnnée par
la formule

nesgte ) (1) = gy 0 (los((L+ D)l = 1) = S log((1+ TPy 1))
bmod D

@) -y (TP 1)

Ly

Démonstration. La preuve repose sur les résultats généraux de la restriction d’une mesure,
ainsi que sur 'identité

Z log((1+T)¢eh — 1) = log((1 + T)pspr - 1)
¢r=1

La deuxiéme égalité se démontre en écrivant x~1(b) sous la forme x(p)x~!(pb) en utilisant
que b — pb est une bijection modulo D comme pged(D,p) = 1. O

En évaluant en T' = 0 dans la formule précédente, on obtient

Lyi(x,1) = Ly(x @2~ ") = /; = G(;l_l) (1- X;p) ) b%;D x1(b)log(eh — 1)

ou la formule ne différe que d’un facteur d’Euler et oul le logarithme p-adique a substitué
le logarithme usuel.
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4.3.4 Torsion par un caractére de conducteur une puissance de p

Dans cette partie, nous allons généraliser les résultats précédents en évaluant la L
fonction p-adique de y en un caractére de la forme B(z)x™ ou f est caractére de Dirichlet
de conducteur une puissance de p. Nous utiliserons la notation y ® 8 pour désigner le
caractére de Dirichlet modulo Dp* défini par (x ® B)(a) = x(a)B(a), ott x et B sont
vu comme des caractéres mod DpF grace aux projections respectives de (Z/DpFZ)* sur
(Z/DZ)* et (Z/p"Z)*

Lemme 4.3.2. Soit k > 1, B un caractére de Dirichlet de conducteur p* et u une distri-
bution continue sur Z,. Alors, on a

1 — c
o Blx)(1+T) u(x) = G Y. BHOF((+T)el — 1)

¢ mod pk

Démonstration. On a

[ B0+ = S s / 1+ T

k
a mod p¥ +p"Zp

= Y A | X T

a mod p¥ k=1

D IEAGEEATES D SR Ol

P =1 a mod p¥

Si on écrit ¢ sous la forme E;k, on reconnait dans le terme entre parenthése une somme de
Gauss tordue. Par conséquent, il vaut

plkﬁ‘l(—C)G(ﬂ) -

d’ou le résultat. O

Proposition 4.3.3. Si p est une mesure sur Z, dont la transformée d’Amice est de la

forme
—1

G(x™1)

et si B est un caractére de Dirichlet de conducteur p* avec k > 1, alors

'Q{u(T) =

S U BF(L+ )L 1)
bmod D

-1
- Blx)(1+T) () = G(x28) ) Z (x®B) Ha)F((1 + T)gbppk -1)

a mod Dpk
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Démonstration. D’apreés le lemme précédent, on a

~1
. B@)(1+T)"u(z) = GOOGE) T Yo > XTTBTHOF((1 4 T)ehel — 1)

b mod D C 'rnodplC

Or tout élément de Z/DpFZ peut s'écrire de maniére unique sous la forme Dec + p*b
(théoréme chinois), avec b € Z/DZ et ¢ € Z/p*7Z. Cela implique les formules suivantes

a _ b ¢
€Dpk —EDgpk

(x®B) Ha) =x""@")BH D)X (b)B " (c)

G(x®B) " N= Y, xeh dehu

a mod DpF
P D) ( 3 X‘l(b)8%> S 50
b mod D ¢ mod p¥
= XM D)G( TG
Ce qui permet de conclure. O

On peut appliquer la proposition précédente & la distribution 2! Hy avec I =log, ce
qui donne, en évaluant en T' = (

Lixo @) = [ By = =

z; G((x®p)T) Y. (x®@p) M (a)log(eh, — 1)

a mod DpF
Remarquons que cette formule reste similaire & son analogue complexe.

Proposition 4.3.4. Si 8 est un caractére de Dirichlet non trivial de conducteur une puis-
sance de p, et st n € N, alors

Lpy(x ® (2"B)) = L(x ® B, —n).

Démonstration. En appliquant la proposition a la formule donnant la transformée d’Amice
[by, on obtient que la transformée d’Amice de B(z)u(x) est

—1 3 (x® 5)_1(5)

Gx@py ), 2 (+1)h —1

mod Dpk D

et donc que sa transformée de Laplace est %, g5(t), ce qui conclut. O
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Conclusion

Comme nous avons pu le constater, les L fonctions p-adiques sont trés surprenantes.
Bien qu’elles soient construites par interpolation sur les entiers négatifs, leur résidu conti-
nue de coincider avec celui des L fonctions complexe en 1. Mais on comprend véritablement
I'importance de ces fonctions grace au théoréme de Mazur-Wiles, qui donne une caractéri-
sation algébrique des zéros de la fonction zéta, et nous montre que les L fonctions p-adiques
font parties des fondations de ’arithmétique moderne.
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