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Introduction

Est présenté ici la rapport du stage de 6 semaines que j’ai effectué au laboratoire de
mathématiques de 'université de Poitiers, sous la direction de Pol Vanhaecke. Le sujet porte
sur les algébres de Lie, et tout particuliérement les algébres enveloppantes et le théoréme
de Poincaré-Birkhoff-Witt.

Les algébres de Lie doivent leur nom au mathématicien norvégien Sophus Lie, qui les a
étudié au 19¢ siécle. Elles jouent un réle important en mathématiques. Tout d’abord, elles
sont trés fortement liées aux groupes de Lie, qui sont des variétés différentielles munies
d’une opération de multiplication et d’une opération d’inversion toutes deux de classe C*°.
En effet, a tout groupe de Lie on peut associer une algébre de Lie, son espace tangent en
I’élément neutre, et a toute algébre de Lie de dimension finie on peut associer un groupe
de Lie. Ces derniers sont utilisés entre autres dans I’étude des équations différentielles. Les
groupes de Lie, et donc les algébres de Lie, sont également fondamentaux dans 1’étude de
symétrie en mathématiques. Enfin, on peut citer une importance des algébres de Lie dans
la théorie des représentations ainsi que dans la théorie des nombres. Les algébres de Lie ont
aussi de nombreuses applications en physique, notamment en physique théorique. En effet,
elles sont trés utiles dans ’étude de groupes qui interviennent en physique des particules,
notamment les groupes de symétries. Les algeébres de Lie interviennent aussi en relativité
restreinte, relativité générale, et théorie de 'unification.

Une algébre enveloppante d’une algébre de Lie est une algébre qui vérifie une propriété
universelle que ’on définira. D’une part, cette algébre permet de réduire ’étude des repré-
sentations d’une algébre de Lie a celle des représentations de son algébre enveloppante, et
d’autre part elle fournit, en un sens que ’on verra plus loin, une représentation fidéle de I’al-
gébre de Lie dont elle provient. Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt a plusieurs formes,
et porte sur les algébres enveloppantes, il provient des travaux des trois mathématiciens
dont il porte le nom, travaux qui datent du début du 20° siécle. Il permet de mieux saisir
la structure de celles-ci, et une de ses formes fournit une base de I’algébre enveloppante en
tant qu’espace vectoriel.

Le rapport s’appuie en grande partie sur la lecture des deux textes suivants : Intro-
duction to Lie Algebras and Representation Theory de J. Humphreys [3], et Lie Algebras
de N. Jacobson [4]. L’introduction aux algébres de Lie s’inspire du premier chapitre des
deux livres, quand la partie sur les algébres enveloppantes et le théoréme de Poincaré-
Birkhoff-Witt est tirée du cinquiéme chapitre de chacun des ouvrages. D’autres livres ont
été utiles, leur utilisation sera annoncée, et on trouvera la liste des références détaillées dans
la bibliographie.

Nous commencerons par introduire la notion d’algébre et celle plus particuliére d’al-
gébre de Lie, donner des exemples de telles algébres, étudier les opérations sur les algébres
de Lie et voir les modules et représentations. La seconde partie sera consacrée au produit
tensoriel d’espaces vectoriels, nécessaire dans la suite pour construire quelques algébres
importantes, dont I'algébre enveloppante. Nous définirons donc le produit tensoriel, dé-
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montrerons son existence et son unicité & isomorphisme preés, construirons deux algébres
grace a lui, et donnerons la définition du produit tensoriel d’algébres. Dans une troisiéme
partie, nous nous intéresserons aux algébres enveloppantes, en donnant d’abord la propriété
universelle associée, puis nous démontrons 'unicité et ’existence en la construisant expli-
citement, et verrons quelques propriétés. Enfin, la derniére partie traitera du théoréme de
Poincaré-Birkhoff-Witt. Aprés des préliminaires nécessaires, nous donnerons deux énoncés
du théoréme, leur lien, ainsi que quelques conséquences de ce théoréme, et nous terminerons
le rapport en donnant deux démonstrations peu semblables du théoréme.

Dans tout le rapport, [F désigne un corps commutatif.

Juin 2016.
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1 Algébres de Lie

1.1 Deéfinition

Définition 1.1. Une algébre A sur F est un espace vectoriel sur F qui posséde une opération
x4 : AxA — A bilinéaire pour les lois d’espace vectoriel de A, appelée produit. L’algébre est
dite unitaire s’il existe un élément unité, noté 1 4 vérifiant : Va € A, ax 414 = 14X 4a = a.
Si le produit est associatif on parle d’algébre associative, et on note le produit de a et b :
axb, a-b, ab,...

Définition 1.2. Soit A et B deux algébres associatives unitaires, un morphisme d’algébres
associatives de A dans B est une application linéaire f : A — B vérifiant : Va,b € A, f(aX 4
b) = f(a) xp f(b). On dit que f est unitaire si de plus f(14) = 1p.

Remarque 1.1. Dans la suite, toutes les algébres associatives seront supposées unitaires, on
parlera également par abus d’algébre, pour signifier algébre associative unitaire. De la méme
fagon, on parlera de morphisme d’algébres a la place de morphisme d’algébres associatives
unitaires.

Définition 1.3. Un idéal bilatére d’une algébre A est un sous-espace vectoriel I de A qui
vérifie : Vo € [[Va € A, za € I et ax € I.

Définition 1.4. Pour I un idéal bilatére d’une algebre A, 1’ algébre quotient A/ 1 est I'espace
quotient muni de la structure d’algébre naturelle. L’application 7 : A — A/I de projection
canonique est un morphisme d’algébres surjectif. L’algébre quotient vérifie la propriété
universelle du quotient : pour toute algébre B et pour tout morphisme d’algébres ¢ : A — B
tel que I C ker(p), ¢ se factorise par A/I, c’est-a-dire qu’il existe un unique morphisme
¢: A/l — B tel que p = por.

La démonstration est trés semblable & celle concernant les anneaux, et également & celle
concernant les algeébres de Lie, qui est donnée plus loin.

Définition 1.5. Une algeébre de Lie L est une algébre, dont le produit, noté [.,.], vérifie les
axiomes suivants :

(L1) Yz € L, [z,2] =0;
(L2) Vz,y,z € L, [z, [y, 2] + [y, [z, z]] + [z, [z,y]] = 0 (identité de Jacobi).

Remarque 1.2. Quand un produit vérifie la propriété (L1), on dit qu’il est alterné. Lorsque F
n’est pas de caractéristique 2, (L1) équivaut a: Va,y € L, [z,y] = —[y, x], en caractéristique
2, ce n’est qu’une conséquence. Cette propriété est appelée I antisymétrie.

Remarque 1.3. L’identité de Jacobi peut se réécrire de deux fagons : de maniére plus
condensé, [z, [y, z]] + cycl(z,y,2z) = 0, ou cycl(z,y, z) désigne les deux termes cycliques
en x,y, 2, et, en utilisant Pantisymétrie, [z, [y, z]] = [y, [z, 2]] + [[z,y], 2], ce qui montre, en
un sens que l'on expliquera plus loin, que [z, .] est une dérivation.
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Remarque 1.4. Si {z;,i € I} est un ensemble générateur de L en tant qu’espace vectoriel,
alors, par linéarité, il suffit de vérifier 'identité de Jacobi pour les triplets pris dans cet
ensemble.

Définition 1.6. Une sous-algébre de Lie K d’une algébre de Lie L est un sous-espace
vectoriel de L qui est stable par produit : Va,y € K, [z,y] € K. On a alors que (K, [.,.])
est une algébre de Lie.

1.2 Exemples

Ezemple 1.1. On se donne (A, +, %) une algébre (associative), et on définit A;, comme étant
égal & A en tant qu’espace vectoriel et on le munit de :

[ ] ALX.AL — AL
7 (ayb) = axb—bxa.

(A, [.,.]) est alors une algébre de Lie. En effet, on a [a, [b, c]]+cycl(a, b, ¢) = a(bc—cb) — (be—
cb)a+cycl(a, b, ¢) = abc—acb—bca+cba+-cycl(a, b, ¢) = abc—achb—abc+achb+cycl(a, b, c) = 0
car —bca+ cycl(a,b,c) = —abc+ cycl(a, b, ¢) et de méme pour cba. Le vecteur [a, b] est alors
appelé le commutateur de a et b.

Ezemple 1.2. En particulier, si V' est un F-espace vectoriel, I’ensemble End(V') des endo-
morphismes de V' est une algebre associative munie de la composition, on peut donc obtenir
une algébre de Lie comme montré précédemment :

Définition 1.7. L’algébre de Lie gl(V') := End(V')1 est appelée 'algébre générale linéaire
de V. Toute sous-algebre de Lie de gl(V') est appelée algébre de Lie linéaire.

Exemple 1.3. Lorsque V est de dimension finie n, on peut le munir d’une base & n éléments,
et End(V') correspond alors a I’ensemble des matrices M, (IF) qui est une algébre associative.
On note alors gl(n,F) := M, (), I'algébre de Lie correspondante.

Ezemple 1.4. Soit n € N*| les sous-espaces t(n,F) des matrices triangulaires supérieures de
taille n x n, n(n,F) des matrices triangulaires supérieures strictes, et 9(n,F) des matrices
diagonales sont des sous-algébres de Lie de gl(n,F) car ils sont stables sous la multiplication
de lalgebre associative M, (F).

L’exemple qui suit est I’exemple historique des algébres de Lie, c’est celui qui a motivé
leur introduction.

Ezemple 1.5. Soit n € N*, on se donne (p;,q;)1<i<n un systéme de coordonnées de R?",
et on munit I’espace vectoriel C>°(R?") du produit [.,.] défini pour f,g € C®(R?") par

N~ (999 Of 99 00 (2nY . :
[f 9] = ; (8}% 3G 94 0p ) Cela munit C*°(R*") d’une structure d’algébre de Lie. En

effet, la bilinéarité et la propriété (L1) sont évidentes, et on vérifie I'identité de Jacobi :
pour f,g,h € C®(R?"), on a, aprés calculs,
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_\n n Of 89 Oh , Of 99 _Oh _ Of 09 Oh _
[f’ [97 hH + CyCl(f, 9, h) - Zi:l Zj:l Op; 0q;0p; 0q; + Jdp; Op; 0q;0q; Op; 9q;0q; Op;
Of 09 0h  Of 99 Oh _ Of 99 0Oh oOf Odg Oh of 0g Oh _
Opj 0q; 0q;0p;  0q; Op;Op; Oq;  Oqj Op; Op;O0q; ' Oq; Op;0q; Op; ' Oq; Oq; Op;Op; + Cyd(fv 9, h) =0.

Car, par exemple,
af 9o oh _ af o oh

Cette égalité s’obtient en intervertissant le nom des indices, par le lemme de Schwartz, et
par cyclicité.

Ezxemple 1.6. On se donne V un espace vectoriel de dimension finie, et (, ) une forme
bilinéaire non dégénérée sur V. Tout endomorphisme f de V posséde un endomorphisme
adjoint f* qui vérifie : Vo, y € V, (f(z),y) = (x, f*(y)), de plus f — f* est linéaire et vérifie
(fg)* = g*f*. L’ensemble &(V') des endomorphismes vérifiant f* = — f est une sous-algébre
de Lie de gl(V). En effet, on a, si f,g € &(V), [f,g9]" = (fg)* — (¢9f)* = ¢*f* — f*g* =
9f — fg=—If.q]

Ezemple 1.7. Soit (A, +, x) une algébre (qui peut étre associative, de Lie, etc) sur F, on dit
qu’'une application F-linéaire § de A dans A, est une dérivation de A si § vérifie la régle de
Leibniz : Va,b € A,5(axb) = axd(b)+d(a) x b. On note Der(A) 'ensemble des dérivations
de A, qui est alors une sous-algébre de Lie de gl(V'), et donc une algébre de Lie linéaire.
En effet, on vérifie aisément que si §, 0’ sont des dérivations, [4,d’] en est une aussi (ce qui
n’est pas le cas de § o &).

Soit L une algeébre de Lie. Pour z dans L, 'application ad , : y + [z,y] est une appli-
cation linéaire, de plus, par (L2), comme on I’a vu en remarque 1.3, c’est une dérivation
de L. Une telle dérivation est appelée dérivation intérieure et on note leur ensemble Int (L)
qui forme une sous-algébre de Lie de Der(L). En effet, si x,y sont dans L, et z € L, on a :
[ad ,ad y)(2) = adyady(2) —adyad.(2) = [z, [y, 2]] = [y, [z, 2]] = [z, [y, 2]] + [y, [z, 2] =
—[z [#,y]] = [[#,y], 2] = ad [ (2) par (L1) et (L2).

Exemple 1.8. Ici, V est un espace vectoriel de dimension finie, ’ensemble des endomor-
phisme de V' de trace nulle est une sous-algébre de Lie de gl(V'), avec les propriétés de
linéarité et de commutativité de la trace. On note cette algébre de Lie linéaire sl(V').

Ezemple 1.9. On vérifie facilement que le produit vectoriel fournit 4 R3 une structure
d’algébre de Lie.
1.3 Opérations sur les algébres de Lie

Définition 1.8 (Morphisme). Soit L, L’ deux algebres de Lie, on appelle morphisme d’al-
gebres de Lie entre L et L' toute application linéaire ¢ de L dans L' qui vérifie :

Vr,y € L, o([2,y]) = [#(2), o(y)]
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On dit que @ est un monomorphisme si elle est injective, c’est-a-dire si ker o = 0, un épimor-
phisme si elle est surjective, c’est-a-dire Im ¢ = L/, et un isomorphisme si elle est bijective,
¢~ ! est alors un morphisme d’algébres de Lie. Un automorphisme est un isomorphisme de
L dans lui-méme.

Exemple 1.10. Si K est une sous-algébre de Lie de L, alors I'inclusion canonique 2 : K < L
est un monomorphisme.

Remarque 1.5. L’image Im(¢) d’un morphisme d’algébres de Lie ¢ : L — L’ est une sous-
algeébre de Lie de L.

Définition 1.9 (Produit). On définit, pour (X, [.,.]x), (L, [.,.]r) des algebres de Lie I’algébre
de Lie produit K x L comme ’espace produit K x L que I’on munit de 'opération [.,.|xxr,
définie sur un systéme générateur : pour x1,x2 € L, y1,y2 € K, on pose :

o [(21,0), (x2,0)]kxr = ([x1,22] Kk, 0)
hd [(Oa yl)v (an2)]K><L = (03 [y17y2]L)
hd [($1,0), (O’yZ)]KXL = (0,0)

Ce qui donne, aprés caleul, [(z1,91), (22, y2)]kx L = ([21, 22K, [y1,92]1). L'espace (K x
L, ., .]kx1) est alors une algébre de Lie.

Remarque 1.6. On vérifie facilement que les application de projection et d’injection cano-
niques sont des morphismes d’algébres de Lie :

KxL — K KxL - L . K — KxL . L — KxL

y P2 -

Les projections sont des épimorphismes et les injections des monomorphismes.

Définition 1.10. On définit, pour K, L des sous-algébres de Lie d’une méme algébre de Lie
M, Vespace [K, L] comme le sous espace vectoriel de M engendré par {[z,y|, x € K,y € L}.

Remarque 1.7. Ce n’est en général pas une sous-algébre de Lie de M.

Définition 1.11. On appelle algébre de Lie dérivée d’une algébre de Lie L 'algébre de
Lie [L, L]. Il est clair que c’est une sous-algébre de Lie de L. On dit que L est abélienne si
[L, L] = {0}.

On introduit maintenant la notion d’idéal d’une algébre de Lie. La définition et les
résultats qui suivent sont similaires & ceux pour les idéaux d’anneaux par exemple.

Définition 1.12 (Idéal). Un idéal I d’une algébre de Lie L est un sous-espace vectoriel de
L qui a la propriété d’absorbance : Vo € I, Vy € L, [z,y] € I.

Ezemple 1.11. Les deux idéaux triviaux sont {0} et L lui méme. On vérifie aussi facilement
que le centre de L : Z(L) := {x € L | Vy € L,[z,y] = 0}, ker ¢ pour un morphisme
d’algebres de Lie ¢ et l'algébre dérivée [L, L] sont des idéaux de L.
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Remarque 1.8. On voit que L est abélienne si et seulement si Z(L) = L.

Ezemple 1.12. Pour une algébre de Lie L, Int(L) forme un idéal de Der(L). En effet, nous
savons déja que c’est un sous-espace vectoriel de Der(L), et si x € L et § € Der(L), pour
tout y € L, [ad 1, 6)(y) = ad . (3(y)) —8(ad o (y)) = [z, 3(y)] — 3([, y]) = [, 6(3)] — [, 6()] —
[6(z),y] = [-0(x),y] = ad _5(3)(y). On a donc bien [Int(L),Int(L)] C Int(L).

Exemple 1.13. La sous-algébre de Lie sl(V') de gl(V) est un idéal de gl(V') puisque par
propriétés de la trace, le commutateur de deux matrices est de trace nulle.

Ezxemple 1.14. K x {0} et {0} x L sont des idéaux de K x L.

Définition 1.13. L’intersection d’idéaux d’une algébre de Lie L est un idéal. On définit
alors I’idéal engendré par une partie X de L comme le plus petit idéal de L contenant X,
il est noté (X), et il est I'intersection de tous les idéaux de L contenant X.

Définition 1.14. Une algébre de Lie L est dite simple si elle est non abélienne et que ses
seuls idéaux sont {0} et L.

Remarque 1.9. Lorsque L est simple, on a Z(L) = {0} et [L, L] = L.

Ezemple 1.15. On peut montrer que 'algébre de Lie s[(2,F) est simple pour F de caracté-
ristique différente de 2, cf [3] p.6.

Définition 1.15 (Quotient). Pour une algébre de Lie L et un idéal I, on définit ’algébre
de Lie quotient L/I comme 'espace vectoriel quotient que I'on munit du produit

Lrle+ Ly+ 1= [z, y] + 1.

Remarque 1.10. La définition précédente n’est pas ambigiie. En effet, si # — 2’ € I et
y—y el,x+Ly+I=+1Ly +1Icar '’ =x+u v =y+v, uv € I alors
[+ Ly +1] = [2"y ]+ 1 = [z +uy+o]+1 = [z,y]+[z,0] + [u,y] + [u,0] + 1 = [z,y] + ]
car par absorbance, [z,v],[u,y], [u,v] € I. D’autre part, (L1) et (L2) sont vérifiés pour le
produit sur L/I, simplement parce qu’ils le sont pour le produit sur L.

Remarque 1.11. On dispose alors d’un épimorphisme d’algébres de Lie canonique

L — LJ/I
r — xz+1.

Proposition 1.16. Soit un morphisme d’algébres de Lie ¢ : L — L' et un idéal I de L
tel que I C ker p, alors il existe un unique morphisme d’algébres de Lie ¢ : L/T — L' tel
que ¢ =Y om. De plus, si I =kery alors 1 est injectif et L/ker p = Im (isomorphisme
d’algeébres de Lie).

Démonstration. On pose pour x € L, ¥(x+ I) = ¢(x), cette définition n’a pas d’ambiguité
car I C ker g, et cela définit un morphisme d’algébres de Lie. On a alors bien ¢ = 1 o .
Si on se donne un morphisme d’algébres de Lie ¢’ qui vérifie assertion, alors ¢'(z +
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I) = ¢/(m(x)) = p(x) et donc ¢' = 1, d’ou I'unicité. Enfin, supposons que I = ker¢. Si
Y(x+ 1) =0, alors p(x) = 0, donc « € kerp = I, ainsi, x + 1 = 0+ I, et alors ¢ est
injectif. O

Ezemple 1.16. On voit ainsi facilement, avec la remarque 1.6 et I’exemple 1.14 que (K X
L)/(K x{0})= Let (K xL)/({0} x L) =2 K.

1.4 Modules et Représentations

Définition 1.17. Une représentation d’une algébre associative A sur F est un morphisme
d’algebres entre A et End(V') ot V est un F-espace vectoriel. Une représentation est dite
fidéle si le morphisme est injectif.

Définition 1.18. La représentation réquliére d’une algébre A est la représentation :

A — End(A)
A —- A

a — ag:
9" b — ab

C’est une représentation fidéle.

Démonstration. La bilinéarité du produit d’algebre nous assure que a4, € End(.A). De plus,
par bilinéarité et associativité, on vérifie facilement que a + a4 est un morphisme d’algébres.
On vérifie I'injectivité : soit a € A tel que a4 soit dans le noyau, c’est-a-dire Vb € A, ab =0,
or A est unitaire, ainsi a = al = 0. O

Définition 1.19. Une représentation d’une algébre de Lie L sur F est un morphisme
d’algebres de Lie entre L et gl(V) ou V est un F-espace vectoriel. Une représentation est
dite fidéle si le morphisme est injectif.

Remarque 1.12. D’aprés les définitions précédentes, on voit que si on a un morphisme
d’algébres de Lie injectif de L dans Aj, et que A posséde une représentation fidele, alors
on obtient pour L une représentation fidéle. C’est I'objet de l'algébre enveloppante et du
théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt.

Définition 1.20. Pour L une algébre de Lie, un L-module V est un F-espace vectoriel muni
LxV — V

, licati
d’une application La) — -z

bilinéaire vérifiant [l1,l2] -z =11 - (la-x) —l2- (1 - x).

Remarque 1.13. Les deux notions sont liées : étant donnée une représentation ! — [ d’une

LxV — ~V
(l,x) +— (=)

algebre de Lie L sur gl(V), 'application fournit & V une structure de
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L-module, et réciproquement, pour un L module V' de produit L(li’n‘)/ : l‘-/:n , Vap-
L — gl(V)
plication = V - V est une représentation de L. En effet, cela provient des
r — l-x

deux définitions, qui se correspondent.

Remarque 1.14. On a une notion similaire de .A-module ou A est une algébre associative,
et de la méme fagon, la notion de module et de représentation sont fortement liées.

Remarque 1.15. Si p: L — gl(V') est une représentation de (L, [.,.]r), alors on peut munir
I’espace vectoriel L & V d’une structure d’algébre de Lie, avec le produit défini par :

40U+ ey = [L,U]L+ pl) - v = p(l') - v.

Définition 1.21. Pour une algébre de Lie L, L’application ad : x — ad, est une repré-
sentation de L, elle est appelée la représentation adjointe de L.

Démonstration. Vérifions que ad est bien un morphisme d’algébres de Lie : soit =,y € L,
a € F. On a, pour tout z dans L, d’'une part ad 4p4y(2) = [az + y, 2] = a[z, 2] + [y, 2] =
a-ady(z) +ady(z) donc ad gz 4y = a - ad, + ad, et d’autre part, ad [, ,(2) = [[z,y], 2] =
[z, [y, 2]] — [y, [x, 2]] = ad zad y(2) — ad yad ;(2) = [ad 4, ad 4](2) d’out la conclusion. O

Remarque 1.16. Une algébre de Lie L peut étre considérée comme un L-module, avec la
multiplication donnée par : (I, z) — [l, x| : la bilinéarité est évidente et I'égalité [[l1, lo], 2] =
[l1,[l2, z]] — [l2, [l1, z]] correspond & l'identité de Jacobi.

On se donne maintenant (L, [.,.]r) une algebre de Lie et (K, [.,.]x) un L-module qui est
aussi une algebre de Lie, tel que le produit L x K — K, (I,x) — [ -x soit une dérivation,
c'est-a~dire que - [x1, x2|x = [l 1, x2|k + [71, ] x2] k. Sous ces hypothéses, on peut donner
la définition suivante.

Définition 1.22 (Extension scindée). L’extension scindée de L par K, notée R:= L & K
est la somme directe de L et K en tant qu’espaces vectoriels, que I'on munit du produit
[., ']L@K défini par : [l1 +x1,ls+ $Q]L@K = [ll, ZQ]L +li-x0—1lo-x1+ [xl, $2]K- R est alors
une algébre de Lie.

Démonstration. On montre que R = L & K est une algébre de Lie : la structure d’espace
vectoriel, la bilinéarité et (L1) sont clairs, et on vérifie I'identité de Jacobi pour des triplets
pris dans 'ensemble générateur {{ + 0,1 € L} U{0+ z, x € K}. Pour trois éléments de la
forme [ + 0 (resp. 0 + x), l'identité de Jacobi provient de I'identité de Jacobi sur L (resp.
K). Pour deux éléments de la forme [ 4+ 0 et un de la forme 0 = z, on a, si l,m € L et
x e K,

[z, [l m]rex]|Lex + [m, [z, | Lek]Lex + I, [m, 2]Lek] Lok =
—[,mlp-x—[m, - 2| +[l,m xlpegx = —1-(m-2)+m-(l-z)—m-(l-z)+1-(m-x) = 0.
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En effet, la premiére égalité provient de la définition de [.,.]rgx, et la seconde de cette
méme définition et pour le premier terme de la définition d’'un L-module. D’autre part,
pour un triplet dont deux éléments sont de la forme 0 4+ x et un de la forme [ + 0, on a, si
leLetz,ye K,

[z, [y, Jrex]rox + [ [z, Y]lLox + [y, [ 2lLex]tox = [z, =1 ylk + 1 [2,y]k + [y, - 2]k =
—[z, 0yl + [l 2,9k + [, 0yl + [y, 1 - x|k = 0.

La premicére égalité est obtenue par définition de [.,.]reKk, et la seconde avec I'hypothése
faite plus haut que le produit - soit une dérivation. ]

Remarque 1.17. On voit facilement aprés calculs que dans ce cas, K est un idéal de R,
R/K = L et L est une sous-algebre de Lie de R.

Remarque 1.18. L’algébre de Lie construite dans la remarque 1.15 est un cas particulier de
cette définition, si on munit V' du produit nul (Vv,v" € V| [v,0'] = 0) et avec le passage de
représentation a L-module.

2 Produit tensoriel

2.1 Produit tensoriel d’espaces vectoriels

Cette section s’appuie en grande partie sur le chap. 6 d’Algébre Bilinéaire, de Michel
Cognet, [2] et le chap. 16 d’Algebra de Serge Lang, [5]. Dans toute la section E, F' et H
désigneront des F-espaces vectoriels.

Notation. On note Bil(E, F; H) le F-espace vectoriel des applications bilinéaires de E x F’
a valeurs dans H.

On souhaite construire un objet qui permet de factoriser les applications bilinéaires, et
de les rendre linéaires. Cest ce que l'on fait ici. Soit L(E x F') le F-espace vectoriel de

base E x F, c’est-a-dire L(E x F) := Z ci(zi,yi) | ci €F, 2, € B y; € F} ou ¢(x,y)
i finies

n’a qu’'un sens formel mis & part le fait que ¢(cd(x,y)) = (¢d)(z,y) et c(z,y) + d(x,y) =
(¢ + )(x,y). On caractérise 1'égalité par : ¢(x,y) = d(z,t) & ¢ =d,z = z,y = t. On
note alors N le sous-espace vectoriel de L(E x F') engendré par l'ensemble des éléments
de la forme : (z +2',y) — (z,y) — (2",y), (z,y +¥) — (z,9) — (2,¥), a(z,y) — (az,y) et
a(x,y)—(z,ay) pour a dans F, 2, 2’ dans E et y, 3y’ dans F. On note alors V I'espace quotient
Vi=L(EXF)/N.Onai: ExF — L(E x F) I'inclusion canonique et 7 : L(E X F) =V
la projection canonique, et on note b : E x F' — V leur composition, qui est bilinéaire.
Montrons que V satisfait notre assertion de départ.

Soit f une application bilinéaire de E x F' dans H. Puisque #(E x F) est une base de
L(E x F), on a une unique application linéaire induite fqui fait commuter le diagramme
suivant :
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ExF—>L(ExF)

A

H

Or, f est bilinéaire, donc f s’annule sur N, en effet, par exemple, on a f((x—l—ﬂvl, y)—(x,y)—

(@,y) = f((z+2",y) = f(z,9) — (@) = fle+2",y) = f(z,y) - f(2',y) = 0. Ainsi,
par la propriété universelle du quotient, f se factorise de maniére unique par L(E x F')/N
via I’application linéaire f, et on a alors le diagramme suivant :

ExF ‘> L(Ex F)

Ainsi, on obtient :

On a bien la factorisation voulue, et I’application obtenue est bien linéaire. ]? est unique
car 1(E x F) est une base de L(F x F') et donc b(E x F') engendre V.

Proposition 2.1 (Propriété universelle du produit tensoriel). Soit E et F' deuz F-espaces
vectoriels. Il existe V' un F-espace vectoriel et b € Bil(E, F; V) vérifiant la propriété uni-
verselle du produit tensoriel (PUPT) définie comme suit : pour tout F-espace vectoriel H,
pour toute application f € Bil(E, F'; H), il existe une unique application fve L(V,H) telle
que fob=f.

De tels V' et b sont uniques a isomorphisme prés, c’est-a-dire que si (V',b') vérifie la
propriété énoncée plus haut, alors il existe p un isomorphisme de V dans V' tel que b/ = ob.

Démonstration. La preuve d’existence a été faite plus haut en construisant l’espace voulu,
et 'unicité se fait de la méme maniére que pour toute propriété universelle, elle sera faite
plus loin pour un autre objet, cf proposition 3.2. [

Définition 2.2. On appelle produit tensoriel de E et F', et on note £ ® I tout espace
vectoriel V' tel qu'il existe b € Bil(E, F; V) tel que (V,b) vérifie (PUPT). On notera alors,
pour (z,y) € E X F, b(x,y) =z ®y.

Remarque 2.1. La propriété universelle est alors : pour tout F-espace vectoriel H, pour toute
application f € Bil(E, F'; H), il existe une unique application f € L(E ® F, H) vérifiant,
pour tout (z,y) € E x F, f(r ® y) = f(z,y). En termes de diagramme commutatif, on
obtient :
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ExF—1-H
bJ« o

E®F

Ainsi, le produit tensoriel permet de transformer des applications bilinéaires en appli-
cations linéaires.

FEzxemple 2.1. La loi produit d’une algébre A est la donnée d’une application de A x A &
valeurs dans A, bilinéaire, ainsi, en utilisant la propriété universelle, la loi produit peut étre
donnée par une application linéaire de A ® A dans A.

Remarque 2.2. Puisque b est bilinéaire, on a, pour (z,y,z,t) € E x E x F x F, pour tout
aclF, (z4y)Rz=2R24+yRz, 2R (2+t) =rQ@z+ztet (ar)R2z =@ (az) = a(zr®2).
Remarque 2.3. On trouvera dans les deux références des démonstrations du fait que si
{es, i € I} est une base de E et {f;, j € J} une base de F alors {e; ® fj, (i,7) € I x J} est
une base de E ® F. Dans la suite on aura besoin seulement du caractére générateur, qui
s’obtient trés facilement par bilinéarité.

Définition 2.3 (Produit tensoriel d’applications). Soit f € L(E) et g € L(F'), il existe
alors une unique application de L(F ® F'), notée f ® g, et appelée produit tensoriel de f et
g, vérifiant :

V(z,y) e EXF, (f@g)(z®y)= f(z)®9(y).

Démonstration. Lapplication (z,y) — f(z) ® g(y) appartient & Bil(E,F; E ® F) car
(x,y) — x®uy est bilinéaire et f et g sont linéaires, donc par (PUPT), on obtient I'existence
et 'unicité. O

Proposition 2.4. Si E,F,G sont trois F-espaces vectoriels, il existe un unique isomor-
phisme de E® (F ® G) vers (E® F)® G qui envoie x @ (y ® z) sur (z®@y) ® z.

Démonstration. Cette preuve suit celle donnée p.604 d’Algebra, [5]. L’ensemble {z ® (y ®

z), (z,y,2) € EXFxG} engendre E®(F®G), ce qui assure 'unicité d’une telle application.
Soit x € E. L’application

FxG — (E®F)®G

M) e ey es

est bilinéaire, ainsi, par (PUPT), il existe une application linéaire 5\; telle que :

. FoG —» (EeF)eG
T yz = (zR7y)® ez

De la méme facon, ’application
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Ex(FoG) — (EQF)eG
(z, ) > Az (@)
est bilinéaire, ainsi, on obtient

_ E®(F8G) - (E@F)8d
o TR« — Az ()

qui est ’application linéaire recherchée. On construit de la méme maniére son application
réciproque, et on obtient le caractére bijectif. ]

Remarque 2.4. On a ainsi montré le caractére associatif & isomorphisme prés du produit
tensoriel.

Remarque 2.5. On peut définir, de la méme maniére que £ ® F', le produit tensoriel de n
F-espaces vectoriels (E;); comme 'unique espace vectoriel By ® -+ ® E,, a isomorphisme
prés qui satisfait la propriété universelle suivante : pour tout F-espace vectoriel H, pour
toute application n-linéaire f : Fy X --- X B, — H | il existe une unique application linéaire
f: Fi®---® FE, — H vérifiant f(xl ® - Qxy) = f(x1,...,2,). Pour n = 3 par exemple,
onaalors, EQ(FRG) = (EQF)G = EQ F®G, et on écrira alors simplement EQ F @G

et r @y z.

2.2 Algébre tensorielle et algébre symétrique d’un espace vectoriel

On introduit ici deux algébres particuliéres, construites a partir d’un espace vectoriel,
vérifiant chacune une propriété universelle. Ces deux algébres seront trés importantes dans
la suite.

Définition 2.5 (Algebre tensorielle). Soit V' un F-espace vectoriel. On définit 1’algébre
tensorielle T'(V') comme

T(V):= @ V), ou T™(V) := ®V pour m > 1, et TO(V) :=TF.
meN i=1

La structure d’espace vectoriel est claire, et on munit ’espace d’une structure d’algébre
(associative unitaire) grace au produit donné par ®, distributif par rapport a la somme, et
caractérisé ainsi : (21 @22 ® - Q) X (Y QY@ QYj) =1 Q- Qz; VY V- --Qy; (la
définition n’est pas ambigiie, on le montre avec la propriété universelle du produit tensoriel,
de la méme fagon que la proposition 2.4).

Remarque 2.6. Si {u;, i € K} est une base de V, alors {u;1) ® -+ ® u;(,),n € N} est une
base de T'(V') d’aprés la remarque 2.3. La encore, dans la suite, seul 'aspect générateur,
facile & obtenir, nous intéressera.
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Remarque 2.7. 1’algébre tensorielle d’un espace vectoriel V' vérifie la propriété universelle
suivante : pour toute algebre A, toute application linéaire f de V' dans A peut étre étendue
de maniére unique en un morphisme d’algeébres f : T(V) — A. En effet, pour k£ > 1,
I’application

%4 — A
(1,...,xk) — f(z1)... f(zk)

est k-linéaire, et se factorise donc par V® ... @V = Tk(V), on obtient alors ’application
linéaire

IE

f. Tk(V) — A
Froee o o fla).. fla).

On peut ainsi, si on définit j?o : F — A linjection canonique, définir par linéarité
lapplication linéaire f : T(V) — A. On vérifie facilement que f est alors un morphisme
d’algébres. On obtient alors le diagramme suivant :

V*f>

l e

dont on vérifie aisément qu’il est commutatif. L’ unicité provient du fait que fest entiérement
déterminée par +(V), en effet, si g : T(V) — A vérifie f = gor,ona g(z1 ® -+ @ xy) =
9(@1)...g(zn) = f(x1) ... f(2n).

Notation. On note S,, 'ensemble des permutations de {1,...,n}.

Définition 2.6. On note I le sous-espace vectoriel de T'(V') engendré par I’ensemble des
éléements de la forme 21 @ -+ ® Ty, — Ty(1) @+ @ T () pour n € N*, z1,..., 2, dans V et
oES,.

Proposition 2.7. T est un idéal bilatére de T(V) et correspond a I', lidéal bilatere de
T(V) engendré par les éléments de la forme x ® y —y ® x, avec x,y € V.

Démonstration. 11 est clair d’aprés la définition que I est un idéal bilatére de T'(V'). D’autre
part, I contient tous les éléments de la forme z ® y — y ® z, ainsi, I’ C I. L’autre in-
clusion résulte du fait que les permutations sont engendrées par les transpositions d’élé-
ments consécutifs. En effet, soit ¢ = 75...71 une décomposition de o en produit de
transpositions d’éléments consécutifs. On a alors, 1 ® -+ @ Tp — To(1) @+ @ Ty(y) =
PLE - B Tn = Ty (1) @ O Ty () + Ty (1) @ O Ly () = Ly (1) @0+ O Ty () 000
Trp ferm ()@ DTy r(n) — To(1) @ ® Ty(ny- Or, par exemple, si 7 = (i,i+ 1), alors,
T1Q QT =T (1)Q BT 7y () = 10 QT RT 419 QT —T1Q QX1 QT - QT =
T Q- @ Tim @ (T @ Tig1 — Tit1 ® ) @ Tigo ® -+ ® x, € I’ par définition. Ainsi,
T1Q - QTy — Ty(1) &+ @ To(n) € I', d’ou la conclusion. O



2 PRODUIT TENSORIEL 18

Définition 2.8 (Algebre symétrique). L’algébre symétrique, notée S(V') est alors 1'algébre
quotient S(V') :=T(V)/I.

Remarque 2.8. 1l est évident d’aprés la définition que S(V') est une algébre commutative.

Remarque 2.9. Puisque, en des termes que l'on définira plus loin, T'(V) est une algébre
graduée et que I est un idéal homogéne, on peut écrire S(V') sous la forme d’une algébre
graduée : on note I le sous-espace vectoriel de T (V) engendré par les éléments de la
forme 11 ® - - Q@ Ty — Zy1) @+ @ To(pm) POUT L1, . ..y Tin dans V et o une permutation,
qui forme alors un sous-espace vectoriel de 7" (V'), et on note en tant qu’espace vectoriel

S™(V):=T™(V)/I™ et on a ainsi S(V) = @,,cn S™ (V).

Remarque 2.10. L’algébre symétrique S(V') vérifie la propriété universelle suivante : pour
toute algébre commutative A, et toute application linéaire f : V' — A, il existe un unique
morphisme d’algébres f: S(V) — A tel que le diagramme suivant commute :

ounz:V — S(V) est Papplication canonique, composée de l'injection canonique 2 : V' —
T(V) et la projection canonique 7 : T'(V') — S(V'). Pour montrer cela, on commence par
appliquer a f la propriété universelle de l'algébre tensorielle 7'(V), qui nous donne f un
unique morphisme d’algébres vérifiant f = f o1 et défini par :

]’;. T(V) — A
P o @e@a, o f@)... fla).

Or, f s’annule sur I'idéal I de la définition 2.6, car f(zq ® - ® 2, — To(1) @ @ To(n)) =

f@1@: - @@n) = f(250) @ ®Tom)) = f(1) - f(2n) = [(@o(1) - - [(To(n)) = 0 car Aest
commutative. On peut donc factoriser f par T(V)/I = S(V) et on obtient f : S(V) — A
morphisme d’algébres, et le diagramme commutatif :

v—_ 4
|
T(V) ——> S(V)

™

qui correspond bien au diagramme voulu. On a la formule pour f : f(z1 ® ---®@ap + 1) =
f(x1) ... f(x). L’unicité provient du fait que f est entiérement déterminé par 7(V).
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2.3 Produit tensoriel d’algébres

Dans la suite, on aura besoin de la notion de produit tensoriel d’algébre, qu’il ne faut
pas confondre avec ’algébre tensorielle qui ne provient pas forcément d’une algébre.

Définition 2.9. Si U et V sont deux F-algebres (pas forcément associatives ni unitaires),
on définit le produit tensoriel d’algébres, noté U ® V', comme le produit tensoriel d’espaces
vectoriels que 'on munit d’une structure d’algébre, avec la loi donnée par :

UaV)xUaV) -+ UV
(u@v,u/ @v) = ud @

Proposition 2.10. Si U et V sont associatives (resp. unitaires) alors UV est associative
(resp. unitaire).

3 Algébres enveloppantes

3.1 Définition, unicité et propriétés

La définition s’appuie sur une propriété universelle. On rappelle que pour une algébre
associative (A, +,-), l'algébre de Lie Ay, est définie comme ’espace vectoriel sous-jacent de
A muni du produit [a,b] = ab — ba.

Définition 3.1. Soit L une algébre de Lie, on dit que (2(,2) ou 2 est une algébre et 1
est un morphisme d’algébres de Lie de L dans 2;, est une algébre enveloppante de L si le
couple satisfait la propriété universelle suivante : pour toute algébre U, pour tout morphisme
d’algébres de Lie ¢ : L — U}, il existe un unique morphisme d’algébres 1 de 2 dans U tel
que @ = 1 o1. Soit, en terme d’un diagramme commutatif :

L—*2 su=u
7

A =2

.....

prés, c’est I'objet de la proposition suivante.

Proposition 3.2. Si (2,2) et (B, ) sont deux algebres enveloppantes d’une algébre de Lie
L, alors il existe un unique isomorphisme d’algébres o de A vers B qui vérifie ) = a o 1.

Démonstration. On a le diagramme suivant :
L—-%m.

!

it
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Ainsi, en appliquant la propriété universelle que vérifie (2,2) a l'algébre B, on obtient
un unique morphisme d’algebres o : A — B tel que j = a 01, ce qui assure 'unicité. De
la méme fagon, on obtient o/ : B — 2 un unique morphisme d’algébres vérifiant » = o/ o .
En résumé, on a :

L—]>fB.

.
o
li
gl

2

On a alors2=a' oaozet )= aoa’ oy Or, sion applique la propriété universelle que
vérifie (2,2) a Palgebre 2 elle-méme, on obtient I'unicité d’un morphisme d’algébres ¢ tel
que 2 = 7 01, et le morphisme identité Id vérifie cette relation, ainsi, par unicité, o’ oo = Id,
et de la méme fagon avec (U, 7), « o &’ =1d, et donc « est un isomorphisme. O

On énonce et on démontre maintenant une série de propriétés, que 'on trouve p.152 de
Lie Algebras, [4].

Proposition 3.3. Soit L une algébre de Lie et (A,1) son algébre enveloppante.

1. En tant qu’algébre, A est engendré par +(L), l’image de L par 1.

2. Si(A1,21) (resp. (Uz,22)) est l'algébre enveloppante d’une algébre de Lie Ly (resp. La)
et que @ est un morphisme d’algébres de Lie de L1 vers Lo, alors il existe un unique
morphisme d’algébres ¢’ de Ay vers Ao qui fait commuter le diagramme suivant, c’est-
a-dire tel que 130 o = ¢/ 01q.

L —> Ly

I

Ap = RAg
©

3. Soit I un idéal de L, R l'idéal bilatére de A engendré par +(I) et B := A/R algébre
quotient. L’application j : 1+ I — 1(l) + R oul € L est un morphisme d’algébres de
Lie de L/I dans B1, et (B, j) est l’algébre enveloppante de L/I.

4. A admet un unique anti-automorphisme d’algébres w (c’est a dire un endomorphisme
linéaire bijectif tel que m(ab) = w(b)mw(a)) tel que ™ o1 = —1. De plus, 7% = 1.

5. Il existe un unique morphisme d’algébres 6’ de 2 dans A @ A, appelé application
diagonale, tel que, pour 1 dans L, 6" o1(l) = 1(I) @ 1 + 1 ®1(1).

Démonstration. 1. On note B la sous-algébre de 2 engendrée par 2(L). Le morphisme
d’algébres de Lie 2 peut alors étre considéré comme un morphisme d’algébres de Lie de
L dans %6, on a donc, par propriété universelle, I'existence d’un morphisme d’algébres
7 : A — B tel que le diagramme suivant commute :
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L—>%B
2

Or, B C 2, donc on peut considérer j comme un morphisme d’algébres de 2l dans
2A, et ainsi, par unicité du morphisme dans la propriété universelle, et puisque l'identité
Id : 2 — 2 convient, on a j = Id. Ainsi, 2 = Id(2) = j(2A) C B, et donc A = B et A est
engendré par i(L).

2. L’application j := 22 0 ¢ est un morphisme d’algébres de Lie de L; dans (2l2),, ainsi,
par propriété universelle de 21, il existe un unique morphisme d’algebres ¢’ : 24; — Ao qui
fait commuter le diagramme suivant :

L —> L,

N

Ag o= Ao
%)

D’ou le résultat.

3. Montrons lexistence de 'application j : application 7’ : [ + 2(1)+9R est un morphisme
d’algebres de Lie de L dans ®B,. Or +(I) C R, donc j' s’annule sur I, ainsi, par la propriété
universelle du quotient, 7’ se factorise par L/I, ce qui donne j: L/I — B, un morphisme
d’algebres de Lie tel que y: 1+ I — (1) + .

Montrons alors que (B, 7) est une algébre enveloppante de L/1, c’est-a-dire qu’elle vérifie
la propriété universelle. Soit 6 : L/I — Uy, un morphisme d’algébres de Lie, ou U est une
algébre. On note 7 la projection canonique de L dans L/I. L’application ¢ := 6 o 7 est
alors un morphisme d’algébres de Lie de L dans Uy, ainsi, par la propriété universelle que
vérifie (2, 2), il existe 1 : A — U un morphisme d’algébres tel que ¢ = 9 o1. On a, pour [
dans L, p(l) = 0(w(l)) = 0(1+ 1), ainsi, pour z dans I, ¥(i(x)) = p(z) = 0(0+1) = 0, donc
¢ s’annule sur ¢([), ainsi +(I) C ker(¢), et donc, puisque ker(¢)) est un idéal, B C ker(¢).
On peut alors factoriser 1) par /R = B, et obtenir § : B — U un morphisme d’algébres
tel que ¢ = @ o7’ ou 7’ : A — B est la projection canonique. On a, pour [ + I dans L/I,
0+ 1) = 1) = V(D)) et ¢+ 1)) = 0/6() +R) = (7 ((1)) = Ba(D)), et done,

6 = 6’ 0 5. On résume la situation dans le diagramme commutatif suivant :
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Il reste & montrer 'unicité d’une telle application #’. Pour se faire, on montre que
J(L/I) engendre 9B. D’apreés le point 1., 2 est engendré par (L), et donc B est engendré
par 'ensemble des éléments o(1) + R = (I + I), d’ott le résultat.

4. On remarque d’abord que si p : A — B est un anti-morphisme d’algébres, alors
—u = A — Bp est un morphisme d’algebres de Lie, car —u([a,b]) = —p(ab — ba) =
—p(ab) + p(ba) = —pd)p(a) + pla)u(d) = [—u(a), —p(b)]. On se donne B une algébre
anti-isomorphe a 2 via ¢’ : A — B. L’existence d’une telle algébre est assurée par le fait
qu’on peut la construire explicitement : on prend B = 2l en tant qu’espace vectoriel, et si ab
dénote le produit de a et b dans 2, on définit le produit a * b dans B comme : a*xb = ba, on
vérifie facilement que cela forme alors une algébre associative, et que l'identité Id : f — B
est un anti-isomorphisme. On note alors ¢ := —p 01 qui d’aprés la remarque préliminaire,
est un morphisme d’algébres de Lie de L dans B,. D’aprés la propriété universelle, il existe
un unique morphisme d’algébres ¢ : A — B tel que Y o2 = ¢ = —p o1. On pose alors
7 := p~' o, qui est bien un anti-morphisme d’algébres de 2 dans lui-méme vérifiant
mo12 = —1. On a donc 72 02 = 1, or +(L) engendre A, donc 72 = Id, et 7 est un anti-
automorphisme d’algébres. L’unicité provient du fait que ¢(L) engendre 2. On résume la
situation dans un diagramme commutatif :

D] )
A
| o7

5. On vérifie facilement que 'application a +— 1(a) ® 1 + 1 ® 2(a) est un morphisme
d’algebres de Lie de L dans (A®%21) 1, ainsi, par la propriété universelle, on obtient I’existence
et I'unicité de 0. O

3.2 Existence par construction

On construit maintenant une algébre qui vérifie la propriété universelle de l'algébre
enveloppante, ce qui nous en assure ’existence. Pour cela, on utilise ’algeébre tensorielle.

Définition 3.4. Soit L une algébre de Lie, et J I'idéal de T'(L) engendré par les éléments de
la forme [z,y] —x®@y+y®z, z,y € L. On note alors 'algébre quotient U(L) := T(L)/J et
1 la composition de I'injection de L dans T'(L) et la projection canonique 7 : T'(L) — U(L),
comme montré sur le diagramme suivant :

L——T(L)
().

Proposition 3.5. Le couple (U(L),2) est une algébre enveloppante de L.
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Démonstration. On a, pour z,y € L,
W[z, y]) = (), uy)] = [z, y]) —u(@) @u(y) +o(y) ©uz) = [,y —z@y+y@x+J =0+ J.

En effet, ceci s’obtient par définition de [.,.], de ¢ et de J. Ainsi, ¢ est un morphisme
d’algebres de Lie de L dans U(L)r. Montrons maintenant que le couple satisfait la propriété
universelle : soit ¢ : L — U, un morphisme d’algébres de Lie, ou U/ est une algébre. Soit
¢ : T(L) — U le morphisme d’algébres obtenu par la propriété universelle de Ialgébre
tensorielle. On a, pour z,y dans L, ¢([z,y] —z®@y+yz) = ¢([z,y]) —o(2®@y)+o(y@x) =
o[z, y]) — o(x) @ p(y) +(y) @ o(x) = e([z,y]) — p(x) @ (y) + p(y) @ p(x) = 0, puisque
@ est un morphisme d’algébres, que ¢ et ¢ coincident sur L, et que ¢ est un morphisme
d’algebres de Lie. Ainsi, {[z,y] —2®@y+y®x | x,y € L} C ker(¢) et donc J C ker(9).
On peut donc factoriser ¢ par T'(L)/J = U(L) et obtenir un unique morphisme d’algébres
Y :U(L) = U tel que ¢ =1 om. On a, pour z € L, Y(u(z)) = (z + J) = ¢(x) = ¢(x),

donc ¢ = 1 oe. L'unicité s’obtient avec le fait que 1) est entiérement déterminé par +(L). [

4 Théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt

On s’intéresse maintenant au théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt, qui a plusieurs énon-
cés. L’un d’eux donne une base de 'algébre enveloppante. Un des principaux intéréts de ce
théoréme est qu’il nous assure qu’il existe un isomorphisme entre L et une sous-algébre de
Lie de U(L),. On commence par introduire des notions nécessaires afin de pouvoir I’énoncer,
puis nous en donnons deux formes, démontrons des corollaires, et enfin nous démontrons
de deux maniéres le théoréme.

4.1 Préliminaires

Définition 4.1 (Algebre graduée). Une algebre A est dite graduée (sur N) si A s’écrit

A= @Ai ot (A%);en est une suite de sous-espaces vectoriels de A tels que A'A7 C AT,
€N

On a1 € A% Un élément homogéne de degré i est un élément de A?, et tout élément ¢t € A

admet une unique décomposition ¢ = tq + - -+ + t,, en éléments homogénes (t; € A%). Un

élément t; est alors appelé une composante homogéne de t ou plus précisément la composante

homogéne de degré i de t.

Définition 4.2 (Algebre filtrée). Une algébre A est dite filtrée (sur N) si A s’écrit A =
U A; ot (Aj)ien est une suite de sous-espaces vectoriels de A tels que A;A; C A;qj,
S

A; C Ai+1 et 1 € Ap.

Remarque 4.1. On des définition analogue d’espace vectoriel filtré et gradué.

Proposition 4.3. Une algebre graduée A = @,y A® est aussi filtrée, ou la filtration A =
Uien Ai est définie par : A; == @), AT,
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Démonstration. La vérification est immeédiate. O

Proposition 4.4. On peut associer a un algebre filtrée A = |J;cy Ai Uespace vectoriel
gradué A" := @, A', ou la graduation est définie par : A" := A;/Ai_y avec Ay = {0}.

Démonstration. La encore, ¢’est immédiat. O

Proposition 4.5. Pouri,j € N, Uapplication bilinéaire
Al x A — At
(a+Ai—1,b+ A1) — ab+ Ajrj1.
est bien définie.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que le résultat du produit ne dépend pas du choix du
représentant de la classe d’équivalence. Soit a;, a} € A;, bj, b;- € Aj tels que a; — a), € A;4
et b; — b;- € Aj_1, c’est-a-dire qu’il existe a € A;_1 et b € A;_1 tels que a; = a + a et
bj = b; +b. On a alors a;b; = ajb; + a;b + ab’; + ab, or, a;b,ab’;, ab € A;y;—1 par définition
d’une filtration. Ainsi, a;b; + Ajyj—1 = a;b;- + Aiyj-1. O

Définition 4.6. On peut alors étendre ce produit par linéarité a A = @,y A? ce qui
donne a A’ une structure d’algebre associative unitaire.

Ezemple 4.1. Si on se donne F[X] 'algébre des polynomes a coefficients dans F, on voit
facilement quelle structure d’algébre graduée et d’algébre filtrée on peut lui donner grace
au degré, et comment passer de 'une a ’autre.

Définition 4.7 (Idéal homogene). Un idéal homogéne d'une algebre graduée A = @,y Al
est un idéal bilatére I de A engendré par des éléments homogénes.

FExemple 4.2. L’idéal I utilisé pour définir Ialgébre symétrique est homogeéne.
La suite, jusqu’a 'exemple 4.3 exclu, s’appuie sur [1].
Proposition 4.8. Soit I un idéal d’une algébre graduée A = @,y Al On a alors équiva-
lence entre les propositions suivantes :
(i) I est un idéal homogéne ;
(i1) Sit € I, alors toute composante homogéne de t appartient a I ;
(iii) I est la somme des A*N 1.

Démonstration. Puisque tout élément de I s’écrit de maniére unique comme somme d’élé-
ments des A°, I'équivalence entre (ii) et (iii) est immédiate. Pour la méme raison, on
voit facilement que (iii) implique (i) Il nous reste & montrer que (i) implique (ii) : soit
(zx)kerx un famille de générateurs homogenes de I, et ng le degré de xp. Soit t € I,
t s'écrit t = ), arTy, et tout ap s’écrit de maniére unique ap = E]EN ay,j. Ainsi,
t =2 kek DujeN Tk = DieN Dnytj—1 W,jTk, €t donc, par unicité de décomposition en
éléments homogénes, tout élément homogéne de ¢ appartient & I. O
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Remarque 4.2. Sous 'une des hypothéses équivalentes de la proposition précédente, I est
alors somme directe des A* N 1.

Proposition 4.9. Si I est un idéal homogéne d’une algeébre graduée A = @,y A, alors
Lalgebre A/I est une algebre graduée, dont la graduation est donnée par : A/I = @,;cn(A'+
I)/I.

La démonstration découle facilement de la proposition suivante, admise (cf [1]).

Proposition 4.10. Si I est un idéal d’une algébre graduée A = @y A* tel que I =
Bren I* ou IF est un idéal de AF alors Pjep A¥/TF = (B ey A*)/ (Bpen IF).

Démonstration. (Proposition 4.9) D’aprés la proposition précédente, A/ = @,y A¥ /(AN
I). D’autre part, on a (A' +I)/I =2 A"/(A*'N1I). En effet, grace au morphisme d’injection
et celui de projection, on a un morphisme surjectif de A* dans (A* + I)/I, et on vérifie
facilement que son noyau est exactement A* NI, et on obtient alors I’isomorphisme. Enfin,
on voit facilement que [(A® + I)/1][(A7 + I)/I) C (A +1)/I O

Ezemple 4.3. La graduation S(V) = €, _,S™(V) oa S™(V) := T™(V)/I™ est obtenue
de cette maniére.

Proposition 4.11. Si I est un idéal bilatére quelconque d’une algebre filtrée A = | J; o Ai,
alors 'algebre A/I est une algebre filtrée, dont la filtration est donnée par : A/I = | J;cpy 7(Ai)
oum: A— A/l est la projection canonique.

Démonstration. La démonstration est immeédiate. O

Dans toute la suite, on se donne L une algébre de Lie, et on note, pour plus de com-
modité, T =T(L), & = S(L), 4 = U(L) et d’autre part 7" = T™(L) et S™ = S™(L).
On rappelle que 1 est 'idéal utilisé pour la construction de & et J pour la construction de
4. On fixe également la notation des applications m: T — U et 7' : T — & de projections
canoniques ainsi que ¢ comme défini plus haut. Enfin, le produit dans & (resp. i) sera
simplement noté zy pour z,y dans & (resp. ).

Définition 4.12. T = @,,. 7™ est une graduation, on note alors T,,, := @i, T" les
¢léments de la filtration associée T = |J,,cry Tim-

On note alors 4 = J,,cy Um la projection de cette filtration dans i, c’est-a-dire que
pour m € N, Up, := 7(T3,).

Enfin, on note & := @,y G™ la graduation associée a la filtration U = J,,cr Un,
c’est-a-dire que G™ := Uy, /Up,—1 et & = 4L

Définition 4.13. On définit, pour m € N, 'application linéaire ¢, comme la composée
des applications ¢, : T™ — U,, — G™ ce qui a un sens puisque 17" C T,,. On peut alors
définir ¢ : T — &.
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Remarque 4.3. L’application ¢, est surjective, et donc ¢ I'est aussi. En effet, un élément de
G™ sécrit (DI 2t ® - -®x}'€(i) +J)+Up—1 oux] € Let0<Ek(i) <m. Or, pour i tel que
0<k(i)<m,zi®- - ®xz(i) eTF) c Ty, donc 2t ® -~ ® x};(i) +Jen(Tm-1) =Un-1
donc (3,2l @ ® :1:};(2.) +J) + Un-1 = (i1, k()=m R ® xz(i) +J)+Up-1 =
som(ZZ;l,k(i):m T ® x%(i))'

Remarque 4.4. Par définition du produit dans &, 'application ¢ est un morphisme d’al-
gébres.

Définition 4.14. On a ¢(I) = 0, on définit ainsi le morphisme d’algébres induit w : & =
T/ — 6.

T 7 .
\ A
S=g/I

Démonstration. Soit x @y —y®x un élément de T, on a 1(z Ry —y®x) € Uy par définition
de 7 et Uy, et ainsi p(z@y—y®x) € Uz/U;. D’autre part, n(z@y—y®z) = n([z,y]) € Uy
par définition de i, 7 et Uy, et donc p(z @y —y @ x) € U /U; = {0}. O

4.2 Enoncés

Plusieurs énoncés portent le nom de théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt (théoréme
PBW), nous donnons ici deux d’entre eux, I'un étant une conséquence de 'autre, mais
pouvant étre démontré indépendamment.

Théoréme 4.15 (Poincaré-Birkhoff-Witt). L’application w : & — & est un isomorphisme
d’algebres.

Remarque 4.5. D’aprés la remarque 4.3, on a déja la surjectivité, il faut donc montrer
seulement l'injectivité.
On présente alors un corollaire fondamental pour la suite.

Corollaire 4.16. Soit W un sous-espace vectoriel de T™ tel que ©' : T™ — S™ soit un
isomorphisme de W dans S™, alors w(W) est un supplémentaire de U,,—1 dans Up,, i.e.

Unp =Up—1 @W(W).
Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant :

U,

Tm Gm
Sm
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ou 7" est la projection canonique. Le théoréme PBW (4.6) nous assure que la fleche du bas
est un isomorphisme de W dans G™. On en déduit donc que la fleche du haut est aussi
un isomorphisme de W dans G™. Montrons que U, = Uy,,—1 @ 7(W) : soit z € Uy, on a
24Up—1 € G™, donc il existe un unique € W tel que 77 (7 (x)) = 7(2)+Upm—1 = 2+Upm—1,
c’est-a-dire, si y := w(z), tel que z —y € Up—1. On a donc obtenu Uy, = Up,—1 + m(W).
Soit maintenant y € U,,,—1 N (W), on a alors y = w(z) pour un certain x € W, et d’autre
part, 77 (y) = 7" (mw(x)) = 0, ainsi, par injectivité de 7”7 o, z = 0 et donc y = 0. On a bien
Upm = Upn—1 @ m(W) comme annoncé. O

Corollaire 4.17 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Soit {u;, i € K} un base de L, ou K est un
ensemble totalement ordonné, alors [’ensemble

{1 U {ui) © - @ uin) + J [ n € N*i(1) <i(2) <--- < ii(n)}
forme une base de L.

Ici, on démontre ce corollaire a ’aide du corollaire précédent du théoréme 4.15, mais il
sera démontré plus loin sans ’aide de celui-ci.

Démonstration. On montre tout d’abord que c’est une famille génératrice. On rappelle que
U = U,en Un- On note W™ le sous-espace vectoriel de 7" engendré par {u;1) @ - - @ Uj(m) |
i(1) <i(2) <--- <i(m)} pour m € N* et par {1} pour m = 0. On montre par récurrence
que Uy, = @) 7(WF). Il est évident que Uy = 7(W°) = n(F) = 7(T°) = n(Tp). D’autre
part, W™ est isomorphe a S™. En effet, en se rapportant aux notations de la remarque
2.9, soit 1 @ -+ @ xpy, + I™ € S™, et 0 € Spy telle que i) < -+ <ig(py), on a alors, par
définition de I, 21 @+ - QT+ 1™ = Xy(1) @ - - Q@) + 1™, d’ott 'assertion. On peut donc
appliquer le corollaire 4.16 & W™ et obtenir : Uy, = Uy, 1 ®@7(W™) = 7(WO)@®---da(W™)
par hypothése de récurrence, et ’aspect générateur est alors clair.

Il reste & montrer que la famille est libre. Du fait de la somme directe, on fixe m € N*, et
il suffit de montrer que la famille {u;(1)®- - @ Uy +J | i(1) <i(2) < --- <i(m)} est libre.
On suppose que Y iy Ai(u} @ - @ul"+J) = 0, c’est-a-dire que Y \i(ul @ -@u") € J.
On vérifie facilement que tout élément de J s’écrit S2°_ pi (v} @ -+ @ 0¥ @ ([uf, '] — vl @
v+ Ru) @wl e ® wiz) ol vg,wg,ui,vi sont des éléments de la base de L, et on

suppose que k1 + 11 <--- <k, +{,. On a alors,
S (e ) = T m(eh o ek 0 (v~ e i) e uls sl

On peut alors, puisque {u;(1) ® -+ ® u;(q), ¢ € N*,i(j) € K} forme une base de T, utiliser
I'unique décomposition dans la base. Pour tout i € {1,...,p} (on procéde par i décroissant,
pour éviter les simplifications), il existe ig,j0 € K tels que u’ = u;, et v’ = Ujy, et soit
10 < Jjo, soit jo < ig, dans tous les cas, puisque dans le membre de gauche les indices sont
ordonnés, on obtient y; = 0. Ainsi, > ; \i(u; ® --- @ ul') = 0, et puisque les termes de la
somme appartiennent a la base de ¥ et sont donc libres, on obtient finalement A; = 0 pour
tout ¢ entre 1 et n, et la famille est libre. O
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On énonce et démontre maintenant un corollaire qui met en lumiére toute 1'utilité des
algébres enveloppantes.

Corollaire 4.18. L’application v : L — 3L est injective.

Démonstration. D’aprés le corollaire précédent (4.17), {uy + J, k € K} forme une famille
libre, ainsi, si | = Y, Adgup € ker(e), I +J = O Meug) +J =D A(up +J) =0+ J et
donc Vk, A\ = 0 et ainsi [ = 0. [

Remarque 4.6. On peut alors identifier L et +(L). Ainsi, la propriété universelle que vérifie
I’algébre enveloppante 4 se réécrit : pour toute algébre U, tout morphisme d’algébres de
Lie de L dans Uy, s’étend de maniére unique en un morphisme d’algébres de 4 dans U.
On remarque alors que toute représentation de L s’étend de maniére unique en une re-
présentation de i et réciproquement, toute représentation de L donne par restriction une
représentation de L.

Remarque 4.7. On a donc d’aprés le corollaire une injection de L dans iy, or on sait
d’aprés la définition 1.18 que toute algébre posséde une représentation fidéle, que I’on note
ici g : a — a4 ol ay : b+ ab. Ainsi, g o2 est d’une part une injection, et d’autre part une
représentation de L, car c¢’est bien un morphisme d’algébres de Lie de L dans gl(tl). On a
donc obtenu une représentation fidéle de L, et on a montré la proposition suivante.

Proposition 4.19. Toute algébre de Lie posséde une représentation fidéle.

On démontre maintenant le dernier corollaire important du théoréme PBW.

Remarque 4.8. D’aprés le corollaire précédent, on remarque le fait suivant. Si L est incluse
(ou s’injecte) dans 2y, ot A est une algebre telle que si {u;, i € I} est une base de L ou I
est totalement ordonné alors {1} U {u;(1) ... @) | (1) < --- <i(n)} forme une base de L,
alors 2l est une algébre enveloppante de L. En effet, on a un morphisme d’algébres entre 2
et 4 donné par I'extension du morphisme d’algébres de Lie )l D L — L C i induit par les
injections de L dans 2A et Ll. De plus, par correspondance des bases de 2 et 4, ce morphisme
est bijectif.

Dans toute la suite, on se fixe {u;, i € K} une base de L ou K est totalement ordonné.

Corollaire 4.20. Soit H une sous-algébre de Lie de L, on suppose de plus que K = 1T UL,
avec INL =0 et que {u;, i € I} est une base de H. Alors la sous-algebre U(H) de U(L)
engendrée par H (i.e. par son injection dans U(L)) est une algébre enveloppante pour H,
d’ou la notation U(H).

Démonstration. On vérifie facilement que {1}U{u;1)®- - @u;() [ i(5) € I, n € N*, i(1) <
- <i(n)} est une base de U(H), on conclut donc par la remarque précédente. O
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4.3 Premiére démonstration

Cette partie est consacrée & une démonstration du théoréme sous sa premiére forme
énoncée, rappelée plus bas. Aprés avoir donné des notations, on démontre trois lemmes qui
se déduisent chacun du précédent et dont le dernier nous donne le théoréme.

Théoréme 4.21 (Poincaré-Birkhoff-Witt). L’application w : & — & est un isomorphisme
d’algebres.

On note v; := u; + I la projection d’un élément de la base de L dans &, et on rappelle
qu’on note le produit de x, y dans & simplement xy. On peut alors identifier & avec 'algébre

des polynoémes d’indéterminées v;, i € K. Pour un m-uplet ¥ = (i1, ..., ,,) de longueur m,
on définit vy 1= v;, ... v;, et uy = u;, - - Qu;,, , d’autre part, on dit que X = (i1,..., %)
est croissant si i; < -+ < ip. On se donne la convention que () est croissant et que vy = 1,

on voit alors que {vys, ¥ croissant} est une base de &. Pour i € K, on dit que i < ¥ si
i < j,Vj € X. Enfin, on note S, := S°@ --- & S™ la filtration associée & & = DB, en 5™
et 5_1 = @

Lemme 4.22 (Lemme 1). Pour tout m € N il existe une unique application linéaire f, :
L ® S, — 6 satisfaisant :

(Anm) fm(u; @ vs) = vivy pouri < X et vy € Spy,.
(Bm) fm(uz & 7)2) —vvy € S pour k < m, vy € S.
(Crm) frn(ui @ frn (1 @vr)) = frn (1 @ frn(wi @vr)) + fn ([wi, uj] @ vr) pour tout vy € Sp—1.

De plus, la restriction de fr, 4 L ® S;—1 coincide avec fr,—1.

Démonstration. On remarque tout d’abord que si on a montré (B,,), alors les termes in-
tervenant dans (C,,) sont tous bien définis. D’autre part, on voit immédiatement que la
restriction de fp, & L ® Sp,—1 satisfait (Apy—1), (Bm-1) et (Cr—1), ainsi, par unicité, elle
coincide avec fy,,—1. On montre alors I'existence et 'unicité d’une telle application par récur-
rence sur m € N. L’initialisation s’obtient facilement, puisque seul vy, = 1 est & considérer,
(Ap) impose donc fy(u; ® 1) = v; et on prolonge I'application par linéarité, on obtient alors
I'unicité. On a ensuite directement (Ag) et (By), et il n’y a rien a vérifier pour (Cy) puisque
S_1=10.

Pour I’hérédité, on suppose construite f,,_1, pour un certain m > 1 et on cherche a
prolonger f,,_1 en une application f,,. Il suffit de définir f,, sur les éléments d’un ensemble
générateur ou elle n’est pas encore définie, ainsi, d’aprés la remarque 2.6, il suffit de définir
fm(u; ® vy) pour ¥ croissant de longueur m, on la prolonge alors par linéarité.

Pour que (A,,) soit vérifiée, on doit avoir f,,(u; ® vs) = v;vs, pour i < 3. Si on a pas
i < 3, on définit fp,(u; ® vy) avec la condition imposée par (Cy,). On a, puisque ¥ est
croissant, si ¥ = (j,T), j < i, et évidemment, j < T. Ainsi, fi,(u; ® vr) = vjor = vy
par (A;,—1), on a donc dans le membre de gauche de (Cy,) 1’élément que l'on cherche a
définir. Pour le membre de droite, par (By,—1) (hypothése de récurrence) on a I'existence de
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w € Sy tel que f(u; ® v7) = frn—1(u; ® v1) = vivr + w, ainsi, f(u; @ fin(w; @ vr)) =
fm(u; @ (vivy +w)) = frn(uj @ (vivr)) + fm(u; @ w) = vjvivr + frn(u; @ w) car j < (4,T).
Enfin, fp,([wi,u;] @ vr) = frm—1([w, uj] ® vr), donc :

fm(ui @ vs) = vjvive + frm(u; @ w) + frn—1([wi, uj] @ vr).

On a donc défini de maniére unique 'application f,,. Il reste & montrer qu’elle vérifie
(Am), (Bm) et (Cr). (Am) et (By,) découlent directement des définitions que I'on a données,
et puisque on a utilisé (Cy,) pour le cas j < i et j < T, (Cy,) est vérifié dans cette situation.
En partant de cette égalité, et si on inverse le role de i et j, puisque [u;, uj] = —[uj, ],
(Cp) est vérifié dans le cas i < j et ¢ <T. Le cas i = j est évident avec [u;, u;] = 0. Il nous
reste donc le casotton anii <7 nij <T.On note alors T' = (k, V), et ainsi, k < U, k < i
et k < j. Pour alléger les notations on écrira dans la suite uv pour f,(u ® v) o u € L et
v € G, cette notation est bilinéaire car f,, est linéaire et le produit tensoriel est bilinéaire.

On souhaite exprimer u;(u;vr) et uj(u;vr). L'idée est de se ramener a des cas ot on
peut utiliser (C,) et (Cp,—1), en utilisant (A,,) et (By,). Avec (Ay,—1) puis (Ci—1) on a
ujvr = uj(upvw) = uk(ujow) + [uj, ugve, d’autre part, avec (By,—1) on obtient I'existence
de w € Sp,—3 tel que ujvy = vjvg +w (1). On a donc, w;(ujvr) = u;(uk(vjvw)) +ui(upw) +
wi([uj, ugJvy). On applique alors (C)y,) au premier terme du membre de droite ce qui est
licite car k < j et k < W et (Cpy—1) aux deux termes suivants. On obtient alors u;(ujvr) =
wk (u; (V09))+[wi, ug) (Vjve) +Fug (uiw) +[u, welw=+[uj, we) (wiow )+ [ui, [uj, ug)Jve, or, d’apreés
(1), ur(ui(vjvw)) = up(ui(ujoe)) — wp(wiw) et [ug, uel(v;ow) + [us uelw = [ui, ukl(ujvw).
On obtient alors la relation :

ui(ujur) = up(ui(uow)) + i, we](ujow) + [u), we) (wive) + [ui, [uj, upl]Joe. (1)
Les roles de 7 et j sont symétriques ici, ainsi, on peut obtenir la relation :
wj(uivr) = we(uj(uvw)) + [ug, we) (wive) + [ug, up)(ujve) + [ug, [ug, wpllve. (2)
On soustrait alors a , et on a, en remarquant que les deux termes du milieu se
simplifient :
wi(ujor) — wj(uivr) = ug(ui(ujvw)) — uk(uj(uivw)) + [ui, [ug, uel]low = [ug, [ui, up]Jve.

Or, ug (us (ujve)) —up(uj(uivw)) = up(ui(uve)—u;(uive)) = up([us, usloe) = [us, usl(upve)+
[uk, [ui, uj]]vy en appliquant deux fois (Cp,—1). On a alors, avec [u;, ug| = —[ug, u;]

ui(ujvr) = wj(uivr) = [ui, uj] (upvw) + [uk, [ui, ujlloe + fu, [uj, we]lve + [ug, [ug, willvw =
(i uj] (upve) = fus, ujlor

avec 'identité de Jacobi et (A;,—1). On a donc montré (Cy,), ce qui conclut la preuve. [

Lemme 4.23 (Lemme 2). Il eziste une représentation p : L — gl(&) vérifiant :

(a) p(u;)(vs) = vivs pouri < 3
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(b) p(ui)(vs) — vivs € Sy, si X est de longueur m.

Démonstration. Ce lemme s’obtient assez facilement du lemme précédent. En effet, d’aprées
celui-ci, on peut définir une application linéaire f : L ® & — & vérifiant pour tout m € N
(Am), (Bm) et (Cy,), grace a lassertion sur la restriction de f,,. On définit alors :

L — gl(&)
p: . & - 6
“ v o= flu®w).

On remarque tout d’abord que grace a la linéarité de f et la bilinéarité du produit
tensoriel, v — f(u ® v) est bien un endomorphisme linéaire de &. Pour la méme raison,
p est une application linéaire. Il reste & montrer que p([u,u]) = [p(u), p(u')] pour obtenir
que p est une représentation. Cela se déduit du fait qu’on peut le vérifier seulement sur la
base de L, et par la propriété (Cp,). Les propriétés (a) et (b) se déduisent alors facilement
de (A,) et (Bp). O

Lemme 4.24 (Lemme 3). Sit € T,,NJ, alors t,, la composante de degré m de t appartient
al.

Démonstration. On sait que t,, s'écrit t, = Y i_; Aius;) ott X(4) est de longueur m. On se
donne alors p : L — gl(&) le morphisme d’algébres de Lie donné par le lemme précédent,
et on lui applique la propriété universelle de 'algébre enveloppante, qui nous donne le
morphisme d’algébres p : 4 — End(&), et on en déduit alors le morphisme d’algébres
p: T — End(6) vérifiant J C ker(p). On a donc p(t) = 0. D’autre part, si, ¥ = (i1,...,),
plus)(1) = pluy, ® - @ u;, ) (1) = plug,) o+ 0 plug, )(1) = fluy @+ @ flui, ®1)...) =
fui, @@ f(ui, ,®vi,)...) =0 ...v;, +wotw € Sp_1 grace au lemme précédent. Ainsi,
p(t)(1) = 0 et la composante de degré m de p(t)(1) est exactement Y ;| \ivs(;), et grace a
la somme directe, on obtient Y i | Ajvy ;) = 0, c’est-a-dire Y 7| Nux ) = tm € 1. O

On peut maintenant déduire du Lemme 3 la démonstration du théoréeme PBW.

Démonstration. D’aprés la remarque 4.5, il ne reste plus qu’a montrer l'injectivité. Soit
t € Ty, tel que w(t + I) = 0, on veut donc alors montrer que t + 1 = 0, i.e. t € I. Or
w(t+ 1) = p(t) donc on a @(t) = 0, et d’autre part ¢ s’écrit t = to + - -+ + t,, oi1 t, € TF.
Ainsi, ¢(t) = po(to) + - - + ©m(tm), et donc, grace a la somme directe & = ;7 G™, on
obtient g (tx) = 0 pour tout k compris entre 0 et m. Avec @, (tm) = 7(tym) + Un—1, pour
m € N, on en est revenu & montrer que pour m € N et t,,, € T™, si w(ty,) € Up—1, alors
tm € 1.

7(tm) € Um—1 nous donne lexistence de t,,—1 € Tp,—1 tel que 7(ty,) = 7(tm—1), or
ceci implique que t,, — t;,—1 € J et on rappelle que t,, — t,,—1 € T}, par définition. Ainsi,
d’aprés le Lemme 3, la composante de degré m de t,, — t,,—1 appartient & I, or t,,, € T™ et
tm—1 € T—1 donc la composante en question est exactement t,,, ce qui conclut la preuve
du théoréme PBW. O
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4.4 Deuxiéme démonstration

On rappelle que dans toute la suite, {u;, i € K} est une base de L ou K est totalement
ordonné, on garde également ’ensemble des notations introduites, notamment I pour I'idéal
tel que & = T/I, J celui tel que &4 = T/J, et 7 la projection dans . D’autre part, on
appellera mondme ou plus précisément mondome de degré n un élément u;1) @ - @ u;(yp).
On démontre maintenant le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt sous la forme suivante,
d’une fagon différente de la précédente démonstration.

Théoréme 4.25 (Poincaré-Birkhoff-Witt). L’ensemble
{1} U{wa) ® - Quimy +J [ n e N*i(1) <i(2) <--- <i(n)}
forme une base de Al.
Définition 4.26. Etant donné Uj(1) ® -+ @ Uuy(ny € T on définit, pour j < k,
0 s i) <i(k)
ik = { 1 sii(f) > i(k).

On peut alors définir I'inder de u;(1) ® - - - @ u(p), noté ind(u;(1) ® - - @ Uj(y) comme :

ind(ui1) @ -+ @ uj(p)) = Z M k-
i<k

un monome (1) ® - - - @ u;(y) est dit standard si ind(ui(l) R ® ui(n)) = 0. Par convention,
on dit que 1 est standard.
Remarque 4.9. On remarque que si ¥ := (i(1),...,i(n)), alors le monoéme u;1) ® - - - ® u;(y,)
est standard si et seulement si X est croissant.
Remarque 4.10. L’index compte le nombre d’inversions qu’il y a dans le n-uplet en tant que
permutation, et sa parité nous donne le signe de la permutation.

On démontre maintenant un rapide lemme préliminaire, puis on démontrera deux lemmes
qui nous servirons pour la démonstration du théoréme.

Lemme 4.27. On suppose que i(k) > i(k+1). On a alors :
ind(ui1) ® @ Uj(n)) = iInd (1) @+ @ Uj(hy1) @ Ui(r) @+ +* @ Uy(m)) + 1.

Démonstration. On note u := Uj(1) D D Uj(n), u = Uj(1) D D Uj(k41) D Ui(k) Q-+ - @ Uj )
et i’ = (k,k+1)oi en tant que permutation. Ainsi, u’ = u; (1) ®- - @uy(y), et enfin, on note
77;-’ . les 1 comme définis plus haut pour «'. On vérifie facilement que 'on a alors 77;.’[ =nj1
pour j,1 ¢ {k,k + 1}. De plus, n}k = Njk+1, 7];7k,+1 =1 pour j < k car par exemple, par
définition,

L [0 s () <i'(k) 0 si i(j)<i(k+1)
nj,k—{ P ; {1 sii(j) >i(k+1) = kL
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De la méme facon, on obtient n ; = k415, Myy; = Mk pour j > k + 1. Enfin, par
hypothéses, on a ;. ,; = 0 et M1 = 1. O

Lemme 4.28 (Lemme A). {1}U{u;1) @+ @ ui(ny +J | n € N i(1) <i(2) < --- <i(n)}
engendre L, c’est-a-dire que tout élément de T est égal a une combinaison linéaire de mo-
nomes standards a un élément de J pres.

Démonstration. 11 suffit de montrer ’assertion pour les monémes d’aprés la remarque 2.6.
On ordonne alors les monoémes de la fagon suivante : on ordonne d’abord par degré croissant,
puis pour un méme degré avec l'index. Le résultat est évident pour le premier monéme, 1,
et on montre alors I’assertion pour un mondéme en supposant qu’elle est vrai pour tous ceux
le précédant. On se donne ;1) ® - - - @ u;(,) dont on suppose qu’il n’est pas standard, et on
se donne k tel que i(k) > i(k + 1). On a alors,

Uj(1) B+ Uiy 1) DUi(k) B+ * DUj() TUj(1) D+ @ (U () DU (1) — Ui (k1) DUi(k) ) ©+ + DUy -

Or, Ui(k) @ Wi(k+1) — Wi(k+1) @ Wik) = [ui(k), ui(k+1)] +x ot x € J. Ainsi,

Ui(1) @+ @ Uiy = Uj(1) @+ @ Uj(gor1) @ Uick) @+ @ Uiy + Ui(1) @+ @ [Wi(k)s Ui(rt1)] @
S @ Uiy F U1 @ DT R D Uy

Puisque ind (1) ® - -+ @ Uj(p1) @ Uiy @+ @ Uj()) < INd(Uj(1) @ -+ - @ Uy(yy)) Par le lemme
précédent, que le degré de ;1) ® - - @ [Uj(r), Ui(k+1)] @ - -+ @ Uy, est strictement plus petit
que celui de u;(1) ® -+ - @ Uy et que uy1) @+ QT+ - - @ uy(,) appartient a J par définition
d’un idéal, on obtient le résultat. O

On a donc obtenu l'aspect générateur de la famille des mondémes standards, on désire
maintenant obtenir I'indépendance de cette famille. Pour cela, on considére 3, 'espace
vectoriel ayant pour base ’ensemble des projections des monomes standards de degré n :
Ui(1) - - - Ui(n) = Uj(1) @+ @ Uj(p) +J ol i(1) < -+ <d(n) pour n > 1 et Py :=F, et on note
B := Ppen Pr- On montre alors le lemme suivant, qui nous donnera I'indépendance.

Lemme 4.29 (Lemme B). Il existe une application linéaire o : T — P vérifiant :

o(1) =1, o(ui1) @+ @ Uj(n)) = Uj(1) - - - Uiy $13(1) < -+ <i(m) (3)

o(ui1) ® =+ @ Uj(p) — Uj(1) @+ @ Uj(hg1) @ Ui(h) @ +++ @ Uj(n))
= o (ui1) @+ @ [Uj(r), Uih1)] @ -+ D Uj(ry). (4)

Démonstration. On note T™7 le sous-espace vectoriel de 7™ engendré par les monomes de
degré m et d’index inférieur ou égal a j. On définit alors o par récurrence sur (m, j) suivant
lordre lexicographique. On impose o(1) = 1. On suppose alors que o est définie sur F &
T'®---@aT™ ! et y vérifie et , et on étend o par linéarité AF QT @- - - T 1pT™O



4 THEOREME DE POINCARE-BIRKHOFF-WITT 34

avec o (1) @+ @ Uj(m)) = Uj(1) - - - Uj(m) POUr les mondmes standards. Il est alors clair que
o vérifie toujours et . On suppose alors o définie sur Fe T @ --- T 1 g Tmi—!
et on cherche a 'étendre par linéarité A F@ T @ ---@T™ @ T™J. Soit Uy(1) @+ @ Uj(m)
d’index j > 1, et on suppose que i(k) > i(k 4+ 1). On impose alors

o(ui(1) @+ @ Uj(m)) = T(Uj(1) @+ @ Uj(hp1) @ Uj(k) @ *++ @ Uj(ym))
+ o (Ui) ® -+ @ [Wick)s Uihs1)] @ -+ @ Ui(my). (5)

Il reste & montrer que la définition ne dépend pas du couple (k,k + 1) considéré. Soit
alors (I,1+ 1) tels que i(l) > i(l + 1). On a, a permutation des indices preés, soit [ > k + 1,
soit [ =k + 1.

Sil > k+1, on note uyg) =t u, Upy1) = U, gy = w, ety = x. On a,
par hypothése de récurrence, pour le membre de droite de , en considérant le couple
(k,k+1):

o RUOU - QWRIT® )+ o QU] @ - QUWRT® ) =
o RUVRUR - RTRUWR )+ o RUVRUR - [w, ] ® )
+o(-- @U@ RrRWwe- )t o @ u,v] @R [w,z]® )

puisque ind(- - VU - QWRTR--+)=i—let - Ru,v]Q@ - TRWX--- est de
degré m— 1. On réalise la méme opération & partir de en considérant le couple (I,1+1) :

o QUAUIR - RrRUWR® )+ QUAVR - Qw,z]® ) =
o RUVRUR - RTRUWR )+ QU@ VTRWER )
to(-@UeRuUe - Rw,r]® ) +o( @U@ @ [w,T]® -+ ).

On a bien les deux mémes quantités.

Sil=k+1, on note alors u;y =: u, Ujr41) = U;) =: v, €t w;41) =: w. Ici encore, on
part du membre de droite de ([5)) en considérant (k,k + 1), et on obtient, par hypothése de
récurrence :

o RURUAWR )+ o @[] QW) =
o RUVRUWRUR ) +o( R uw @)+l @ [uv]Rwe )
:J(...@w@v@u@...)+o’(...®['l}?w]@u@...)
—1—0'('--®U®[u,w}®--')+U(~~®[u,v]@w@---).

De la méme fagon, en partant du membre de droite de en considérant (I,l + 1), on
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obtient :

o RQUAWRVE ) +o(---Quv,w] @) =
o QueURVR - )+o(- @ u,w V- )+o(-- QU [v,w] &)
=0(---QURUVAU- )+ o(--- QU [u,v]®---)
+J(...®[u’w]®'U®...)+O'(...®u®[U’w]®...).

Il reste donc & montrer que les deux quantités sont égales, c’est-a-dire que

+ @R uw @ — R u,w @V -
_|_...®[u’v]®w®..._...®w®[u7v]®...):() (6)
Oron sait quesia,be L, o(-- ®a®@b®---—---@b®a®---)=0(---®[a,b]®@---) par

hypothese de récurrence. Ainsi, @ devient :

o @ [[v,wlu] ® -+ + -+ @ [v,[u,w] & -+ + - @ [[u,v],w] @ --+) = 0.

Or, [[v,w],u] + [v, [u, w]] + [[u,v], w] = [[v,w],u] + [[w, u],v] + [[u, v],w] = 0 par I'identité
de Jacobi, et on conclut par bilinéarité du produit tensoriel.

La définition n’est donc pas ambigiie, et on peut alors définir o sur T, et il est clair
que, par construction, o vérifie et . ]

On peut maintenant démontrer le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt.

Démonstration. Le lemme A donne ’aspect générateur de la famille considérée. D’aprés le
lemme B, on a une application linéaire o : ¥ — B vérifiant et . Il est clair que tout
élément de l'idéal J est une combinaison linéaire d’éléments de la forme u;(1) @ - - ® uj(n) —
Ui(1) @+ DUt 1) DUi(k) @+ * D Uiy — Ui(1) @+ + @ [W(hy» Ui (k1)) @ - @Uj(), OF, par (4)) ces
éléments sont envoyés sur 0 par o. Ainsi, ker(o) C J et on obtient une application linéaire
induite & : & — P. Grace a (3), les monomes standards wq) - - uj(y) (i(1) < -+ <i(n)) de
i sont envoyés par g sur w;(1y - - - Uj(y). Or ceux-ci sont indépendants dans B car ils forment
une base de B, ainsi, leurs antécédents dans 4l sont aussi indépendants. O

4.5 Commentaire sur les deux démonstrations

On fait ici un rapide commentaire comparant les deux démonstrations. Bien que les deux
énoncés soit assez différents, on remarque que les démonstrations présentent de nombreux
points semblables. Dans chacune d’elle, on s’intéresse a 'ordre des indices des mondmes,
et on voit apparaitre la base dont il est question pour le deuxiéme énoncé. On sent qu’il
s’agit a chaque fois d’exprimer tout élément dans cette base, et que ’on cherche a expliquer
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comment réordonner les indices des monémes. Dans les deux cas on construit pour cela des
applications, qui, bien que différentes, ont des similitudes. En effet, on impose & chaque fois
I'image d’un monoéme standard, et il est apporté des corrections a I'image d’une mondéme
qui n’est pas standard. On note enfin que I'identité de Jacobi est & chaque fois utilisée, et
de maniére fondamentale puisque le théoréme est faux sans 'identité de Jacobi.
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