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Introduction

Le but de ce stage a été d’étudier I'ensemble des fonctions continues sur un compact K
a valeurs complexes, noté C(K), pour savoir de quelle structure 'on devait le munir afin de
retrouver d’une part la topologie de K, et d’autre part une structure de groupe sur K.

Dans la premiere partie, nous démontrons le théoreme de Banach-Stone, qui affirme que si
I'on connait la structure d’espace vectoriel a isométrie pres de C(K), alors on peut retrouver
la structure topologique de K. Nous donnons aussi une variante de ce théoreme qui dit que
si 'on connait la structure d’algebre de Banach de C(K), alors on peut retrouver la structure
topologique de K.

Dans la seconde partie, nous introduisons les notions d’algebres de Hopf et de Woronowicz
et nous démontrons que si G est un groupe, alors C(G) est naturellement muni d’une structure
d’algebre de Hopf (ou de Woronowicz). Réciproquement, nous démontrons que si ’on connait
la structure d’algebre de Hopf ou de Woronowicz de C(K), alors on peut retrouver la structure
de groupe compact de K.



1 Théoréme de Banach-Stone

Notations :
Pour (X, 7T) un espace topologique :
On note O(X) I'ensemble des ouverts de X.
On note K(X) 'ensemble des compacts de X.
On note B(X) l'ensemble des boréliens de X.
Pour tout € X, on note Vx(z) l'ensemble des voisinages ouverts de = dans X.
On note X* (et pas X’ attention) le dual topologique de X. On notera indifféremment f(z) ou
(f,x)x- x ou encore (f,x) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité (crochet de dualité).
Pour K compact, on note C(K) I'ensemble des fonctions continues de K dans C.
On munit C(K) de la norme infinie ||.||« (licite).
K désignera R ou C.
On munit R et C de leur topologie usuelle.
On note U I'ensemble des complexes de module 1.

1.1 Compléments sur la théorie de la mesure et théoreme de représentation
de Riesz-Markov

On introduit juste ici les notions élémentaires pour comprendre la suite, sans rentrer dans
les détails et sans donner les preuves. Ces derniéres sont consultables au [Rud1].

Soit (X, .A) un espace mesurable (ou X = (X, 7T) est un espace topologique).

1.1.1 Mesures complexes

Définition 1. Une est par définition une application
w: A— C telle que :
1. p(0) =0.
2. Pour toute réunion disjointe dénombrable A = |_| A, p(A) = Z,LL(AH).
neN neN

Remarque : L’ordre d’indexation des ensembles formant la partition n’important pas, on obtient
)

(par un théoreme bien connu sur les séries) que la série converge absolument, donnant ainsi une

bonne définition.

Définition 2. Soit u une mesure complexe sur (X,.A).
, notée |u|, est Uapplication définie sur A par :

ne

VA e A, |u|(A) = sup{z | (AR)|/ (Ag)1<k<n est une partition finie de A en ensembles A—mesurables}.
N k=1

est la quantité ||p|| = |u|(X).

Théoréme 1 (Rudl 6.6.2. et 6.6.4.). Soit ;1 une mesure complexe sur (X, A).

Alors |u| est une mesure positive finie sur (X, A).

Théoréme 2 (Rudl 6.6.12.). Soit u une mesure compleze sur (X, A).

Alors il existe f: X — C A-mesurable telle que |f| =1 et VA € B(X), u(A) = / fd|p|.
On note alors dp = fd|ul. !



1.1.2 Régularité des mesures
On suppose désormais que 'espace topologique (X, 7)) est séparé.

Définition 3. On appelle une mesure borélienne (i.e. définie sur les
boréliens de X ) (positive) telle que :

VK compact de X, u(K) < 4o00.

Définition 4. Soit 1 une mesure de Borel sur X. On dit que :

1. u est siVA € B(X), u(A) =sup{u(K)|K € K(X),K C A}.
2. est siVA € B(X),u(A) = inf{u(0)|0 € O(X), A C O}.
3. poest st et intérieurement réguliere et extérieurement réguliere.

Soit i une mesure complexe. On dit que p est si |u| est réguliére.

On note M(X) l’ensemble des mesures complezxes régulieres. On munit M(X) de la norme de
variation totale, que I'on notera indifféremment ||.|| ou ||.||ar(x)-

1.1.3 Théoreme de représentation de Riesz-Markov

Théoréme 3 (Riesz-Markov Rudl 6.6.19.). Soit K un espace topologique compact.
Alors Uapplication R: M(K) — C(K)* est une isométrie linéaire surjective.

p — |R,: C(K) — C
d
£ [ s

Remarques :
— Une isométrie surjective est bijective (car toute isométrie est injective).
— Grace a ce théoreme, on s’autorisera a identifier C(K)* et M (K).

— Ce résultat reste vrai pour un espace topologique K dit localement compact (i.e. ou tout
point admet un voisinage compact) en remplacant C(K) par Co(K).

— L’intégrale selon une mesure complexe est définie comme 1’on se I'imagine.



1.2 Topologie faible* sur le dual
1.2.1 Eléments de topologie

On introduit ici les notions de topologie nécessaires pour comprendre la suite. Il s’agit de
rappels et de compléments de L3.

Définition 5. Soit X un ensemble.
Soit (Y;)ier une famille d’espaces topologiques (ou I est un ensemble).
Pour tout i € I on considére une application f; : X — Y.
est par définition la topologie la moins fine rendant
continues les applications f; pour i € I.

Remarque : Cette définition est licite, car une intersection de topologies est une topologie.

Définition 6. Soit X un K-espace vectoriel.
Une sur X est une application p : X — R, telle que pour tout (x,y) € X2, pour
tout A € K :

e p(0)=0.
e p(Az) = [Ap(x).
e p(z+y) < px) +py).

Une famille (p;)ier de semi-normes (ou I est un ensemble) est dite si
Ve € X\{0},3i € I,p;(x) #0.

Définition 7. Soit X un K-espace vectoriel.

Soit (p;)ier une famille de semi-normes sur X (ou I est un ensemble).

L’ensemble © des parties U de E telles que pour tout x € U, il existe ¢ > 0 et J une partie

finie de I tels que n By, (x,e) CU ot By, (x,e) = {y € X|[p;j(x —y) < e} est une topologie sur
jeJ

X, appelée

Lemme 1 (Pau 2.1.(1)). La topologie définie par une famille de semi-normes est séparée si et
seulement si la famille de ces semi-normes est séparante.

Lemme 2 (rappel du cours de topologie). Soit K un espace topologique compact.
Soit Y un espace topologique séparé.

Soit f: K — Y wune application injective et continue.

Alors f est un homéomorphisme sur son image.

Lemme 3 (Urysohn (Pau 1.13.)). Soit K un espace topologique compact.
Soient F' et F' deux fermés disjoints de K.
Alors il existe une application continue f: K — [0, 1] telle que

Vee F, f(xr)=0etVa' € F', f(z') =1

Remarque : Ce résultat reste vrai pour un espace topologique dit normal (i.e. ot deux fermés
disjoints ont des voisinages disjoints).

Définition 8. Soit X un ensemble.

On dit que X est un , st X est munt d’une structure de

K-espace vectoriel et d’une structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que les opérations

XxX —- X et Kx X — X soient continues et que {0} soit une partie fermée.
(x,y) — x4y (Nz) — Az



Remarque : un espace vectoriel normé, muni de la topologie induite par sa norme, est un espace
vectoriel topologique.

Lemme 4 (rappel d’algebre linéaire). Soit E' un K-espace vectoriel.

Soit n € N. Soient ¢, fi, ..., fn des formes linéaires sur E telles que m ker(f;) C ker(yp).
i=1

n
Alors il eziste (a;)1<i<n € K" tel que p = Zaifi.
i=1

1.2.2 Topologie faible*

Théoréme 4 (Hahn-Banach (forme analytique réelle)). Soit E un R-espace vectoriel.
Soit p: E — R une application vérifiant :

V(z,y) € E*,p(x +y) < p(z) +ply) (sous-additive).
Ve e BVt € Ry, p(tr) = tp(x) (positivement homogéne de degré 1).
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Soit f une forme linéaire sur I telle que Vo € F, f(x) < p(x). .
Alors il eziste un prolongement linéaire f de f a F vérifiant Vo € E| f(x) < p(z).
Preuve :

e Soit P l'ensemble des prolongements de f constitué des paires (G, g) ou G est un sev de
E contenant F' et g est une forme linéaire sur G tels que : g|p = f et Yz € G, g(z) < p(z).
Alors :

% P £0 (car (F, f) € P).
% On définit un ordre partiel < sur P défini par :

(G1,91) < (G2,92) & G1 C Gy et 2|, = o1

% Soit S une partie totalement ordonnée de P : S = {(Gx, g1)}.
On considére G = U G qui est un sev de E
X

et § défini sur G par Vr € é,f](x) = ga(z) si x € G qui est une forme linéaire sur
G, bien définie, car les G, sont totalement ordonnés.
Alors (G, §) est un majorant de S.
D’ot, par le lemme de Zorn, il existe un élément maximal (G, g) € P.
e On suppose par 'absurde que G # E : il existe xy € F\G.
On cherche h(xg) tel que h définie sur H = G + Ray par h(z + tzg) = g(z) + th(xg)
satisfasse :
Ve € G,Vt € R, g(x) + th(zo) < p(x + tzg).(%)

En particulier :

sup(g(@) — ple — 70)) < h(an) < ink (ple +a0) — g()).
z€G ze

Or :
V(z,2') € G* h(x) + h(2') = h(z + 2') < p(z +2') < p(x + x0) + p(x — 20)

Donc (x) est satisfaite pour un h(z) ainsi choisi.
De plus G C H et h|g = g.
Donc (G, g) n’est pas maximal. Contradiction. D’ou G = E.



On admet 'énoncé dans le cas complexe :

Théoréme 5 (Hahn-Banach (forme analytique complexe)). Soit E un C-espace vectoriel.
Soit p: E — R une application vérifiant :

Va e E vt e R+,p(m) =
VHEUVLEEp( ) = p(

< plz) +ply) (sous-additive).
tp(x) (positivement homogene de degré 1).
O

)

Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Soit f une forme linéaire sur F' telle que Vx € F,|f(x)| < p(x).
Alors il existe un prolongement C-linéaire f de f a E vérifiant Vx € E, |f( O] < p(x).

Définition 9. Soit X un K-espace vectoriel topologique.
, notée wkx, est par définition la topologie initiale sur X* (le dual topologique
de X ) définie par (Evy)zex ot Ve € X, Ev, : X* — K

fo= (fz)
Remarques :

— Cette définition est licite, car le théoreme de Hahn-Banach implique que le dual topolo-
gique X* est non-trivial.

— Par définition, la topologie faible* est la topologie de X* la moins fine qui rende continues
les applications Fv, pour tout x € X.

— La topologie faible* est engendrée par { Ev; ' (U)|U € O(K),z € X}.

— La topologie est séparée (car donnée par la famille séparante de semi-normes
(f = |f(@)])zex (cf. lemme 1)).



1.3 Opérateurs
1.3.1 Adjoint et isométrie

Définition 10. On appelle toute application linéaire continue entre deux espaces
vectoriels normés.

Remarque : En réalité, la définition d’opérateur ne comporte pas la notion de continuité.
On parle d’opérateur borné pour désigner un opérateur continu (car il y a équivalence des deux

notions (cf. [Rud2] 1.32.)).

Théoréme 6. Soient (X, ||.||x) et (Y,||.|ly) deuz K-espaces vectoriels normés.
Soit T : X — Y un opérateur.
Alors il existe un unique opérateur T : Y* — X* tel que :

VieY Ve e X, (T7(f)(x) = f(T(x)) et [|T|

En utilisant les crochets de dualité, cette formule s’écrit (T*(f),z) = (f,T(x)).
T* est appelé

L(X)Y) = HT*| Lo(Y*,X*)-

Preuve :

e On définit T* par Vf € Y* T*(f) = foT. Alors pour tout f € Y* T*(f) est une
application de X dans K, linéaire et continue (comme composée d’applications linéaires
et continues). Donc Vf € Y*, T*(f) € X*.

De plus Vo € X, Vf € Y™ (T*(f),z) = (T*(f))(z) = (f o T)(x) = f(T'(x)) = {f, T(x)).
Ainsi T* est définie de maniere unique et est une application de Y* dans X*.
o % VreXV(fi, ) € Y) (T*(fitfo),x) = (fitfo, T(x)) = (f1, T(x))+(fo, T(x)) =
(T*(fr), ) + (T"(f2), x) = (T"(f1) + T"(f2), ).
Dot T*(fi + f2) = T (f1) + T*(f2).
% De méme, Va € K\Vf € Y*, T*(af) = aT*(f).
D’ou T est linéaire.

o Vi e Y [[T*()llx- = [If o Tllx» < |[flly-1IT]

D’ou T* est continue. C’est donc un opérateur.

L(X)Y)-

x- = ||T7]

o [T]lcoxyy= sup [(f,T(x))|= sup [T*(f).z)[= sup [[T7(f)] Lo(Y*,X%)-
[zl x<1 l|z|[x<1 I[flly=<1
I lly*<1 flly*<1

Théoréme 7. Soient (X,||.||x) et (Y,||.|ly) deuz K-espaces vectoriels normés.
Soit T : X — Y une isométrie linéaire surjective.
Alors T* : Y* — X* est une isométrie linéaire surjective et (T*)~' = (T~1)*.
Preuve :
e On pose S = T~ 1. D’apres le théoreme précédent, il est licite de considérer S* et T*.
Vf € X*,Va € X, (T 0 §%)(f), 2) = (T*(S*(f)), 2} = (S*(), T(x)) = (f, S(T(x))
S {F(SoT)@) = (f. ).
D’ou T* o S* = Idx-.
De méme, on montre que S* o T = Idy-.
D’ott T* est inversible et (T%)~' = (T1)*.

e Soit f e Y™
D’apres le théoreme précédent, |||z v+, x+) = ||T||z.cx,y) = 1 (car T' est une isométrie).
De méme, [[(T) 7| ox- ) = (T |l o vy = 1T 7 leovixy = 1.

Dot ||f]ly- = [[(T*) " (T* (M)l < NT*(Hllx- < [1f [y
En fait, il y a égalité dans les inégalités précédentes. D’ou, ||T*(f)||x+ = || f]
Donc T* est une isométrie bijective.

Y*-




1.3.2 Topologie faible* et opérateurs

Proposition 1. Soit (X,T) un K-espace vectoriel topologique dont la topologie T est définie
par une famille (p;)ie; de semi-normes (ot I est un ensemble).
Soit f € L(X,C).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) f est T-continue.
(2) 3C > 0,3k € N* Vo € X,|f(z)| < C max(p;(z)).

1<i<k

Preuve :

e On suppose (1).

Alors f est continue en 0. Comme f est linéaire, f(0) = 0.

Donc V := f~1(By,(0,1)) € Vx(0).

Par définition de la topologie T, il existe U un ouvert de T tel que U C V/,

U= ﬂ By, (0,7y,) avec J C I fini.

n;eJ

On pose r = nljnefJ(Tnj) et k= IJJIEEL?]((TL])

Si 1rgjagi(p](:zc)) < r, alors | f(z)] < 1 (avec C'=1). On en déduit le résultat par lindarité.
e On suppose (2).

Soit r > 0. Soit By(0,r) C C.

By(0,r) = {y € C/]y| <r}.

Donc f~1(By(0,7)) = {z € X/|f(z)| < r}.

Pour tout j € [1, k], on pose r; > 0 tel que r; < 57.

k
Soit = € ﬂ B, (0,75). Alors Vj € [1,k], pj(x) <7 < 55
j=1

rooor
¢ < : =
Par hypothese, on a donc |f(z)| < Clrg]aé(p](:p)) < CQC 5
k
Donc z € f~1(By(0,7)). D'ott (1) By, (0,75) C f(B(0,7)).
=1
-

ouvert de 7
D’ou f est continue en 0, et comme f est linéaire, f est continue.

Proposition 2. Soit X un K-espace vectoriel topologique.
On munit X* de la topologie faible™.
Soit ¢ € L(X*,C).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) ¢ est continue.
(2) 3z € X, ¢ = Fu,.

Preuve :

e On suppose (2).
Alors, par définition de la topologie faible*, ¢ est continue.
e On suppose (1).
On considere la famille (p,).cx de semi-normes donnant la topologie faible* :
Vee X,p,: X* — Ry .
fo= 1f(2)]

D’apres le théoreme précédent, il existe C' > 0 et k € N* tels que :

9



Ve X" Je(f)] < C max (|f(2:)])-

1<i<k

On en déduit que ﬂ ker(Ev,,) C ker(yp).

i=1
k

D’apres le lemme 4, il existe (o;)i<i<x € CF tel que p = Z a;Ev,,.
z 1

k
Orvfe X" o(f) = aEv,(f) Zalf (;) Zaazl = Ev.(f).
=1

noté zex
R
D’ou ¢ = Ev,.

Lemme 5 (Pau remarque au 2.2). Soit X un espace topologique.
Soit Y un espace vectoriel topologique dont la topologie est donnée par une famille de semi-
normes (p;)icr (0ot I est un ensemble).
Soit T : X =Y linéaire.
Alors T est continue si et seulement si pour tout 1 € I, p; oT est continue.
Théoreme 8. Soient X et Y deux K-espaces vectoriels normés.
Soit T : (X*, wkx) — (Y*, wkx) linéaire.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) T est continue.
(2) U Y —- X, T =U*.

Preuve :
e (2) = (1) est évident.
e On suppose (1).
% On note (pg)zex (resp. (py)yey) la famille de semi-normes donnant la topologie
faible* de X* (resp. Y*).
Alors d’apres la proposition 1 et le lemme 5, la continuité de T' équivaut a :

Yy € Y,3C > 0,3k € N*, Aw)1<icr € XFVF € X5 py(T(£)) < CD_ pu(f)

i=1
Donc, d’apres la proposition 2, Vy € Y, 3z, € X,Vf € X* (T(f), v)v+y = (f, Ty) x* x-
OnposeU: Y — X .
y = Ty

% On suppose par Pabsurde qu’il existe (z1,22) € X? tel que :
Vf S X*v <f7 SL’1> = <T<f>7y> = <f,372>-
Alors Vf € X*, (f,z1 — z2) = 0.
Or le vecteur nul est le seul vecteur annulant toutes les formes linéaires, donc x; = x».
Donc U est bien définie.

% Soit (y1,92) € Y2 Soit a € K.
Alors Vf € X*v <f7 U<Oéy1 + y2)> = <T(f)7 ayy + y2> = Oé<T<f),y1> + <T<f>7y2>
= a<fa U(y1)> + <.fa U(y2)> = <.fa aU(yl) + U(y2)>
Donc (méme argument qu’a ’étoile précédente), U(ay; + y2) = aU(y1) + U(ya).
D’ou U est linéaire.

* Soit y € Y. Alors [[U(y)llx = sup  (KT(f),)]) < |IT(f)|

fex=[lfllx<1

y* ylly-

D’ou U est continue.

10



Lemme 6. Soit K un espace topologique compact. Soit x € K.
On considere Uapplication §, : C(K) — C

J oo f@)
Alors 6, € C(K)* et ||0z]|cx)y = 1.

Preuve :
Clairement d,, est linéaire.

Vf € C(K), 16()] = [f (@) < [1f]]oc-

Donc §, € C(K)* et ||0g]|cx)- < 1.

De plus , il y a égalité dans I'inégalité précédente pour f = 1.
D’Ofl, ||53&||C(K)* =1.

Remarques :

— Ce résultat reste vrai si K est seulement supposé séparé, en remplagant C(K) par Cp(K)
I’ensemble des fonctions continues bornée sur K.

— La notation ¢, est aussi utilisée pour les masses de Dirac. La correspondance entre les
deux est donnée par le théoreme de représentation de Riesz-Markov.

Théoreme 9. Soit K un espace topologique compact.
Alors Q: K — (C(K)*,wkx) est un homéomorphisme sur son image.

T C(K) — C
>

f ()

Preuve :

e () est bien définie d’apres le lemme 6.
e K est compact.

(C(K)*, wkx) est séparé.

Soit (z,y) € K? tel que x # y.

Comme K est compact, par le lemme d'Urysohn ({z} et {y} étant deux fermés disjoints),
il existe une application continue f : K — [0, 1] telle que f(x) =0et f(y) =

Ainsi, (Q(2))(f) = f(z) = 0# 1= f(y) = (Qy)(/f)-

Donc Q(x) # Q(y).

D’ou  est injective.

On note (pf)fec(k) la famille de semi-normes donnant la topologie faible*.

Soit ﬂ ,ul, r;) un ouvert de la topologie wkx.

Alors Q7! ﬂ (i, i) ﬂQ 5, (i Ti))-

On peut donc raisonner sur une seule boule B, (i, 7).
OBy, (7)) ={x € K/b: € By (1, 7)} = {x € K/ps(n— b:) <1}
—{we /| [ fdu—g@] <ry=1B([ faur).

K K

dans c
Comme f est continue il s’agit d’'un ouvert de K.

D’otu €2 est continue.
D’ou, par le lemme 2, €2 est un homéomorphisme sur son image.

11



1.4 Points extrémaux

Définition 11. Soit X un espace vectoriel. Soit C' un ensemble convexe de X.
Soit (z1,7) € C? avec Ty # 5.
On appelle Uensemble (1, xs) := [x1, x2)\{x1, T2}.

Définition 12. Soit X un espace vectoriel. Soit C un convezre de X. Soit x € C.

On dit que x est un s’il n’existe aucun segment ouvert de C' contenant x.
On note Ext(C') l'ensemble des points extrémaux de C'

r € Ext(C) & (V(y,2) € C2 VA €)0, 1,z = y+ (1 - N)z=y =1z =2).

r ¢ Bxt(C) & Iy, 2) € C*y # 2,IN €)0, 1,z = Ay + (1 — \)z.

Remarque : On peut toujours prendre A = % pour vérifier si un point est extrémal ou non.

Proposition 3. Soient X etY deux espaces vectoriels.

Soit C un convere de X. Soit x € C.

Soit T : X — Y une isométrie linéaire surjective (donc bijective).
Alors x € Ext(C) < T(x) € Ext(T(C)).

Preuve :
e Soit 2/ € T(C). On suppose que =’ ¢ Ext(T(C)) : il existe (y,2) € T(C)%,y # 2 et
A €]0,1] tels que 2’ = Ay’ + (1 — N2

T
Comme T est surjective, il existe (z,y,2) € C3 tel que ' =T
7 =T

Comme y' # 2/, il vient : y # z.

Comme T est linéaire, on a : T(x) = XT'(y) + (1 = N)T(2) =T (A\y + (1 — N)z2).
Comme 7 est injective, il vient : x = Ay + (1 — \)z.

Donc x ¢ Ext(C).

Par contraposée, z € Ext(C) = T(z) € Ext(T(C)).

e La réciproque se fait de la méme maniere.

Proposition 4. Soit K un espace topologique compact.
Soit 1 une mesure de probabilité réguliére sur K telle que VA € B(K), u(A) € {0, 1}.
Alors, il existe k € K tel que pn = .

Preuve :
On pose F = {F C K/F est fermé et u(F) =1} (F # 0 car K € F).
On pose A = ﬂ F.
FeF
e On suppose par I'absurde que A = ().
A est alors une intersection vide de fermés de K qui est compact.

Donc il existe n € N* et (F})1<i<n € F" tels que ﬂ F, = 0.
i=1
On montre par récurrence sur n € N, n > 2 la propriété P(n) :

Soit (F})i1<i<n € F". Alors u(n F)=1.
i=1
% Soit (Fy, Fy) € F2 Alors u(Fy N Ey) + u(Fy U Fy) = p(Fy) + p(Fy) = 2.

N e
=1 =1

Comme p ne prend que les valeurs 0 et 1, il vient : u(Fy N Fy) =1 (= p(F U Fy)).
D’ou P(2).

12



% On suppose P(n —1) (n = 3).

n n—1 n—1
Soit, (Fy)1<icn € F. Alors : u((() Fi) + u(F U ([ F)) = p(Fo) + () Fi) = 2.
i=1 i=1 i{" i=1
——
=1(H.R)

n

Comme p ne prend que les valeurs 0 et 1, il vient ,u(ﬂ F;,) =1. D’ou P(n).
i=1

Ainsi, 0 = p(0) = ,u(ﬂ F;) = 1. Contradiction. D’out A # () (x).
i=1
e Soit k € A (licite d’apres (x)). Soit O € O(K) tel que k € O.
On suppose par absurde p(O°) = 1. Alors O° € F. Donc k € O¢, ie. k &€ O.
Contradiction. D’ott ;(O°) = 0. Donc p(0O) = 1.

Par régularité de p, on a : p({k}) = o O%%f)k Ou(O) = 1.
€O(K) ke

D’ou supp(p) = {k} et donc p = 6.
Remarque : On peut généraliser ce résultat de la fagcon suivante : toute mesure réguliere ne
prenant que deux valeurs est une masse de Dirac.

Proposition 5. Soit K un espace topologique compact.

On note P(K) l’ensemble des mesures de probabilité réguliéres sur K.
Soit u € P(K).

Alors p € Ext(P(K)) < 3k € K, u= 6

Preuve :

e Soit k € K.
Soient (u1, u2) € P(K)? et A €]0, 1] tels que &, = Aug + (1 — A po.
Soit A € B(K) tel que A C {k}°.
Alors 0 = 6, (A) = A (A) + (1 — N pz(A). Donce pi(A) =0 = pg(A).
Dot supp(p1) = {k} = supp(pz) (car p; et ps sont non-nulles), i.e. uy = 9 = po.
D'ou &y € Ext(P(K)).
e Soit u € P(K). On suppose que Vk € K, pu # 0.
Alors d’apres la proposition précédente, il existe A € B(K) tel que u(A) €]0, 1].
Pour tout B € B(K), B= (BN A)U (BN A°).
On définit i) et fiy de la fagon suivante : VB € B(K), { Z;Eg; _ Zgg 2 ﬁz) :
Alors VB € B(K), u(B) = (BN A) + u(B N A°) = i1(B) + fia(B), donc pu = iy + fio.
Or i (K) = u(A) # 1 et fio(K) = u(A°) # 1, donc il faut renormaliser pour avoir des
mesures de probabilité.

— H1
On pose { . B “(ﬂé)
H2 = LA

Alors (p1, p2) € P(K)?, pn # pz et = Ay + (1 = Mz ot A = u(A) €]0, 1.
D'ou pu ¢ Ext(P(K)).
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Théoreme 10. Soit K un espace topologique compact.
Alors Ext(By| ||, (0,1)) = {adr/a € U et k € K}.

Preuve :
B |1x, (0, 1) est bien convexe.

e Soit a € U. Soit k € K.
On suppose que ady, = 5(pu1 + po) avec (p1, fis) € (Bla00) (0, 1))?, alors :
1=o| = glm({k}) + p2({kH] < 5(a{ED]+ [p2({ED]) < 51l + [p2l]) < 3 = 1.
Donc les inégalités précédentes sont en fait des égalités, donc on en déduit que
|1 ({k})] = 1 = |ua({k})]. D’ott 'on déduit que p; et uo sont des masses de Diracs en k :
il existe (3,7) € U? tel que 1 = B0y et po = Yoy
Orona:lz\a|<ngzl_
La encore les inégalités sont en fait des égalités.
On se retrouve donc dans le cas d’égalité de 'inégalité triangulaire : 3 et + sont positive-
ment colinéaires. Et comme ils appartiennent tous les deux a U il vient : § =~ = a.
Dot py = ady, = pip. Et donc ady € Ext(B)) |, (0, 1)).
Les autres masses de Dirac (celles pondérées par un coefficient de module différent de 1)
n’appartiennent évidemment pas a cet ensemble.

® Soit (1 € Bj|| (0, 1). On note du = fd|u| avec | f| = 1.
On suppose que p n’est pas une masse de Dirac.
Alors en raisonnant sur le support, on voit que |u| non-plus.
Donc, d’apres les propositions 4 et 5, |u| étant une mesure positive d’apres le théoreme
1, il existe (pu1, pi2) € Bjjjj, 0 (0, 1) et A €]0, 1] tels que puy # pg et || = Ay + (1 = A) o

n(A) = fdp
On définit v; et 15 de la fagon suivante : VA € B(K), :
w(d) = fdpe
A
Comme iy # po et |f| = 1, il vient : vy # vs.
Alors pour tout A € B(K), on a :

)\yl(A)Jr(l—)\)yQ(A):)\/AfdulJr(l—)\)/Afdug(T)/Afd()\ule(l—)\),uQ):/Afd\m:
1(A).

Dot p = Avy + (1 — N)ws.
Donc pp & Ext(B)) |, (0, 1)).

Remarque : L’égalité (x) se prouve par le schéma classique :

Indicatrices

1

Fonctions étagées positives

1

Fonctions mesurables positives

1

Fonctions mesurables réelles

1

Fonctions mesurables complexes
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1.5 Théoréme de Banach-Stone
1.5.1 Enoncé

Théoréme 11 (Banach-Stone). Soient K et L deux espaces topologiques compacts.
Soit T : C(K) — C(L) une isomélrie linéaire surjective (donc bijective).
Alors il existe h € C(L) et ¢ : L — K un homéomorphisme tels que :
{ Vie L, |h(l)| =1
VfeC(K), Ve L (T(f))=nl)f(ed)

1.5.2 Preuve

e Comme T : (C(K),||||c) = (C(L),]].||c0) est une isométrie linéaire surjective, d’apres
le théoreme 7, T : (C(L)*,||-llcry) = (C(K)*,||.|le(x)+) est aussi une isométrie linéaire
surjective.

Ainsi

T*(B||-||C(L)*(O71)) = BH-HC( (Oal)-

K)*

D’apres la proposition 3, sachant que les boules unités sont convexes, on a :
T*(Ext(B||~||c(L)* <07 1))) = Ext<BH-HC(K)* <07 1))
D’apres le théoreme de Riesz-Markov, ceci s’écrit :
T*(Ext(BH-H]VI(L)(O? 1)) = Ext(BH-HJM(K)(O’ 1)).(x)

D’apres le théoreme 10, sachant que 7™ est bijective, pour tout [ € L, il existe un unique
h(l) € U et il existe un unique ¢(l) € K tels que :

T"(61) = h(1)dg)-

Alors
Vie LVfeC(K),T(f)1)=(&,T(f))=T"(a),f) = (h(D)opw, ) = h()(Sow), f) = h(1) f(e(1)).

e Montrons que h est continue.

% h est une application de L dans C.
Vie L, (EvyoT*oQ)(l) = (T%(6),1) = h(1){0pw), 1) = h(l).
D’ou h = Evy o T* o ().
D’apres le théoreme 9, © est un homéomorphisme de L dans (2(L), wkx).
D’apres le théoreme 8, T* : (Q(L), wkx) — (C(K)*, wk*) est une application conti-
nue.
Par définition de la topologie faible*, Fv; : (C(K)*, wk*) — C est continue.
D’ou h est continue : h € C(L).

% D’apres le lemme 6, sachant que 7™ est une isométrie, on a :
Vi e 1,1 = [[alley: = 1T @)lleqorr = O] 1600 lecro = IR

=1
e Montrons que ¢ est continue.

Comme €2 est un homéomorphisme, montrer la continuité de ¢ équivaut a montrer la
continuité de Qo ¢ : L — (C(K)*, wkx).

15



% Soit [ € L. Soit ¢ > 0. On considere B(Q o ¢(1), ) ouvert de C(K)* pour la topo-
logie faible® (on se restreint a une boule car intersection finie et image réciproque
commutent).

% Comme h est continue (en 1), il existe V; € V(1) tel que :

Vo € Vi, |h(z) — h(l)| <

3
2/ flloo

% Comme T™ est continue pour la topologie faible* et que € est un homéomorphisme,
il existe V5 € V(1) tel que :

— [(T* () (/) —(T*(6.))(f)] < =

V€ Vo, |h(I) f (o (1)) —=h(z) f(p(x))] 2

S
—~
kh
~—
~—
—~

o~
~—

~
—~
kh
~—
~—
—~
~—

Vo e VinVa, [((Qow)(]))(
car Ih\ 1 ‘h< ) <¢<l ) a h(l)

)
(D f (1) = h(x)f(p(z
h(

) =
(
= )) + (h(z) = h(D)) f(p(2))|
< D f(p() = h(z) f ()

|+ [P(z) = A(D] [f(p(2))]
——
<lI£lloo
<s+35=¢
Ainsi, €2 o ¢ est continue et donc ¢ est continue.

e Montrons que ¢ est injective.
Soit (I1,15) € L? tel que Iy # .
Comme € est injective, d;, # dy,, et done, h(ly)d;, # h(l2)dy,.
Comme T est injective, T™ aussi d’apres le théoreme 7.
Ainsi dp0y) = h(l)h(l1) Op) = T (h(11)0pw)) # T (h(12)0p(5)) = h(l2)h(l2) dp,) = Op(iz)-
=[h(l1)|=1 =[h(l2)|=1
Comme (2 est bijective, il vient : ¢(l;) # ¢(ls).
D’ou ¢ est injective.

e Montrons que ¢ est surjective.
Soit k € K. Q(k) = 0, € C(K)*.
Comme T est surjective, T* : C(L)* — C(K)* aussi d’apres le théoreme 7.
Donc il existe p € C(L)* tel que T™*(u) = .
D’apres le théoreme de Riesz-Markov, on identifie M (K) et C(K)*, de méme pour M (L)
et C(L)*.
D’apres le théoreme 10, 6, € Ext(B)|||,, 4, (0,1)). Donc, d’apres (x), u € Ext(B)| ||, (0,1)).
D’apres le théoreme 10, il existe a € U et [ € L tels que p = «ady.
Alors 5k = T*<045l) = OJT*<51) = Oéh(l)dp(l)
Donc o = h(l) et (1) = k.
D’ou ¢ est surjective.
e X [ est compact.
% K est compact, donc séparé.

%  est continue et bijective.

D’otu, d’apres le lemme 2, ¢ est un homéomorphisme.

Remarque : Ce théoreme traduit le fait que la topologie d’'un compact est encodée dans 1’en-
semble des fonctions continues sur ce compact.
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1.5.3 Variante et contre-exemple

Variante : On se propose de démontrer une variante du théoreme de Banach-Stone dans le
cas ou 1" n’est plus une isométrie, mais une application linéaire continue multiplicative. Pour
cela, il nous faut le lemme suivant :

Lemme 7. Soit K un espace topologique compact.
Soit p : C(K) — C linéaire continue telle que ¥(f,g) € C(K)?, ¢o(fg) = o(f)e(g).
Alors soit ¢ est nulle, soit Ik € K, p = 0.

Preuve :

p e C(K)".
D’apres le théoreme de représentation de Riesz-Markov, on identifie C(K)* et M(K).

Il existe p € M(K) telle que V(f, g) € C(K /fgdu e(fg) = (f)w(g)z(/deu)(/Kgdu)-

Soit A € B(K). Alors (cf. Rudl 2.24. (Lusin)) il existe (f,)nen € C(K)N telle que
Vn e N,Ve € A, f,(z) € [0,1] et lirf fn=14p.p..
n——+00

Par continuité, lim f2 =1% =14 p.p..

n——4oo
D’ou :

w(A) = / 1adp = / lim f2dy = lim / fidp = lim (/ fudp)? = (/ 1adp)?
K K n—-4oo Beppo Levi n—400 K n—-+o0o K Beppo Levi K

= p(A)*.

Ainsi VA € B(K)?, u(A) € {0,1}.

Donc, d’apres la proposition 4, ou bien ¢ est nulle, ou bien 3k € K, o = y = 6.

Théoreme 12. Soient K et L deux espaces topologiques compacts.
Soit T : C(K) — C(L) une application linéaire bijective continue telle que :

V(f,9) € C(K)*, T(fg) =T(f)T(9).
Alors K est homéomorphe a L.

Preuve :

e Comme T est un opérateur, 7% : C(L)* — C(K)* existe.

Soit | € L. On pose F; = T™(4;).

Alors F; : C(K) — C est linéaire.

Comme Qp : L — (C(L)*,wk*) est un homéomorphisme et que T* est continue pour
[ — 51

la topologie faible*, il vient : F; est continue.

De plus, Y(f, 9) € C(K)*, Fi(fg) = (T*(6))(fg) = (T(f9))(1) = (T(H)))(T(9))(1)

— (T ) (DT G))g) = B El9)

D’ott par le lemme précédent, sachant que T est bijective et §; # 0, il existe p(I) € K tel

que T*(8;) = Fi = 0.

On définit ainsi une application ¢ : L — K.

e Comme T : (C(K),||-|lo) = (C(L),]|-]|oc) est bijective et linéaire et que (C(K),||.||o0)
et (C(L),||.||s) sont des espaces de Banach, il vient par le théoreme d’isomorphisme de
Banach que 7! est continue.

Soit (f,g) € C(L)?, alors :

T(T(fg)) = fg = TT(H)T(T(g)) = T(T~ (/)T (9)).

D’ott par injectivité de T : T=*(fg) = T ()T (g).

Ainsi, par le méme argument que précédemment, Vk € K, 3ip(k) € L, (T~1)*(0r) = Oy(x)
En appliquant 7™ a I’égalité précédente, il vient :
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Wk € K, 8 = (T° o (T*))(8) = (T* o (T1)")(6) = T* () = Ooutr
Comme Qf : K — (C(K)*,wk*) est un homéomorphisme, il vient :
k — 5k
Vk € K,po(k) =k, ie pot =idg.
De méme, v o ¢ = idy,.
D’ou ¢ est bijective d’inverse .
e La continuité de ¢ se prouve comme au théoreme précédent (et de maniere simplifiée, car
il n’y a plus de h).

e v: L — K, L est compact, K est compact (donc séparé), ¢ est bijective et continue.
D’ou par le lemme 2, ¢ est un homéomorphisme.

Contre-exemple : Le contre-exemple que 1'on donne est celui ot 7" est seulement une appli-
cation linéaire bijective continue (et ni une isométrie, ni multiplicative). On pose K = SU{oco}
et L =10,1].

Onposey: L — K . Alors ¢ est clairement une bijection.
L { e site0,1]
oo sit=1
On considere T': C(K) — C(L)
(fia) = Tpa: L — C

fW@) +at sitel0,1]
b= {f(1)+a sit=1

Onpose T: C(L) — C(K) ,ou Gy : S —» C :
9 = (Ggg(1)—g(0) gone 9 = (g(1) — g(0)t
o :k Soit (f, )

e C(K).
Alors T(T(f,0)) = T(Ty0) = (G, Tra(l) = T1a(0)).
Or T1a(1) = Tya(0) = F(1) +a— f(1) = . |
?$§mﬁaT@WSIHN%W%M%Jh@ﬁ=ﬂ¥W+M—m=
Dot T(T(f,)) = (f,a), ie. T o T = idex).-
% Soit g € C(L). )
Alors ¥t € (0,11, T(T(9)(1) = T(Gy.9(1) = 9(0)) (1)
a0 (o) — 9O oD - g1
Bt T(T(g)(1) = T(G, )

=g(1) — (9(1) — g(0)) + (g(1) — g(0)) = g(1).
Dot T(T(g)) = g, i.e. T oT = ide(r).

D’ou T est inversible d’inverse T'.

e On voit que T est linéaire, donc T l'est aussi.
o V(f,a) € C(K), [[T(f )l = Sup [F(e2™) + at] < | flloe + o] < 2[|(f, )]s
€10,

De plus, il y a égalité lorsque f =1et a = 1.
D’ou T est continue de norme égale a 2.

o Vg € C(L). IT~(9)lloe = [(Gg, l9(1) = 9(0)])l|x
= sup( sup |9(t) = (9(1) = g(0))t], lg(1) = g(0)]).

te(0,1

Or [g(1) — ( ) < 9l]oe-
Et V¢ € [0,1[, |g(t) — (9(1) — g(0))t] < [|g]oc(1 + 2t) < 3]|g||cc-
Donc ||T7Y|z.ewyex) < 3.
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Soit € > 0. On considere la fonction g définie sur L par :

-1 site|0,1—¢

1 U
1-5/!
c, /1!
-1 [ -
21 |
I T I
Ou vt € [0,1],i(t) = Gy(e™™) = g(t) — (9(1) — g(0))t
Ona:geC(L).
Et [|T7(9)lloc = sup( sup [i(t)],2) =3

te[0,1]
Dot [|T7Y| £,y cx) = 3-

On a: ||T|zccwyeanllT leaew eu =2 % 3 =6.

Ainsi, C(K) et C(L) sont liés par une application linéaire bijective et continue. Mais, il n'y a
aucune chance que K et L soient homéomorphes, car L est connexe alors que K ne l'est pas
(deux composantes connexes).

Remarque : Le théoreme de Banach-Stone reste valide pour un homéomorphisme linéaire 7" tel

que || 7| zoc) e 1Tl eeeww ) < 2 (cf. [Cam]).
Un contre-exemple dans le cas égal a 2 est donné par [Coh].
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2 Structure de groupe compact

Soient X et Y deux ensembles finis de méme cardinal n € N*.
Alors C(X) et C(Y') sont deux algebres de dimension finie n.
On a:

CX)=C"=C(Y).

Donc la structure d’algebre sur C(K), ou K est un ensemble fini, ne se souvient que du cardinal
de K. Ainsi, C(Z/AZ) = C(Z/27 x Z./27Z). Mais Z/AZ % 7./27 x 7 /27 en tant que groupe.
Pour espérer retrouver la structure de groupe sur un compact K, il faut donc rajouter de la
structure a C(K'). On introduit donc les notions d’algebres de Hopf et de Woronowicz.

2.1 Algebres de Hopf et de Woronowicz

Soit K un corps.

2.1.1 Algebres

Pour pouvoir définir la notion de cogebre (et donc a posteriori celle d’algebre de Hopf), on
doit réécrire la définition d’une algebre a l'aide d’applications linéaires. Se faisant, on pourra
passer au dual via ’adjonction et ainsi définir une cogebre par dualité.

Définition 13. Une est un triplet A = (A,m,u) ot A est un K-espace vectoriel,
m:ARA— Aetn: K — A sont des applications K-linéaires telles que :

mo (m®id) =mo (id ®@m)
mo(n®id) =id=mo (id®n) ’

i.e. telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

AQAQA ™™ Ag A KA A0 AL Ao K
N NS
A®A—7 A A
Le premier diagramme traduit de m et le second de A pour m.
m est appelée et n est appelée

Remarques :

— On formalise en termes d’applications linéaires les axiomes d’associativité et d’unité pour
une algebre.

O KQARARAQK, ot K®A — A etpy: A9K — A
AQx = Az TRQN = A\
Il convient donc de les identifier.

Définition 14. Soient (A, ma,n4) et (B,mp,np) deuzr K-algebres.

Un est par définition une application K-linéaire
f:A— B telle que :

{fomAszO(f®f)
fona=ng ’

1.e. telle que les diagrammes suivants soient commutatifs :

Ao AL B B K- A
| | PN

A B B
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Remarque : Cette formalisation traduit en termes d’applications linéaires les axiomes usuels
d’un morphisme d’algebres, a savoir : f(ab) = f(a)f(b) et f(1) = 1.

Définition 15. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
On appelle Uapplication K-linéatre Tpp: EQF — FQE .
rTRY — YR«w

Remarque : L’existence de cette application provient de la propriété universelle du produit
tensoriel, sachant que (z,y) — y ® x est bilinéaire. L’unicité se vérifie aisément.

Théoréme 13 (Bic 3.3.1.). Soient A et B deuzr K-algébres.
Alors A ® B est une K-algébre avec pour unité 14 ® 1g et le produit défini par :

V(a,a') € A% V(b)) € B* (a®@b)(d @) =ad @ bb.
Autrement dit, magp = (ma @ mp) o (idy @ Tp Ao @ idp) et Nagp = Na D Np.

2.1.2 Cogebres

Définition 16. Une est un triplet C = (C,A,e) ou C est un K-espace vectoriel,
A—=C®Cete:C — K sont des applications K -linéaires telles que :

(A®id)o A= (id®A)oA
(e®id)oA=id=(id®ec)o A’

i.e. telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

CeCocL2cacC Ko coc oK
N NP
CC<— C C
Le premier diagramme traduit de A et le second de C' pour A.
A est appelée et € est appelée

Proposition 6. Soient A, B, C' et D des K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soient T € L(A,C) et S € L(B, D).
Alors (T ® S)* =T*® S* et si D = A, alors (T o S)* = 5*oT*.

Preuve :
e Onpose p: A*x B* — (A® B)*
(f,g) — Fry: A®B — C
a®b — f(a)g(b)
Alors ¢ est une application bilinéaire. Donc, d’apres la propriété universelle du produit
tensoriel, il existe une unique application linéaire ¥ : A* ® B* — (A ® B)* telle que le
diagramme suivant soit commutatif :

A* x B*—> (A® B)*
7

A" ® B*

V(f,g9) € A* x B*B(f®g) = o(f,9) = Fjg
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s dim((A ® B)*) = dim(A ® B) = (dim(A))(dim(B)) = (dim(A4*))(dim(B*)) =
dim(A* ® BY).

% Soit F' € ker(p) : € A*® B* et p(F) = 0.
k
Par linéarité, on peut toujours supposer que F = Zf’ ®giouk € Nk < net
i=1
(fi)1<i<k est une famille libre d’éléments de A*, et (g;)1<ick € (B*)*.

k k k
Alors p(F) :()@E(Zfﬂ}?gi) ZO@ZW}%@%) :O@ZFﬁ,gi =0
i=1 i=1 i=1

k
S VWheB,Y gb)fi=0 & Vb e B,Vi e [1,k], g:(b) = 0

i1 car (f;); est libre
sVie[l,k],g=0
D’ou F' = 0. Donc ker(p) = {0}, i.e. (par caractere linéaire) % est injective.
Don A* @ B* = (A® B)*.
e On identifie (A ® B)* avec A* ® B* et (C ® D)* avec C* @ D*.
Soit (f,g) € C* x D*. Soit (z,y) € A x B, alors :
(TeS)"(feg), z0y) = (feg, (TeS)(1®y)) = (fg, T(2)05(y)) = f(T(2))®9(5(y)) =

(T*())(@) @ (S*(9)(y) = (T*(f) @ 5*(9), 2@ y) = (T @) (f® g),z®y).
Dol (T ® S)* = T* ® S*.

e On suppose D = A. Soit f € C*. Soit x € B, alors :

(T oS)(f),x) = (. T(S(x))) =(T"(f),S(x)) = (S o T*)(f),x).
Dot (T'o S)* = S*o T™*.

Théoreme 14. Soit (A, m,n) une K-algébre de dimension finie.
Alors (A", m*,n*) est une K-cogébre de dimension finie.
Preuve :
e D’apres la proposition précédente, on a : A* @ A* = (A® A)*.
e On définit A (resp. €) comme étant ’adjoint de m (resp. 7).

A: A -5 AQA=Z(A® A)* et e: A* - C
f = A(f): AA — C f = f)
a®b = f(ab) = f(m(a b))
% A et € sont bien K-linéaires (car ce sont des adjoints).

% D’apres la proposition précédente, comme mo(m®id) = mo(id®m), on a en passant
a ladjoint : (m ® id)* om* = (id @ m)* om*, i.e. (m* ® id) o m* = (id ® m*) o m*,
ie. (A®id)o A= (id®A)oA.
% De méme, (n ® id)* om™ = (id @ n)* om™*, i.e. (n* ®id) om* = (id ® n*) o m*, i.e.
(e®id)o A= (id®¢e)oA.
e dim(A*) = dim(A) < +oo.
D’ou A* est une K-cogebre de dimension finie.

Théoréme 15. Soit (C, A, &) une K-cogébre de dimension finie.
Alors (C*, A*,e*) est une K-algébre de dimension finie.
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Preuve :
e Par la méme démonstration qu’avant, on a : (C ® C)* = C* @ C*.

e On définit m (resp. ) comme étant I'adjoint de A (resp. €).

m: C*C*"=2(CxC) — C* et n:
fog = A(foy)

%k m et 1 sont bien K-linéaires (car ce sont des adjoints).

% Soit (f,g,h) € (C*)3, alors :
m((m @id)((f ®g) @h)) = A"(A(f@g) @ h) = (((f®g) °oA)®h)oA
=(fogah)o(AridoA=(fegeh)o (d®A) =(fe((geh)ol))ol
= A(f@ A (g h)) =m((id@m)(f (9@ h))).
Dot mo (m ®id) = mo (id @ m).

% Soit f € C*. Soit A € C, alors :
m((n®@id)(A® f)) =m(A1® f) = Af.
m((id@n)(f @A) =m(f @ A1) = Af.
Dot mo (n®id) =id =mo (id ®@n).

e dim(C*) = dim(C) < +o0.

D’ou C* est une K-algebre de dimension finie.

> O
14

Remarque : Les deux théoremes précédents justifient a posteriori les dénominations de cogebre
(aussi appelée co-algebre), de co-produit et de co-unité ("co” signifiant ”dual”).

Définition 17. Soient (C,Ac,ec) et (D,Ap,ep) deur K-cogébres.
Un est par définition une application K-linéaire
f:C — D telle que :

{ Apof=(f®f)ohAc

epof=c¢ec

1.e. telle que les diagrammes suivants soient commutatifs :

)

c—L .p C—S K
SV

Remarque : Cette définition traduit le fait qu'un morphisme de cogebres est ’adjoint d’un
morphisme d’algebres en dimension finie.

Théoréme 16 (Bic 5.1.10.). Soient C' et D deux K -cogébres.
Alors C' ® D est une K -cogebre avec pour co-produit Acgp = (ide ® To.p @ idp) o (Ac ® Ap)
et pour co-unité ecgp = mc o (ec ® ep).

2.1.3 Bigebres, algebres de Hopf et algebres de Woronowicz

Lemme 8. Soit B un K-espace vectoriel.

On suppose que B est muni d’une structure de K-algeébre (B, m,n) et d’une structure de K-
cogebre (B, A ¢).

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) m etn sont des morphismes de K -cogebre sur H.
(2) A et e sont des morphismes de K-algebre sur H.
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Preuve :
On vérifie les axiomes de morphisme d’algebres et de cogebres pour m, n, A et €.

e Aom=(m®m)oAygy = (m@m)o (idg @Tgg idg) o (ARA) =mpgr o (AR A).
e com=cpygy =mco(c®e).

e con=ckg =1idg = Nk.

e Aon=n®n)oAx ="Nusn-

Définition 18. Une est un quintuplet B = (B,m,n,A,e) ou (B,m,n) est une K-
algébre, (B, A, €) est une K-cogébre et ou A et € sont des morphismes d’algébres.

Remarque : On pourrait croire que la derniere condition rompt la symétrie de la définition,
mais en réalité il y a équivalence entre le fait que A et € soient des morphismes de K-algebres
et le fait que m et 7 soient des morphismes de K-cogebres (cf. lemme précédent).

Définition 19. Une est un sextuplet H = (H,m,n, A e,5) ou (H,m,n, A, ¢)
est une K-bigebre et S : H — H est une application K-linéaire, appelée , telle
que :

mo(S®idg)oA=noe=mo (idg ® S) o A,

i.e. telle que le diagramme suivant soit commutatif :

H®H S®id H®H
/ X
H € K i H
I | e
H@H 1d®S H@H

Définition 20. Soient (A, m,n) une K-algébre et (C, A, ) une K-cogébre.
Pour tout (f,g) € L(C,A), on note fxg=mo (f ®g)oA.
fxge L(CA) est appelé

Le diagramme suivant est commutatif :

CoCl%% A0 A
N &
C Fea A

Théoréme 17. Soient (A, m,n) une K-algebre et (C, A, &) une K-cogébre.
Alors L(C, A) muni de * a une structure de K-algébre avec pour unité noe).

Preuve :

o x: L(C,A)® L(C,A) = L(C, A) et noe sont des applications K-linéaires.

e Soit (f,g,h) € L(C, A)3, alors :
#((r@id)((f®g)@h)) ==+((f+g)@h) = (f*g)*h.
#((id@*)(f @ (9@ h))) =*(f @ (gxh)) = fx(g*h).
Or (fxg)*h=mo((mo(f®g)oA)@h)oA=mo(m®id)o(fRgRh)o(A®id)oA =
mo (id@m)o(fRgh)o(id@A)oA=mo(f@(mo(g®@h)oA))oA=fx(g=*h).
Dol * o (¥ ® id) = % o (id ® *).
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e Pour montrer que n o € est bien 1'unité, il faudrait introduire les notations de Sweedler,
ce que nous ne feront pas. Donc nous admettons ce résultat.

Remarques :
— Dans le cas ou C' = H = A, La structure d’algebre donnée par la convolution est différente

de celle donnée par la composition (cf. partie 2.2.5. page 32 pour un contre-exemple).

— Dans le cas d'une algebre de Hopf C' = H = A et on remarque que 'antipode S est
I'inverse de idy pour la convolution.

Définition 21. Une est un quadruplet (W, m,n, A) ou (W, m,n) est
une K-algébre et AW — W @ W est un morphisme d’algebres vérifiant :

(A®id)o A= (id® A)o A
{ WHAW) =1 W)AW)=WeW

2.1.4 Vers les groupes compacts

Définition 22. Un est par définition un ensemble G muni d’une struc-
ture de groupe et d’une structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que ['application
GxG — G soit continue.

(,y) — ay!

Définition 23. Un est un groupe topologique dont [’espace topologique sous-
jacent est compact.

Remarque : Par la suite on mettra en lien les algebres de Hopf ou de Woronowicz et les groupes
compacts G via C(G) qui constituera un exemple d’algebre de Hopf et d’algebre de Woronowicz
(cf. théoremes 18 et 19).
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2.2 Groupes finis

On s’intéresse tout d’abord aux groupes finis pour obtenir les résultats. On tentera par la
suite d’étendre ces résultats aux groupes compacts infinis.

2.2.1 Du groupe a l’algebre de Hopf

Lemme 9. Soit X un ensemble fini.
Alors X est compact.

Preuve :

X = J{z}.
rzeX
Il s’agit d’une réunion finie (car X est fini) d’ouverts pour la topologie discréte.

Donc X satisfait a la propriété de Borel-Lebesgue, i.e. X est compact.

Proposition 7. Soit X un ensemble fin.
Alors C(X) ® C(X) =C(X x X).

Preuve :
On pose p: C(X)xC(X) — C(X xX)
(frg) — Fry: XxX — C
(,y) = [f(z)g(y)
Alors ¢ est une application bilinéaire. Donc, d’apres la propriété universelle du produit tensoriel,
il existe une unique application linéaire ¥ : C(X) ® C(X) — C(X x X) telle que le diagramme
suivant soit commutatif :

C(X) x C(X)L—=C(X x X)

C(X) ® C(X)

V(f,9) € C(X)*B(f®g) =w(f,9) = Frg.

e Comme X est muni de la topologie discrete, C(X) = C*.
Comme X est un ensemble fini, C(X) est une C-algebre de dimension finie #X.
Anisi, dim(C(X) ® C(X)) = (dim(C(X)))? = (#X)? = dim(C(X x X)).
e Soit (k’, l) S X2. Alors @(5k & 51) = 5(k,l)-
Donc @ transforme une base de C(X) ® C(X) en une base de C(X x X).
Donc @ est un isomorphisme.

Dol C(X) ® C(X) 2 C(X x X).

Théoreme 18. Soit G un groupe fini.
Alors (C(G),m,n,A,e,S) est une C-algebre de Hopf, avec :

m: C(G)®C(G) — C(G), n: C — C(G),

f®g — fg A= Al
A: C(G) —» CG)®C(G)=C(GXxGE), &=0.,
f s GxG — C
(@,y) = flzy)
S: C(G) — C(Q)
f= (@ fah)
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Preuve :

e D’apres la proposition 7, C(G) ® C(G) = C(G x G).
Donc A et bien définie.

e Toutes ces applications sont bien C-linéaires.

e Montrons que m o (m ® id) = mo (id ® m).
Soit (f,g,h) € C(G)3, alors :
(mo(m®id))(f©g@h)=m((meid)(f©geh))=m(z— f(r)g(r))h)
=z = f(z)g(z)h(z) = m(f @ (z = g(x)h(x))) = m((id © m)(f ® g ® h))
= (mo(ide@m))(f©geh).
Dot mo (m®id) =mo (id @ m).
e Montrons que mo (n® id) = id = mo (id ® n).
Soit f € C(G). Soit A € C, alors :
(mo(n@id)(A® f) =m((n@id)(A® f)) =mnA) @ f) = m((z = A) @ f)
=z Af(x) =ud(f).
D’ott m o (n ® id) = id. De méme pour l'autre égalité.
e Soit (f,g) € C(G)2. Alors Fy, € C(G x G) 2 C(G) @ C(G).
Fy 4 correspond donc au tenseur f ® g.
Ainsi C(G x G) 2 C(G) @ C(G) = Vect(Frg, (f,9) € C(G)?).
Ainsi, (A ®id)(Fry) = (A®id)(f ®g9) = A(f) ® g = ((x,y,2) = flzy)g(z))
= ((l‘,y, Z) = Fﬁg(xyaz))'
Par linéarité, il vient :
VF eC(G x G),(A®id)(F) = ((z,y,2) = F(zy, 2)).
De méme, on montre que VF € C(G x G), (id @ A)(F) = ((x,y, 2) — F(x,yz)).
Ainsi, pour tout f € C(G), A(f) € C(G xG) et on a:
(A @id)(A(f)) = ((z, y,2) = A(f)(zy, 2)) = ((z,y,2) = f((zy)2))
= ((z,y,2) = f(x(y2))) = ((x,y,2) = A(f)(z,y2)) = (id @ A)(A(f)).
Dot (A @ id) o A = (id® A) o A.
e Pour tout (f,g) € C(G)? on a :
(e®id)(Fy,) = (c@id)(f®g) = e(f)®g = fle)@g = (z = fle)g(x)) = (z = Fyy(e, x)).
Par linéarité, on en déduit : VF € C(G x G), (e ® id)(F) = (x — F(e,x)).
De méme, on montre que VF' € C(G x G), (id® ¢)(F) = (x — F(z,e€)).
Ainsi Vf € C(G), (e @id)(A(f)) = (z = A(f)(e,2)) = (z = f(z)) = (z = A(f)(z,€)) =
(id @ )(A(f))-
Dot (e®id) o A =id = (id ® A) o A.
e Pour tout (f,g) € C(G)* on a :
(m o (S ®@id))(Fry) =m((S@id)(f @ g)) =m(S(f) ®g) = (x> f(a")g(x))
= (z = Fpy(az7 2)).

Ainsi, par linéarité, VF € C(G x G),m((S ® id)(F)) = (z — F(z7 %, x)).

De méme, on montre que VE € C(G x G), m((id ® S)(F)) = (z — F(x,z71)).
Ainsi, Vf € C(G),m((S@zd)( () =(x— A( a7 x) = (v flz'z))
= (z = f(e)) = (x> flaa™)) = (x> A(f)(z,27")) =

)
De plus, Vf € C(G), (noe)(f) =n(f(e)) = (x — f( ))-
Doutmo (S®id)oA=noe=mo(id®S)oA.

e Montrons que A est un morphisme d’algebres de C(G) dans C(G) ® C(G), i.e. montrons
que :

m((id © S)(A(]))):

{Aomzma jee@) © (A®A)
Aon=ne@ec@)

On note my;s = Me@yec@) et Mis = Ne@)ec(@)-

27



% C(G) ®C(G) 225 (C(G) ® C(G)) ® (C(G) ® C(G)) ™3 C(G) ® C(G) et
C(G) ®C(G) 5 C(G) =5 C(G) ® C(G).
Les deux applications ont bien les mémes ensembles de départ et d’arrivée.
Soit f ® g € C(G) ® C(G), alors :
A(m(f ®g)) = Az = f(x)g(x)) = (2, y) = flzy)g(zy)).
mais((A® D)(f @ 9) = myss(A(F) & Alg))
= mpis(((z,y) = f(2y)) @ ((2,y) = g(zy))) = ((z,y) = f(zy)g(zy)).
D'ou Aom = me(@)ee(G) © (A & A)

% C 2% C(G)®C(G) et
C -5 e@) 25 C(G) 2 C(Q).
Les deux applications ont bien les mémes ensembles de départ et d’arrivée.
Soit A € C, alors :
A(n(A) = Az = A) = ((z,y) = A).
D’ott A on = ne@yecc)-

e Montrons que ¢ est un morphisme d’algebres de C(G) dans C, i.e. montrons que :

{ gom=mcgco (ER¢)
gon=1c '

Remarquons que mcge est la multiplication usuelle x sur C et que n¢ est juste idc.

% C(G)®C(G) L‘gi@@c —><c et,
C(G)®C(G) X C(G) = C.
Les deux applications ont bien les mémes ensembles de départ et d’arrivée.
Soit f ® g € C(G) ® C(G), alors :
c(m(f @ g) = sx — [(x)g(x)) = f(e)gle).
mcec((e ®)(f ® ) = mesc(E(f) @ £(9)) = meac(f(€) ® g(e) = F(e)g(e).
D’olt e om = mgge © (e ® ¢).

idce

* C —> C et,
c-Lc (G) = C.
Les deux applications ont bien les mémes ensembles de départ et d’arrivée.
Soit A € C, alors :

ade(N) = A
e(n(\) =¢e(x—= X)) = A
Dot e on = nc.

D’olt C(G) est une C-algebre de Hopf.

2.2.2 Du groupe a P’algebre de Woronowicz

Théoreme 19. Soit G un groupe fini.
Alors (C(G),m,n, A) est une C-algebre de Woronowicz avec lesm, n et A du théoréme précédent.

Preuve :
D’apres la preuve du théoreme précédent, (C(G),m,n) est bien une C-algebre, on a l’axiome
de co-associativité de A qui est de plus un morphisme d’algebres. Il reste juste a montrer
I’égalité sur les ensembles. Cela se fait en remarquant que (C(G) ® 1)A(C(G)) C C(G) ® C(G)
et que ((0, ® 1)A(dg))(g,nec2 est une famille libre de (#G)? = dim(C(G) ® C(G)) vecteurs de
(C(G) ® 1)A(C(G)).
D'ou (C(G) ® 1)A(C(G)) = C(G) @ C(G).
De méme, (1 ®C(G))A(C(G)) =C(G) @ C(G).
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2.2.3 De l’algebre de Hopf au groupe

On vient donc de voir que tout groupe fini G induit sur C(G) une structure d’algebre de
Hopf. Dans la suite nous verrons la réciproque, a savoir que pour tout ensemble fini X, une
structure d’algebre de Hopf sur C(X) implique que X est muni d’une structure de groupe
compatible.

Théoreme 20. Soit X un ensemble fini.
On suppose que C(X) est muni d’une structure d’algébre de Hopf (C(X),m,n, A,¢,S).
Alors X est un groupe compact.

Preuve :
Pour tout (p,1) € (C(X)*)?, on note ¢ x1) = mco (¢ @) o A. % est aussi appelée convolution.
On va chercher a définir une loi de groupe - sur X a partir de * et des applications 9, pour
x € X en utilisant le fait que Q :  +— J, est un homéomorphisme.

e Soit (z,y) € X2 Soit (f,g) € C(X)?, alors :

me((0: © 6y)(Frg)) = me((0: @ 6,)(f ® g)) = mc(0:(f) @ 6y(9)) = me(f(x) ® 9(y)) =

F(@)g(y) = Fro(,y).
Par linéarité, on en déduit que VF € C(X x X), mc((0, ® 0,)(F)) = F(x,y).

Ainsi, Vf € C(X), 0, % 0,(f) = A(f)(z,y).

Comme A est un morphisme d’algebres, on a : V(f, g) € C(X)? A(fg) = A(f)A(g).

Ainsi §, x 9, € C(X)* et V(f,g) € C(X)?, 0. x6,(fg) = A(fg)(x,y) = (A(f)A(9)(z,y) =
A(f) (@, y)Alg) (@, y) = (02 % 0,(f)) (02 % 0,(g)).

Dong, par le lemme 7, il existe z € X tel que 6, x 0, = 0.

On note z = -y et 'application - ainsi construite est bien définie car 2 est un homéomorphisme.
Il s’agit d’une loi interne sur X.

e [’associativité de la convolution x se démontre comme 1’associativité de la convolution s,
qui repose sur I'axiome de co-associativité de A.
Soit (x,y,2) € X3, alors :
O(zey)z = Opy x 0z = (0 K Oy) % 0, = 0y K (0y % 0,) = O3 % Oz = Og.(y2)-

Dot V(x,y,2) € X3, (z-y)- 2=z (y-2), i.e. la loi - est associative.

e Pour trouver I’élément neutre du groupe, on résonne sur 1’élément neutre pour %, a savoir
1:=mncoe&,ounc =idc.
Comme ¢ est un morphisme d’algebres, V(f, g) € C(X)?,i(fg) = i(f)i(g).
De plus i € C(X)*, donc par le lemme 7, il existe e € X tel que i = Je.
Alors, Vo € X, 040 = 0, % 0o = 0, %1 = 0.
DouVz € X,x-e=x, ie. e est élément neutre pour la loi -.

e Soit x € X. Pour trouver l'inverse de x pour la loi -, on raisonne sur ’antipode.
On a l'intuition que U'inverse de 9, pour la loi x est d, 0 S.

0p * (07 05) =mco (6, ® (0;05)) 0 A =mgo (6, ® ;) o(idex)y ®S)o A
———

=dom
=6, 0mo (idex)y ® S) 0o A=, 0no0e =ncoe=i.
[\ ~ J \/-/
=noe ="c

De plus §, 0 S € C(X)*, donc par le lemme 7, il existe 27! € X tel que §, 05 = §,-1.
Alors 0,.,-1 = 0y *x 01 = 1 = O,
Dot z - 27! = e, i.e. I'inverse de  pour la loi - est 1.
D’ou X est un groupe fini (donc compact).
Remarque : La continuité de l'application X x X — X vient du fait que X x X est

(z,y) = ay™!
muni de la topologie discrete (car il est fini puisque X est fini).
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2.2.4 De l’algebre de Woronowicz au groupe

Lemme 10. Soit (M, ) un magma fini associatif bi-simplifiable, i.e. tel que :

axb=axc = b=c
bxa=cxa = b=c

Y(a,b,c) € M?, {

Alors M est un groupe.

Preuve :

e Soit a € M. On considere 'application ¢, : M — M
T = oaxw
Soit (w1, 22) € M? tel que ¢y(T1) = @o(22), i6. ax 1 = a* Ta.
Alors par simplifiabilité a gauche, il vient : x; = xs.
D’otut ¢, est injective, et comme M est fini, ¢, est bijective.
e Soit a € M. Comme ¢, est bijective, on a : Va € M, e, € M,a* e, = a.
De méme, Ya € M,3lel, € M, e/, xa = a.
e Soit (a,b) € M?, alors :
axbxegp=axb=axbxep.
D’ou par simplifiabilité a gauche, il vient : e, = eq4p.
Comme ¢ : M — M  est bijective et que a € M, il existe z € M tel que
xr — x%b
a = ¢y(x) =z *b.
Ainsi, e, = e, = €.
D’ou dle € M,Va € M,a*e = a.
De méme, dl¢’ € M,Va € M, e’ xa = a.
e Soit a € M, alors :
exe xa=exa.
Par simplifiabilité droite, il vient : exe’ = e =exe.
Par simplifiabilité gauche, il vient : ¢/ = e.
D’ou dle € M,Va € M,exa =a = ax*e, ie. M est unifere d’élément neutre e.
e On suppose par I'absurde qu’il existe un élément a € M non-symétrisable a droite (la cas
a gauche se traite de la méme maniere) : Vb € M, axb # e.
Or e & ¢,(M) = M. Contradiction.

Donc tout élément est symétrisable a gauche et a droite.

e Soit a € M. On note a4 (resp. ay) son symétrique a gauche (resp. a droite), alors :

a

g = Qg * A *x Qg = Qg * A *Ag = Q4.
N——

=e =e

D’ou M est un groupe.

Théoreme 21. Soit X un ensemble fini.
On suppose que C(X) est muni d’une structure d’algébre de Woronowicz (C(X), A).
Alors X est un groupe compact.
Preuve :
On adapte la preuve du théoreme 20.

e On définit la loi de groupe - sur X de la méme maniere en utilisant ’axiome d’associativité
de A. On obtient ainsi une loi de composition interne associative sur X.

e Utilisons le second axiome pour montrer la bi-simplifiabilité du magma (X -).
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% Soit (z,y,2) € X3 telquex-y =1 2.
Soit (f,g) € C(X)?. On pose Fy, = (¢ ® 1)A(f) € (C(X) ® 1)A(C(X)), alors :
Frg(z,y) = f(z-y)g(z) = f(z - 2)g(x) = Fy4(z,

Par linéarité, on a : VF € C(X x X) =C

Ainsi, Vg € C(X),1®@g(y) = (1®g)(z@y) = (1®g)(z®2) = 1@ g(2).
Donc Vg € C(X), g(y) = g(2).

Comme C(X) sépare les points, il vient : y = z.

D’ou X est simplifiable a gauche.

% En utilisant cette fois le fait que (1 ® C(X))A(C(X)) =C(X)®C(X) 2 C(X x X),
on montre que X est simplifiable a droite.

Enfin, en invoquant le lemme précédent, il vient que X est groupe.

2.2.5 Dual de C(G)

Théoreme 22. Soit G un groupe fini.
Alors le dual de (C(G),m,n, A, e) est la bigébre (M(G), A*,e*,m*,n*) des mesures sur G.

Preuve :

e D’apres le théoreme 18, C(G) est un algebre de Hopf de dimension finie (donc une C-
algebre et une C-cogebre).
Donc, d’apres les théoremes 14 et 15, C(G)* est aussi une C-algebre et une C-cogebre.
On a: C(G)* = M(G).

e Explicitons le produit de M (G).
Pour cela, il nous faut prendre 'adjoint du co-produit sur C(G), a savoir :

A: CG) - CG)®CG) .
fo= ((z,y) = flzy))

On a:

AT M(G) © M(G) M(G)

(u@v)oA: C(G) — C
;oo / F () dpa () (y)
GxG

MG) —
HRV

En particulier, pour A € B(G) et f =14 :

Flag)dute)vty) | = [ iy vly) = e v(4).

GxG Fubini Ja

Donc le produit naturel sur M(G) est la convolution des mesures.

e Explicitons le co-produit de M (G).
Pour cela, il nous faut prendre 'adjoint du produit sur C(G), a savoir :

m: C(G)®C(G) — C(GQ) .

f®g — fg
On a :
m*: M(G) — M(G)® M(G)
w — pom: C(G)®C(G) — C

f®g — /Gfgdﬂ
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En particulier, pour k € G et &, € M(G) :

V(f,9) € C(G)2, m*(0k)(f ® g) = (m(f ® g)) = f(k)g(k) = (0 ® 6)(f @ g).

Donc le co-produit naturel sur M (G) est 'application qui envoie une mesure sur la mesure
sur la diagonale (licite car d’apres le théoreme de Fubini, M(G) ® M(G) C M(G x G)).

e Explicitons ['unité de M (G). On note e I'élément neutre de G.
Pour cela, il nous faut prendre I’adjoint de la co-unité sur C(G), a savoir :

€ =0,.

e C = M(G) .
A A

%
= Ade
e Explicitons la co-unité de M (G).

Pour cela, il nous faut prendre 'adjoint de I'unité de C(G), a savoir :

n: C — C(G) .
A=Al

0 M(G) — C
po=op(l)

e On vérifie que 'on a bien des morphismes d’algebres ou de cogebres.

Contre-exemple : La convolution est différente de la composition sur I’algebre de Hopf C(G).
Une base de L(C(G)) est (egn)(gnyeccz OU €gn: 0y = dy .

0, +— 0
x#h
Soit (g, h, g, b, o, B) € GO, alors :

® ¢y -y n = Op g€y (composition).
® cyn ey n(0a) =m((egn ® ey n)(A(da)))-
On pose Fyop = Fs, 5, = 0o @ dp, alors :
m((egn ® g 1) (0a ® 0g)) = dandpn 040y = Fog(h, h')8g0y .
Par linéarité, il vient : VEF € C(G' x G), m((egn ® ey )(F)) = F(h,h')6404.
AiIlSi, €g,h * eg’,h/(éa) = A(éa)(h, h’)égég/ = a,h.h/(sgég/.
D’ol e, p, * € b1 = 04, g€g pp (convolution).

Les deux formules sont différentes, i.e. la convolution et la composition ne coincident pas.

32



2.3 Groupes compacts infinis

Les problemes qui surviennent lorsque 'espace compact K avec lequel on travaille devient
un ensemble infini sont celui de la continuité des opérateurs considérés et celui du produit ten-
soriel algébrique C(K') ® C(K), qui n’est plus isomorphe a C(K x K). Il va donc falloir d’'une
part supposer que les applications sont continues et d’autre part introduire le produit tensoriel
topologique.

On s’appuiera sur les résultats obtenus sur les groupes finis et on utilisera le lemme suivant
pour conclure :

Lemme 11. Soit K un espace topologique compact.
Alors §: C(K) ® C(K) — C(K x K) est une application linéaire injective, d’image dense dans
C(K x K).

Preuve :

e [’existence et la linéarité de p ont déja été démontrées dans la preuve de la proposition
7.

e La preuve de l'injectivité de ¥ est identique a celle de la proposition 6.

e Pour montrer la densité de I'image de p, on utilise le théoreme de Stone-Weierstrass.
Im(®) = {Fyg/(f,9) € C(K)*}.

% K x K est compact (comme produit de deux compacts).

% Soit Fy, € Im(p). Alors Fy, = Fs € Im().

% Soit (z,y) € K x K.
Comme C(K) est dense dans C(K), il existe ([, f,) € C(K)? tel que f.(x) # 0 et
fy(y) # 0.
Alors Fy, 5, € Im(@) et Fy, 5, (x,y) = fo(x)fy(y) # 0 (par intégrité du corps C).

% Soit (z,y) € K x K. Soit (2/,y') € K x K. On suppose (z,y) # (z/,v').
Alors x # 2’ ou (x =2’ et y # v/).
- On suppose x = 2’ et y # y. Comme K est compact, d’apres le lemme d’Urysohn,
il existe f € C(K) telle que f(y) =0+# 1= f(y).
Alots Fp,; € Im(®) et Fr,g(x.y) = fo(0)f() = 0 # () = L@)fW) =
Fp, 4@ y).
- On suppose = # z’. On suppose y # ' (sinon on se ramene au cas précédent en
échangeant les roles de = et de y).
Comme K est compact, d’apres le lemme d’Urysohn, il existe (f, g) € C(K)? tel que :
f@)=g(y) =0#1=g) = ).
Alors Fyg € Im() et Frg(z,y) = f(z)g(y) =0 # 1 = f(«')g(y) = Fry(',9/).

D’oti, d’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, Im(®) est dense dans C(K x K).

Remarque : On note C(K)®C(K) la fermeture de C(K) ® C(K) dans C(K x K) pour la
norme ||.||. On lappelle . Alors d’apres le théoreme précédent
C(K)®C(K) = C(K x K).

2.3.1 Du groupe a la C*-algebre de Hopf

Lemme 12. Soit X, Y et K trois espaces topologiques compacts non-vides.
Soit T : C(X) — C(Y) un opérateur.

Alors T ®1id : C(X x K) — C(Y x K) est un opérateur.

De plus, ||T ® id|

L(C(XXK),C(YXK)) = ||T‘ Le(C(X),C(Y))-
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Preuve :
e Comme T est continu, Vf € C(X),Vz € X, [(T(f))(x)] < ||T|
o X T ®id est linéaire.
% Soit F' € C(X) ® C(K).
On note F' = Zfz ®giouneNetVie[l,n],f €C(X)etg €C(K), alors :

i=1

H(T®id)(F)||oo=IIZT(fz-)@@gilloo: sup |y (T(f)(y)gi(k)]

(y,k)EY xK i=1

coex) el flloo-

= sup sup |T( Zgz M)W T ecec.eorn $p lleelloe

keK yeY
%,_/
noté ¢ec(x)

LC(C(X),C(Y))( Sup |Zfz x)gi(k)| = ||T]

rk)EXXK T
D’ou T ® id est continu sur C(X) ® C(K).
* Comme C(X) ® C(K) est dense dans C(X)RC(K) = C(X x K), il vient : T ® id
est continue sur C(X x K) et ||T ® id||z.cxxx)crvxi) < [|T||zucex)ery (via
prolongement linéaire).

= [T

o)1 |oo-

% De plus, pour f € C(X), on a :
T (Hllery = NIT(f) @ Ulee = [|(T"®@id)(f @ D)leecx)
<IT @ idl|z.csex Hf® 1||c X)@C(K):-
Donc ||T ® 2d||£C(C(XXK),C(yXK 2 ||T||zoex)cvy (via prolongement linéaire).

DouT ®id:C(X x K) — C(Y x K) est un opérateur avec :

| T ®id||z cxxr)erxxy = T coex)ey):
Définition 24. On appelle toute algébre (C(K), m,n) avec K
compact, munie d’applications linéaires continues A : C(K) — C(K x K), e : C(K) — C et

S:C(K) — C(K) telles que :
e (A®id)oA = (id®A)oA.
o (e®id)oA=id=(id®e)oA.
e mo(S®id)joA=noe=mo (id® S)oA.

Remarque : Les applications A®1id, id® A, e®id, id®e, S®id et 1d® S sont automatiquement
continues et définies sur C(K)®C(K) et s’étendent par densité a C(K x K) (cf. lemme précédent).

Théoréme 23. Soit G un groupe compact (infini).
Alors (C(G),m,n, A, e, S) est une C*-algébre de Hopf commutative, avec les m, n, A, € et S
du théoreme 18.

Preuve :
On adapte la preuve du théoreme 18.
On reprend les mémes applications m, n, A, € et S, avec cette fois A a valeurs dans le produit
tensoriel topologique.

e La preuve du fait que C(G) soit une algebre est identique.
o Vf e C(QG),||A(f)lloc = sup |f(zy)| < ||f]loo- D’olt A est continue.

(z,y)€G?

o Vf e C(QG),le(f) =|f(e)] <||f||lo- D'l € est continue.
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o Vf cC(G)I|IS(F)llee =sup |f(x™H)| < ||f]lso. Dol S est continue.
zeG

e La vérification des formules des axiomes algébriques en découle par densité et est identique
a celle effectuée dans la preuve du théoreme 18.

2.3.2 Du groupe a la C*-algebre de Woronowicz

Définition 25. On appelle toute algébre (C(K'),m,n)
avec K compact, munie d’une application linéaire continue A : C(K) — C(K)®C(K) telles
que :

V(f,9) € C(K)%, A(fg) = A(f)A9)
(A®id)o A= (id@A)oA :
(C(K)®1)A(C(K)) et (1®C(K))A(C(K)) sont denses dans C(K x K)

Théoréme 24. Soit G un groupe compact (infini).
Alors (C(G),m,n,A) est un C*-algébre de Woronowicz commutative, avec les m, n et A du
théoreme 18.

Preuve :
D’apres les preuves des théoremes précédents, il reste juste a montrer la propriété de densité.
Cela se fait avec le théoreme de Stone-Weierstrass.
e (1®C(G))A(C(GQ)) est une sous-algebre unitaire de C(G x G) = C(G)RC(G).
Elle contient donc les constantes.
e Soient (z,y) et (2/,y) € G x G tels que (z,y) # (2, ).
On suppose y # 7/, alors il existe g € C(G) (qui sépare les points) telle que g(y) # g(v').
Alors (1® ¢g)A(1) € (1®C(G))A(C(G)) et on a :
(1®g)A)(z,y) =1@g(y) # 1@ g(y) = (1@ gAM)) (=, y).
On suppose y = ¢’ et x # 2/. On a x -y # 2’ -y donc il existe f € C(G) telle que
A(f)(z,y) = flz-y) # f(@-y) = A(f) (@, y).
Et A(f) =1 ® 1DA(f) € (1®C(G))A(C(G)).
D’ot, d’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, (1 ® C(G))A(C(G)) est dense dans C(G x G).
De méme, on montre que (C(G) ® 1)A(C(QG)) est dense dans C(G x G).

2.3.3 De la ("*-algebre de Hopf au groupe

Théoréme 25. Soit K un espace topologique compact (infini).
On suppose que C(K) est muni d’une structure de C*-algébre de Hopf commutative (C(K), m,n, A, &, 5).
Alors K est un groupe compact.

Preuve :
On adapte la preuve du théoreme 20. Soit (z,y)
On sait déja par linéarité que VF € C(K) ® C(K C((@; ® o) (F)) = F(z,y).
Et VI € C(K) ® C(K), [mc((0: ® 6,)(F))| = |F(z, y)| < [|F|]«.
D’ott m¢ o (6, ® 6,) est continue sur C(K) ® C(K).
Comme C(K) ® C(K) est dense dans C(K)®C(K) = C(K x K), il vient :
VF € C(K x K),mc((6, ® 0,)(F)) = F(z,y).
Le reste de la preuve est identique a celle du théoreme 20, a ceci pres que la continuité des
applications nécessaires pour pouvoir appliquer le lemme 7 résulte de la continuité des applica-
tions A, € et S, et non de la continuité automatique donnée par la dimension finie de ’algebre
C(K).

Il reste a montrer que la structure de groupe et la structure topologique sont compatibles.

€K
),
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e Onnotey: K xK — K
(z,y) = x-y

Comme ) est un homéomorphisme, la continuité de ¢ équivaut a la continuité de €2 o ).
Soit (z1,22) € K x K. Soit r > 0. On considere Bf(2 01 (21, 22),r) ouvert de C(K)* pour
la topologie faible*™ (on se restreint a une boule car intersection finie et image réciproque
commutent).
D’apres ce qui précede, V(z,y) € K x K,V f € C(K), (0, 6,)(f) = A(f)(z,y).
Or A(f) € C(K x K).
Donc il existe V' € Viy i (21, 22) tel que Y(z,y) € V, |A(f)(z1, 22) — A(f)(z,y)| < 7.
Alors ¥(z, ) € V, (20 ) (21, 22))(f) — (20 6) (2 ) ()] = 182y2a(f) — 8oy ()]
(0 % 02) () — (0 % 0,)(N)] = 1AL (21, 22) — A )] < 7
D’ou 2 o 9 est continue. D’ou ¢ est continue.

e Onnoteo: K — K

r = x

Comme €2 est un homéomorphisme, la continuité de o équivaut a la continuité de 2 o o.
Soit z € K. Soit > 0. On considere Bf(€ o o(z),r) ouvert de C(K)* pour la topologie
faible® (on se restreint a une boule car intersection finie et image réciproque commutent).
D’apres ce qui précede, Vo € K,0,-1 =6, 0 S.
Or S(f) € C(K).
Donc il existe W € Vi (z) tel que Vo € W, [0,-1(f) =1 (f)| = |(6.05)(f)— (6.059)(f)| =
S(F)(=) - S(N @) <7
Alors Y € W, (20 0)(2))(f) = (20 ) @) (/)] = [6.-1() — dur(f)] < 7.

D’ou Q2 0 o est continue. D’ou o est continue.

1

D’ou K est un groupe compact.

2.3.4 De la (*-algeébre de Woronowicz au groupe
Théoréme 26. Soit K un espace topologique compact (infini).

On suppose que C(K) est muni d’une structure de C*-algebre de Woronowicz commutative,
(C(K),A).
Alors K est un groupe compact.

Preuve :

e On reprenant la méme construction que dans la preuve du théoreme 20 (i.e. en utilisant
I'axiome de co-associativité de A), on définit une loi interne associative - sur K.

e Utilisons le second axiome pour montrer la bi-simplifiabilité.
Soit (z,y,2) € K3. On suppose -y = x - 2.
De méme qu’a la preuve du théoreme 21, on a par linéarité :

VF € (C(K) ® D)AC(K)), Fx,y) = F(z,2).

On considere l'application & : C(K x K) — C

Fo= F(r,y) = F(2,2) = 00 (F) = 0,) (F)
® est alors continue (car les évaluations sont continues) et s’annule sur (C ( )® 1) ( (K))
qui est dense dans C(K x K). D’ou ® est identiquement nulle sur C(K x K).

Comme C(K x K) sépare les points, il vient : y = z.

D’ou K est simplifiable a gauche.

De méme, en utilisant la densité de (1 ® C(K))A(C(K)) dans C(K x K), on montre que
K est simplifiable a droite.

D’ou K est bi-simplifiable.
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e On termine la preuve dans le cadre métrique dans un premier temps afin de comprendre
comment l'on procede.
La vérification du fait que la multiplication est continue est identique a celle effectuée
dans la preuve du théoreme 25.
Soit @ € K. On considere la suite (a™),ey € K. Comme K est compact, il existe une
extraction ¢ et [ € K tels que a¥™ — .

n—-+0o
De méme, et quitte a encore prendre une extraction, il existe I’ € K et ¢, € K tels que :

a‘P(n)_l — et a@(n"'l)_%’(n) — e,
n—-+o0o n—-+o0o

Alors en passant a la limite, dans a - a?™ =1 = ¢¥™ il vient par continuité de - : a -1’ = [.
Puis, en passant a la limite dans a?("t1)=¢() . q¢(") = 2+ ] vient : e, - | = [.
Doue,-a-l' =¢,-l=1=a-1.

Par simplifiabilité a droite, il vient : e, - a = a.

De méme, on montre que a - e, = a.

Par le méme calcul que dans la preuve du lemme 10, on trouve que e, = e (indépendant
de a).

Quitte & prendre une extraction, il existe @ € K tel que a¥"+D—#(m)-1 - a.
n—-+0oo

Alors en passant a la limite dans a - @D =21 = ¢#(r+1)=¢() ] vient : a- @ = e.
De méme, a - a = e.
D’ou K est un groupe.

e On rédige désormais la preuve dans le cadre topologique général.

* On considere F' = ﬂ {a*,k > N} = ﬂ My C K I'ensemble des valeurs d’adhérence
NeN NeN
de la suite (a*)pen.
Ona:a-F= ﬂ {a**1 k> N} = n {a*,k > N}.
NeN NeN-
Soit z € K, alors :

v €F & VN eNVV € Vg(x),Iky = N,av € V.
r€a-F&VNeN VV € Vg(x),Iky = N,a*v € V.
Clairement, on a : ' C a- F.
Et a- F C F car 'on peut prendre kg = k.
Dou FF=a-F.
% VN € N, My # 0. Donc, comme K est compact, F # (). Donc il existe [ € F.
On remarque que [ € a - F, donc il existe I' € F tel que a -l = 1.
Pour tout V' € Vi (1), il existe (kyy, kay) € N2 tels que kyy > kyy et (aF1v, a*v) € V2.
On considere F} = ﬂ {ake2w=Frw W C V} = ﬂ Sy (qui joue le role d’en-
Vevi((l) Vevi(l)
semble des valeurs d’adhérence pour (a#™+H)=¢()) ).
YV € Vi(1), Sy # 0. Donc Fy # (). Soit e € F}.
On suppose par 'absurde que e - # [.
Comme K est compact, K est séparé. Donc il existe O.; € V(e - 1) et O; € Vi (1)
tel que : O, N O; = 0.
Par continuité de la multiplication, il existe U; € Vk(e) et Us € Vi (l) tels que
Uy - Uy C Oy
Soit V' € Vi (1). On suppose par 'absurde que Sy Ny = (.
Alors Sy CU,. Ore € Sy C Uy =°U,. D'olie € U,.
Contradiction. Donc pour tout V' € Vi (1), Sy Ny # 0.
On pose W € Vi(l) tel que W C (O;NUy) et ak2v kv e Y.
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Alors
afw . gkew—kw _—  gkew
N Y—— ~~~
WClUs (S0 ewco;

J/

-~

€0,

Contradiction. D’ou e - [ = [. De méme, on montre que [ - e = [.

Donce-a-l'=e-l=1l=a-l.

Par simplifiabilité a droite, il vient : ¢ - @ = a. De méme, a - e = a.

A priori, e est dépendant de a, mais en réalité non, comme déja vu plus haut.
% Comme FF=a-FeteecF, il existea € F tel que a-a = e.

De méeme, on montre que a - a = e.

D’ou K est un groupe.

e La vérification du fait que la structure groupe est compatible avec la structure topolo-
gique est identique a celle effectuée dans la preuve du théoreme 25.

D’ou K est un groupe compact.
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