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1 Introdu
tion

L'espa
e de 
on�guration Fn(X) d'un espa
e topologique X 
orrespond à l'espa
e de n points dis-

tin
ts évoluant dans l'espa
e X , il s'agit formellement de l'espa
e produit Xn
privé des diagonales,


'est à dire du sous-espa
e formé des éléments de Xn
ayant au moins deux 
oordonnées égales.

Le but de 
e stage a été d'étudier le type d'homotopie de 
es espa
es de 
on�gurations en fon
tion

du type d'homotopie de l'espa
e de départ. Plus pré
isément, nous nous demandons si le type d'ho-

motopie de Fn(X) ne dépend que de 
elui de X , dans le 
as d'une variété lisse, 
ompa
te et sans bords.

Pour répondre à 
ette question, nous nous appuierons essentiellement sur [6℄. Cet arti
le fournit un


ontre exemple à notre 
onje
ture : les auteurs montrent que les revêtements universels des espa
es de


on�guration des deux espa
es lenti
ulaire L7,1 et L7,2 ont des produits de Massey di�érents. Ce rai-

sonnement montre que les espa
es de 
on�guration de 
es deux espa
es (
onnus pour être des variétés

homotopiquement équivalentes mais non homéomorphes) n'ont pas le le même type d'homotopie.

2 Notions de base

2.1 Algèbre homologique

Nous 
ommençons par introduire quelques notions d'algèbre homologique pour pouvoir dé�nir le


adre de notre travail et pour introduire les prin
ipaux résultats.

Dé�nition 1

Un 
omplexe de 
haînes (C∗, ∂) est la donnée d'une suite de groupes abéliens Cn et d'une suite

de morphismes de groupes ∂n : Cn → Cn−1 tels que ∀n, ∂n ◦ ∂n+1 ≡ 0, 
'est à dire Im(∂n+1) ⊂
Ker(∂n).

... −→ Cn+1
∂n+1

−→ Cn
∂n−→ Cn−1 −→ ...

On dé�nit également :

Zn(C) := Ker(∂n) l'ensemble des n-
y
les de C∗

Bn(C) := Im(∂n+1) l'ensemble des n-bords de C∗

Hn(C) := Zn(S)/Bn(S) le n-ème groupe d'homologie de C∗

Dé�nition 2

Un 
omplexe de 
o
haînes (C∗
, δ) est la donnée d'une suite de groupes abéliens Cn

et d'une

suite de morphismes de groupes δn : Cn → Cn+1
tels que ∀n, δn◦δn−1 ≡ 0, 
'est à dire Im(δn−1) ⊂

Ker(δn).

...←− Cn+1 δn

←− Cn δn−1

←− Cn−1 ←− ...

On dé�nit également :

Zn(C) := Ker(δn) l'ensemble des n-
o
y
les de C∗

Bn(C) := Im(δn−1) l'ensemble des n-
obords de C∗

Hn(C) := Zn(S)/Bn(S) le n-ème groupe de 
ohomologie de C∗

Dé�nition 3

Un 
omplexe de 
haînes est appelé une suite exa
te si on a : ∀n, Hn(C) = 0, 
'est à dire si

Im(∂n+1) = Ker(∂n).
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Dé�nition 4

Un morphisme de 
haînes f entre deux 
omplexes de 
haînes (C∗, ∂) et (C
′
∗, ∂

′
) est une famille

de morphismes de groupes fn : Cn → C′
n tels que le diagramme suivant 
ommute :

... // Cn+1

fn+1

��

∂n+1
// Cn

fn

��

∂n

// Cn−1

fn−1

��

// ...

... // C′
n+1

∂′

n+1

// C′
n

∂′

n

// C′
n−1

// ...

C'est à dire : ∀n, fn−1 ◦ ∂n = ∂′
n ◦ fn.

Proposition 1

Soit f : (C∗, ∂)→ (C′
∗, ∂

′) un morphisme de 
haînes, alors :

∂n(Kerfn) ⊂ Kerfn−1 et (Kerf∗, ∂) est un 
omplexe de 
haînes.

∂′
n(Imfn) ⊂ Imfn−1 et (Imf∗, ∂

′) est un 
omplexe de 
haînes.

Démonstration : Soit σ ∈ Kerfn. fn−1(∂n(σ)) = ∂′
n(fn(σ)) = ∂′

n(0) = 0, don
 ∂n(σ) ∈ Kerfn−1.

Soit σ ∈ Imfn. Il existe ω ∈ Cn tel que fn(ω) = σ, et ∂′
n(σ) = ∂′

n(fn(ω)) = fn−1(∂n(ω)), don

∂′
n(σ) ∈ Imfn−1.

Les égalités ∂n ◦ ∂n+1 ≡ 0 et ∂′
n ◦ ∂′

n+1 ≡ 0 sont vraies dans C∗ et C′
∗, elles restent don
 vraies dans

Kerf et Imf .

Lemme 1 (du serpent)

Soit le diagramme 
ommutatif de groupes abéliens suivant, où les lignes sont supposées exa
tes :

A

α

��

a
// B

β

��

b
// C

γ

��

// 0

0 // A′

a′

// B′

b′
// C′

Il y a alors une suite exa
te :

Ker(α)
a
−→ Ker(β)

b
−→ Ker(γ)

∂
−→ Coker(α)

a′

−→ Coker(β)
b′
−→ Coker(γ)

où ∂ est induit par a′−1 ◦ β ◦ b−1
.

Démonstration : Une démonstration de 
e lemme peut être trouvée dans [10℄.

Dé�nition 5

0 −→ C′ f
−→ C

g
−→ C′′ −→ 0

est une suite exa
te de 
omplexes de 
haînes si f et g sont des morphismes de 
haînes et si,

pour tout n :

0 −→ C′
n

fn
−→ Cn

gn
−→ C′′

n −→ 0
est une suite exa
te.
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Proposition 2

Soit une suite exa
te de 
omplexes de 
haînes :

0 −→ C′ f
−→ C

g
−→ C′′ −→ 0

La suite

... −→ Hn+1(C
′′)

∂n+1∗

−→ Hn(C
′)

f∗
−→ Hn(C)

g∗
−→ Hn(C

′′)
∂n∗−→ Hn−1(C

′) −→ ...
est exa
te, où f∗, g∗ et ∂n∗ sont induites par f , g et f−1

n ◦ ∂n ◦ g
−1
n

Démonstration : ∂n induit un morphisme dn : Kn = Cn/Bn → Zn−1.

On a alors le diagramme 
ommutatif suivant, ave
 des lignes exa
tes :

K′
n

d′
n

��

fn
// Kn

dn

��

gn
// K′′

n

d′′
n

��

// 0

0 // Z′
n−1

f
n−1

// Zn−1 g
n−1

// Z′′
n−1

Le lemme du serpent donne alors l'exa
titude de la suite

Hn(C
′)

f∗−→ Hn(C)
g∗−→ Hn(C

′′)
∂n∗−→ Hn−1(C

′)
f∗−→ Hn−1(C)

g∗−→ Hn−1(C
′′).

Proposition 3

De manière analogue, on dé�nit les notions de morphismes de 
o
haînes et de suites exa
tes

de 
omplexes de 
o
haînes et on montre qu'une telle suite exa
te

0 −→ C′′ f
−→ C

g
−→ C′ −→ 0

induit une suite exa
te :

... −→ Hn−1(C′)
∂n+1∗

−→ Hn(C′)
f∗
−→ Hn(C)

g∗
−→ Hn(C′)

∂n∗−→ Hn+1(C′′) −→ ...

Proposition 4

Soient (C∗, ∂) un 
omplexe de 
haînes et G un groupe abélien. Alors (Hom(C∗, G), δn) est un


omplexe de 
o
haînes,

où δn : ϕ 7−→ [σ 7−→ ϕ(∂n+1(σ))].

Démonstration : Soit σ ∈ Cn+1 et ϕ ∈ Hom(Cn−1, G).
δn(δn−1(ϕ))(σ) = δn−1(ϕ)(∂n+1(σ)) = ϕ(∂n(∂n+1(σ))) = ϕ(0) = 0.

Proposition 5

Soit S un groupe abélien libre. La suite exa
te de groupes abéliens

0 −→ G1
f
−→ G2

g
−→ G3 −→ 0

induit une suite exa
te :

0 −→ Hom(S,G1)
f∗
−→ Hom(S,G2)

g∗
−→ Hom(S,G3) −→ 0

Démonstration : Soit {xi}i∈I une base de S.
(1) inje
tivité de f∗ :

Soient ϕ ∈ Hom(C,G1) tel que f∗(ϕ) ≡ 0 et σ ∈ S.
f(ϕ(σ)) = f∗(ϕ)(σ) = 0, don
 ϕ(σ) = 0 par inje
tivité de f . Don
 ϕ ≡ 0.
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(2) Imf∗ ⊂ Kerg∗ :

Soient ϕ ∈ Imf∗, ψ tel que f∗(ψ) = ϕ et σ ∈ S.
g∗(ϕ)(σ) = g(f∗(ψ)(σ)) = g(f(ψ(σ))) = 0 
ar Imf ⊂ Kerg. Don
 g∗(ϕ) ≡ 0.

(3) Kerg∗ ⊂ Imf∗ :

Soient ϕ ∈ Kerg∗ et i ∈ I .
b(ϕ(xi)) = b∗(ϕ)(xi) = 0 don
 ∀i,∃yi ∈ A/f(yi) = ϕ(xi) 
ar Kerg ⊂ Imf .
Soit ψ ∈ Hom(C,G1) : xi 7→ yi étendu par linéarité.

f∗(ψ)(xi) = f(ψ(xi)) = f(yi) = ϕ(xi), don
 f∗(ψ) = ϕ, 
ar ils 
oïn
ident sur une base.

(4) surje
tivité de g∗ :

Soit ϕ ∈ Hom(C,G3).
Par surje
tivité de g, ∀i,∃yi/g(yi) = ϕ(xi).
Soit ψ ∈ Hom(C,G2) : xi 7→ yi étendu par linéarité.

g∗(ψ)(xi) = g(ψ(xi)) = g(yi) = ϕ(xi), don
 g∗(ψ) = ϕ, 
ar ils 
oïn
ident sur une base.

Dé�nition 6 (Opérateur de Bo
kstein)

Soient (C∗, ∂) un 
omplexe de 
haînes formé de groupes abéliens libres et une suite exa
te de

groupes abéliens :

0 −→ G1
f
−→ G2

g
−→ G3 −→ 0

La proposition 5 nous donne l'existen
e d'une suite exa
te de 
omplexes de 
o
haînes :

0 −→ Hom(Cn, G1)
f∗
−→ Hom(Cn, G2)

g∗
−→ Hom(Cn, G3) −→ 0

et la proposition 3 nous donne alors un morphisme de groupe :

δn∗ : Hn(Hom(Cn, G3))→ Hn+1(Hom(Cn, G1)), apptelé opérateur de Bo
kstein.

Exemple 1

Un exemple 
ourant d'utilisation de l'opérateur de Bo
kstein est 
elui asso
ié à la suite exa
te :

0 −→ Z/pZ
f
−→ Z/p2Z

g
−→ Z/pZ −→ 0

où f est la multipli
ation par p et g est la proje
tion modulo p.

2.2 Homologie Singulière

Dans 
ette se
tion, nous allons 
onstruire un 
omplexe de 
haînes asso
ié à un espa
e topologique.

Dé�nition 7

Soient {p0, p1, ..., pm} m+1 points a�nement indépendants de Rn
(
'est à dire tels que {p1−p0, p2−

p0, ..., pm − p0} soit un famille libre de Rn
). L'enveloppe 
onvexe de {p0, p1, ..., pm} est appelé le

m-simplexe engendré par {p0, p1, ..., pm}.
Le m-simplexe standard ∆m est le m-simplexe engendré par {e0, e1, ..., em}, où {e1, ..., em} est
la base 
anonique de Rn

et e0 = 0.
Notons εim l'appli
ation a�ne :

εim : ∆m → ∆m+1 : ej 7→ ej si j < i et ej 7→ ej+1 sinon.
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Dé�nition 8

Soit X un espa
e topologique. Les n-
haînes singulières de X sont les éléments de Cn(X), le
groupe abélien libre engendré par {σ | σ : ∆n → X continue}.
Dé�nissons également le morphisme de groupes :

∂n : Cn(X)→ Cn−1(X) : σ 7→
n
∑

i=0

(−1)iσ ◦ εin−1

Proposition 6

(1) (Cn(X), ∂n) est un 
omplexe de 
haînes.

(2) Etant donné un anneau 
ommutatif R, (C∗(X), δ) = (Hom(Cn(X), R), δn) est un 
omplexe de


o
haînes.

Nous noterons Hn(X) pour Hn((C∗(X)) et Hn(X ;R) pour Hn(C∗(X)).

Démonstration : Une démonstration du premier résultat (1) est donnée dans [8℄ et la proposition 4

montre (2).

Proposition 7

Soient X et Y deux espa
es topologiques et f : X → Y une appli
ation 
ontinue.

Pour tout n, f induit alors un morphisme de groupe f# : Hn(X)→ Hn(Y ). De plus, si f et g sont

deux appli
ations linéaires homotopes de X dans Y, f# = g#.
Don
 si X et Y sont homotopiquement équivalents, ∀n Hn(X) = Hn(Y ) et Hn(X) = Hn(Y ).

Démonstration : De la même manière que dans la preuve de la proposition 1, on montre que l'appli
ation

f# : σ 7→ f ◦ σ est bien dé�nie.

Le se
ond résultat est démontré dans [8℄.

Proposition 8

Si X est un espa
e topologique 
onnexe par ar
s, H0(X) = Z et H0(X ;R) = R.

Démonstration :

• Soit x0 ∈ X. Comme ∂0 ≡ 0, Z0(X) = C0(X) et 
omme X est 
onnexe par ar
s, B0(X) est

engendré par les éléments de la forme x − y, x, y ∈ X. Tout élément de H0(X) peut don
 se mettre

sous la forme nx0, n ∈ Z. Et 
omme x0 ∈ Z0(X)\B0(X), H0(X) ∼= {nx0 | n ∈ Z} ∼= Z.

• Soit ϕ ∈ C0(X;R), si ϕ n'est pas 
onstante, 
omme X est 
onnexe par ar
s, il existe un 
hemin

reliant deux points ayant une image di�érente, don
 ϕ /∈ Z0(X;R). Comme les fon
tions 
onstantes

sont dans Z0(X;R) et 
omme B0(X;R) = 0, H0(X;R) ∼= {ϕ constantes} ∼= R.

Théorème 1 (Axiome de dimension)

Si X est réduit à un point, alors H0(X) = Z et Hn(X) = 0 ∀n ≥ 1.

Démonstration : Pour 
haque simplexe, il n'y a qu'une seule appli
ation σn à valeur dans X. Don


Cn(X) =< σn > et :

∂nσn =
n
∑

i=0

(−1)iσnε
n
i =

(

n
∑

i=0

(−1)i
)

σn−1 =

{

0 si n est impair

σn−1 sinon

Don
 ∂n = 0 si n est impair et est un isomorphisme si n est pair et non nul.

Si n est impair, Zn(X) = Ker ∂n = Cn(X) et Bn(X) = Cn(X) 
ar ∂n+1 est surje
tive, don
Hn(X) = 0.
Si n est pair et non nul, Zn(X) = Ker ∂n = 0 
ar ∂n est inje
tive, don
 Hn(X) = 0.
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Et H0(X) ∼= Z 
ar X est 
onnexe par ar
s.

Corollaire 1

Si X est 
ontra
tile, alors H0(X) = Z et Hn(X) = 0 ∀n ≥ 1.

Démonstration : X est homotopiquement équivalent à un point, le résultat dé
oule don
 des propositions

pré
édentes.

Proposition 9

Soient X un espa
e topologique et la suite exa
te d'anneaux 
ommutatifs :

0 −→ R1
f
−→ R2

g
−→ R3 −→ 0

On peut dé�nir l'opérateur de Bo
kstein : βn : Hn(X ;R3))→ Hn+1(X ;R1)).

Démonstration : (C∗(X), ∂) est un groupe abélien libre, la dé�nition 6 peut don
 s'appliquer.

Théorème 2 (Mayer-Vietoris)

Soient X1 et X2 deux parties de X telles que X =
◦

X1 ∪
◦

X1, on a une suite exa
te :

... −→ Hn(X1 ∩X2) −→ Hn(X1)⊕Hn(X2) −→ Hn(X) −→ Hn−1(X1 ∩X2) −→ ...

Démonstration : Ce résultat est démontré dans [8℄

Théorème 3 (de Hurewi
z )

SiX est 
onnexe par ar
s, H1(X) est l'abélianisé de π1(X, x0).

Démonstration : Une démonstration est donnée dans [9℄.

3 Autres 
on
epts utiles

3.1 Revêtements et quotients

Dé�nition 9

Soit X un espa
e topologique, (X̃, p) est un revêtement de X si X̃ est 
onnexe par ar
, p : X̃ → X
est 
ontinue et pour tout x ∈ X il existe un ouvert Ux 
ontenant x tel que p( − 1)(Ux) est une
union disjointe d'ouvert Si ⊂ X̃ tels que p : Si → Ux est un homéomorphisme pour tout i.

Dé�nition 10

(X̃, p) est un revêtement universel de X si X̃ est simplement 
onnexe.

Remarque 1. Le revêtement universel d'un espa
e est unique à homéomorphisme près.
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Dé�nition 11

Soit G un groupe agissant sur un espa
e topologique X . On note X/G l'espa
e topologique quotient

X/ ∼, où :

x ∼ y ⇔ ∃g ∈ G/gx = y

Dé�nition 12

Soit (G, ∗) un groupe muni d'une topologie,G est appelé groupe topologique siG2 → G : (x, y) 7→
x ∗ y−1

est 
ontinue.

Proposition 10

Soient G est un groupe topologique 
onnexe par ar
 et H un sous-groupe distingué dis
ret. Alors

(G, p) est un revêtement de G/H , où p est la proje
tion usuelle de G sur G/H .

Démonstration : Une démonstration est donnée dans [9℄.

Dé�nition 13

L'a
tion d'un groupe G sur un espa
e X est dite proprement dis
ontinue si pour tout x, il existe
un voisinage Vx 
ontenant x et tel que Vx ∩ gVx = ∅ pour tout g non nul dans G.

Théorème 4

Soient X un espa
e topologique 
onnexe et lo
alement 
onnexe par ar
 et G un groupe agissant

proprement dis
ontinument sur X , alors :

π1(X/G) ∼= G

.

Démonstration : Une démonstration est donnée dans [9℄.

Proposition 11

Soient n ≥ 1 et Sn
la sphère de dimension n, alors :

Hi(S
n) =

{

Z si i=0,n

0 sinon

Démonstration : Sn
est 
onnexe par ar
 pour tout n, don
 H0(S

n) = Z pour tout n. Nous pro
édons
par ré
urren
e sur n :

(1) n = 1 :

Remarquons que Sn ∼= R/Z où Z agit sur R par l'addition usuelle. L'a
tion de Z sur R est proprement

dis
ontinue, en posant Vx =]x − 1
2
, x+ 1

2
[. Don
 π1(S

n) = π1(R/Z) ∼= Z. D'où H1(S
n) = Z, d'après le

théorème de Hurewi
z.

(2) Ré
urren
e :

Soient x et y deux points distin
ts de Sn
. Notons X1 = Sn\x et X2 = Sn\y.

• Si i ≥ 2, le théorème de Mayer-Vietoris donne la suite exa
te :

Hi(X1)⊕Hi(X2) → Hi(S
n) → Hi−1(X1 ∩X2) → Hi−1(X1)⊕Hi−1(X2)

Comme X1 et X2 sont 
ontra
tiles, 
ette suite devient :

0 → Hi(S
n) → Hi−1(X1 ∩X2) → 0
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Et 
omme X1 ∩X2
∼= Sn−1

, Hi(S
n) ∼= Hi−1(S

n). Don
 Hn(S
n) = Z par hypothèse de ré
urren
e et

Hi(S
n) = 0 si i 6= n.

• Si i = 2, le théorème de Mayer-Vietoris donne la suite exa
te :

H1(X1)⊕H1(X2) → H1(S
n) → H0(X1 ∩X2) → H0(X1)⊕H0(X2) → H0(S

n)

Par hypothèse de ré
urren
e, et 
omme X1 et X2 sont 
ontra
tiles, la suite devient :

0 → H1(S
n)

a
→ Z

b
→ Z⊕ Z

c
→ Z

c ne peut pas être inje
tive, don
 Ker c 6= 0, don
 Im b 6= 0. b est don
 né
essairement inje
tive (
ar

Z⊕ Z est sans torsion). Don
 Im a = 0, et 
omme a est inje
tive, H1(Sn) = 0.

3.2 Homologie relative

Dé�nition 14

Soit A une partie d'un espa
e topologiqueX , C∗(A) est un sous-
omplexe de C∗(X) et C∗(X)/C∗(A)
est un 
omplexe de 
haînes dont les groupes d'homologie sont appelés les groupes d'homologie

relative :

Hn(X,A) = Hn(C∗(X)/C∗(A))

Proposition 12

Soit A une partie d'un espa
e topologique X , on a la suite exa
te :

...→ Hn(A)→ Hn(X)→ Hn(X/A)→ Hn−1(A)→ ...

Démonstration : On a la suite exa
te :

0 → C∗(A) → C∗(X) → C∗(X)/C∗(A) → 0

Don
, d'après la proposition 2, on a le résultat.

3.3 Théorèmes des 
oe�
ients universels

Nous présentons dans 
ette partie des résultats montrant que l'homologie à 
oe�
ients dans un

anneau quel
onque et la 
ohomologie sont entièrement déterminés par l'homologie à 
oe�
ients dans

Z.

Proposition 13

Soient 0→ C′ f
→ C

g
→ C′′ → 0 une suite exa
te et A un groupe abélien.

Alors C′ ⊗A
f⊗id
−→ C ⊗A

g⊗id
−→ C′′ ⊗A −→ 0 est exa
te, mais f ⊗ id n'est pas inje
tive en général.

Démonstration : Une démonstration est donnée dans [8℄.

Proposition 14

Tout groupe abélien H peut s'é
rire 
omme un quotient G/R où G est un groupe abélien libre.

Le 
ouple (G,R) est alors appelé une présentation de H .

Démonstration : Posons G le groupe abélien libre ayant pour base l'ensemble H et f : G → H le mor-

phisme de groupes envoyant 
haque élément de la base de G sur son élément 
orrespondant dans H .

f est surje
tive don
 d'après le premier théorème d'isomorphisme H ∼= G/Kerf .
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Dé�nition 15 (Tor)

Soient A et B deux groupes abéliens et soient (G,R) une présentation de A.

On a alors la suite exa
te 0→ R
i
→ G

p
→ A→ 0 qui induit la suite exa
te :

R ⊗B
i⊗id
−→ G⊗A

p⊗id
−→ A⊗B −→ 0

On note alors Tor(A,B) = Ker(i⊗ id).
Une démonstration du fait que Tor(A,B) ne dépende pas de la présentation de A peut être trouvée

dans [9℄.

Proposition 15

Pour tout groupe abélien A, Tor(A,−) et Tor(−, A) sont des fon
teurs 
ovariants additifs véri�ant
les propriétés suivantes pour tout B :

1. Toute suite exa
te 0→ A′ → A→ A′′ → 0 induit une suite exa
te :

0→ Tor(A′, B)→ Tor(A,B)→ Tor(A′′, B)→ A′ ⊗B → A⊗B → A′′ ⊗B → 0

2. Si A est sans torsion, Tor(A,B) = 0.

3. Tor(
∑

Ai, B) ∼=
∑

Tor(Ai, B)

4. Tor(Z/mZ, B) ∼= B[m] = {n ∈ B | mb = 0}

5. Tor(A,B) ∼= Tor(B,A)

Proposition 16

Ces résultats sont montrés dans [9℄.

Théorème 5 (des 
oe�
ients universels pour l'Homologie)

Soient X un espa
e topologique, G un groupe abélien. La suite suivante est exa
te :

0 −→ Hn(X)⊗G
α
−→ Hn(X ;G) −→ Tor(Hn−1(X), G) −→ 0

où Hn(X ;G) = Hn(Cn(X)⊗G), l'homologie à 
oe�
ients dans G et où α : z̄ ⊗ g 7→ z ⊗ g.
De plus, 
ette suite exa
te est s
indée, 
'est à dire :

Hn(X ;G) = (Hn(X)⊗G)⊕ Tor(Hn−1(X), G)

Ce résultat montre que l'homologie à 
oe�
ients dans G est entièrement déterminée par l'homologie

à 
oe�
ients dans Z.

Démonstration : Une démonstration est donnée dans [8℄.

Proposition 17

Soient 0→ C′ f
→ C

g
→ C′′ → 0 une suite exa
te et A un groupe abélien.

Alors Hom(C′, A)
f∗

←− Hom(C,A)
g∗

←− Hom(C′′, A)←− 0 est exa
te, mais f∗
n'est pas surje
tive

en général.

Démonstration : Une démonstration est donnée dans [8℄.

10



Dé�nition 16 (Ext)

Soient A et B deux groupes abéliens et soient (G,R) une présentation de A.

On a alors la suite exa
te 0→ R
i
→ G

p
→ A→ 0 qui induit la suite exa
te :

Hom(R,B)
i∗
←− Hom(G,A)

p∗

←− Hom(A,B)←− 0

On note alors Ext(A,B) = Coker i∗.
Une démonstration du fait que Ext(A,B) ne dépende pas de la présentation de A peut être trouvée

dans [9℄.

Proposition 18

Pour tout groupe abélien A, Ext(A,−) et Ext(−, A) sont des fon
teur respe
tivement 
ovariant et


ontravariant véri�ant les propriétés suivantes pour tout B :

1. Toute suite exa
te 0→ A′ → A→ A′′ → 0 induit deux suites exa
tes :

0→ Hom(A′′, B)→ Hom(A,B)→ Hom(A′, B)

→ Ext(A′′, B)→ Ext(A,B)→ Ext(A′, B)→ 0

0→ Hom(B,A′)→ Hom(B,A)→ Hom(B,A′′)

→ Ext(B,A′)→ Ext(B,A)→ Ext(B,A′′)→ 0

2. Si A est un groupe abélien libre, alors /Ext(A,B) = 0.

Si B est divisible (∀x, ∀n ∈ Z, ∃y/ny = x), alors Ext(A,B) = 0

3. Ext(
∑

Ai, B) ∼=
∏

Ext(Ai, B)

Ext(A,
∏

Bi) ∼=
∏

Ext(A,Bi)

4. Ext(Z/mZ, G) ∼= G/mG

Proposition 19

Ces résultats sont montrés dans [9℄.

Théorème 6 (des 
oe�
ients universels pour la Cohomologie)

Soient X un espa
e topologique, G un groupe abélien. La suite suivante est exa
te :

0 −→ Ext(Hn−1(X), G) −→ Hn(X ;G)
β
−→ Hom(Hn(X), G) −→ 0

où β : ϕ̄ 7→ [zn +Bn 7→ ϕ(zn)].
De plus, 
ette suite exa
te est s
indée, 
'est à dire :

Hn(X ;G) = Hom(Hn(X), G)⊕ Ext(Hn−1(X), G)

Ce résultat montre que la 
ohomologie à valeur dans G est entièrement déterminée par l'homologie

à 
oe�
ients dans Z.

Démonstration : Une démonstration est donnée dans [8℄.

11



3.4 Homologie des espa
es produit

Nous présentons dans 
ette se
tion les résultats permettant de déterminer l'homologie et la 
oho-

mologie des espa
es produits.

Dé�nition 17

Soient (C∗, ∂) et (C
′
∗, ∂

′) deux 
omplexes de 
haînes, on peut dé�nir le 
omplexe de 
haîne C∗⊘C′
∗


omme :

(C∗ ⊘ C′
∗)n =

∑

i+j=n

Ci ⊗ C′
j et dn =

∑

i+j=n

∂ ⊗ id+ (−1)iid⊗ ∂′

Théorème 7 (Eilenberg-Zilber)

Soient X et Y deux espa
es topologiques. Il y a un isomorphisme :

Hn(X × Y ) ∼= Hn(C∗(X)⊗ C∗(Y ))

Démonstration : Ce théorème est démontré dans [8℄.

Remarque 2. Il est possible d'expli
iter les appli
ations menant à 
et isomorphisme :

• Appli
ation d'Eilenberg-Ma
 Lane :

ζ : Cp(X)⊗ Cq(Y )→ Cp+q(X × Y )

σ ⊗ τ 7→
∑

λ∈
∑

pq

ε(λ).(σ × τ) ◦ λ

où

∑

pq est l'ensemble des (p, q)-shuffle et où ε est le signe de la permutation.

• Appli
ation d'Alexander Whitney :

ξ : Cp+q(X × Y )→ Cp(X)⊗ Cq(Y )

σ 7→
∑

i+j=n

πX(σ)αn
i ⊗ πY (σ)ω

n
j

où πX et πY sont les proje
tions sur X et Y .

Il nous reste alors à trouver une méthode de 
al
ul pour Hn(C∗(X)⊗ C∗(Y )). Cette méthode est

donnée par le théorème suivant.

Théorème 8 (Théorème de Künneth)

Si C∗ et G∗ sont deux 
omplexes de 
haînes positives (Cn = Gn = 0 pour n < 0), on a la suite

exa
te :

0→
∑

i+j=n

Hi(C∗)⊗Hj(G∗)
α
→ Hn(C∗ ⊗G∗)→

∑

p+q=n−1

Tor(Hp(C∗), Hq(G∗))→ 0

où α : z̄ ⊗ z̄′ 7→ z ⊗ z′

Et 
ette suite est s
indée, 
'est à dire :

Hn(C∗ ⊗G∗) ∼=
∑

i+j=n

Hi(C∗)⊗Hj(G∗)⊕
∑

p+q=n−1

Tor(Hp(C∗), Hq(G∗))

12



Théorème 9 (Formules de Künneth)

Soient X et Y deux espa
es topologiques, on a la suite exa
te :

0→
∑

i+j=n

Hi(X)⊗Hj(Y )
α
→ Hn(X × Y )→

∑

p+q=n−1

Tor(Hp(X), Hq(Y ))→ 0

où α : z̄ ⊗ z̄′ 7→ ζ(z ⊗ z′)
Et 
ette suite est s
indée, 
'est à dire :

Hn(X × Y ) ∼=
∑

i+j=n

Hi(X)⊗Hj(Y )⊕
∑

p+q=n−1

Tor(Hp(X), Hq(Y ))

On a également la suite exa
te :

0→
∑

i+j=n

Hi(X)⊗Hj(Y )
α
→ Hn(X × Y )→

∑

p+q=n+1

Tor(Hp(X), Hq(Y ))→ 0

où α : z̄ ⊗ z̄′ 7→ ξ#(z ⊗ z′)
Et 
ette suite est s
indée, 
'est à dire :

Hn(X × Y ) ∼=
∑

i+j=n

Hi(X)⊗Hj(Y )⊕
∑

p+q=n+1

Tor(Hp(X), Hq(Y ))

Démonstration : Une démonstration des deux théorèmes pré
édents peut être trouvée dans [8℄.

3.5 Cup-produit

Dans 
ette se
tion, nous 
onstruisons un produit sur le groupes de 
ohomologie, le transformant

en anneau.

Dé�nition 18

Nous dé�nissons les appli
ations a�nes de fa
e avant et de fa
e arrière suivantes :

αm
n = ε0m−1 ◦ ... ◦ ε

0
n+1 ◦ ε

0
n : ∆n → ∆m : ej 7→ ej

ωm
n = εmm−1 ◦ ... ◦ ε

n+2
n+1 ◦ ε

n+1
n : ∆n → ∆m : ej 7→ ej+m−n

Dé�nition 19

(C∗(X), ∂) peut se munir d'une stru
ture de groupe abélien :

C∗(X) :=
⊕

n∈N
Cn(X).

Dé�nition 20

Nous dé�nissons le 
oproduit suivant en donnant sa valeur sur une base de C∗(X) :
Soit σ : ∆n → X

µ : C∗ → C∗ ⊗ C∗ : σ 7→
∑

i+j=n

σ ◦ αn
i ⊗ σ ◦ ωn

j

Proposition 20

µ est un 
oproduit 
oasso
iatif sur C∗(X).
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Démonstration : Remarquons tout d'abord les relations suivantes entre les appli
ations de fa
e avant et

de fa
e arrière :

(1) αc
b ◦ α

b
a = αc

a , (2) ωc
b ◦ ω

b
a = ωc

a et (3) ωa+b+c
b+c ◦ αb+c

b = αa+b+c
a+b ◦ ωa+b

b

On a alors :

(id⊗ µ)(µ(σ)) =
∑

i+j=n

σαn
i ⊗





∑

a+b=j

σωn
j α

j
a ⊗ σωn

j ω
j
b





=
∑

i+j=n

∑

a+b=j

σαn
i ⊗ σωn

j α
j
a ⊗ σωn

b par(2)

=
∑

i+a+b=n

σαn
i ⊗ σωn

a+bα
a+b
a ⊗ σωn

b

et

(µ⊗ id)(µ(σ)) =
∑

k+l=n

(

∑

c+d=k

σαn
kα

k
c ⊗ σαn

kω
k
d

)

⊗ σωn
l

=
∑

k+l=n

∑

c+d=k

σαn
c ⊗ σαn

kω
k
d ⊗ σωn

l par(1)

=
∑

c+d+l=n

σαn
c ⊗ σαn

c+dω
c+d
d ⊗ σωn

l

=
∑

c+d+l=n

σαn
c ⊗ σωn

d+lα
d+l
d ⊗ σωn

l par(3)

On retrouve la première expression en identi�ant les variables muettes

(i = c, a = d, b = l)

Proposition 21

µ induit un produit asso
iatif sur C∗(X). Ce produit est appelé 
up-produit et est noté ⌣.

Démonstration : Nous dé�nissons ⌣ 
omme µ∗ ◦ γ :

Hom(C∗, R)⊗Hom(C∗, R)

⌣

))
γ

// Hom(C∗ ⊗ C∗, R)
µ∗

// Hom(C∗, R)

où µ∗
est l'appli
ation duale de µ et où :

γ(ϕ⊗ θ)(x⊗ y) = ϕ(x).θ(y)

où la dernière multipli
ation est 
elle de l'anneau R.

L'asso
iativité du 
up-produit dé
oule de la 
oasso
iativité de µ. En e�et :

(f ⌣ g)⌣ h = t′(f ⊗ g ⊗ h) ◦ (µ⊗ id) ◦ µ
et f ⌣ (g ⌣ h) = t′(f ⊗ g ⊗ h) ◦ (id⊗ µ) ◦ µ
où t′(f ⊗ g⊗ h) = [x⊗ y⊗ z 7→ f(x).g(y).h(z)]. Don
 (f ⌣ g)⌣ h = f ⌣ (g ⌣ h) 
ar µ⊗ id = id⊗ µ.

Remarque 3. Il est possible de trouver une formule pour le 
up-produit :

Soient ϕ ∈ Ca(X,R), θ ∈ Cb(X,R) et σ ∈ Cn(X).

(ϕ ⌣ θ)(σ) = µ∗(ϕ⊗ θ)(σ)

= (ϕ⊗ θ)(µσ)

= (ϕ⊗ θ)(
∑

i+j=n

σαn
i ⊗ σωn

j )

= ϕ(σαn
a ).θ(σω

n
b ) si a+ b = n

0 sinon
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On remarque également que ϕ ⌣ θ ∈ Ca+b(X,R).

Proposition 22

Soient X et Y deux espa
es topologiques, f : X → Y une appli
ation 
ontinue et ϕ et θ deux


o
haines.

f∗(ϕ ⌣ θ) = f∗ϕ ⌣ f∗θ

Démonstration : Soient ϕ ∈ Ca(X), θ ∈ Cb(X) et σ ∈ Ca+b(X).

f∗(ϕ ⌣ θ)(σ) = (ϕ ⌣ θ)(fσ)

= ϕ(fσαa+b
a ).θ(fσωa+b

b )

= (f∗ϕ)(σαa+b
a ).(f∗θ)(σωa+b

b )

= (f∗ϕ ⌣ f∗θ)(σ)

Corollaire 2

Deux espa
es homotopiquement équivalents ont la même stru
ture d'anneau sur leur groupe de


ohomologie.

Démonstration : Ce résultat dé
oule dire
tement du fait que deux espa
es homotopiquement équivalents

ont la même stru
ture de groupe sur leur groupe de 
ohomologie et que les morphismes induits par des

appli
ations linéaires soient des morphismes d'anneaux.

Proposition 23

Soient φ ∈ Ca(X,R) et θ ∈ Cb(X,R).

δ(φ ⌣ θ) = δφ ⌣ θ + (−1)aφ ⌣ δθ

Démonstration : Une démonstration est donnée dans [8℄.

Proposition 24

Le 
up-produit sur C∗(X,R) induit un 
up-produit sur H∗(X ;R).

Démonstration : Si φ ∈ Za
et θ ∈ Zb

, alors δ(φ ⌣ θ) = 0⌣ θ + (−1)aφ ⌣ 0 = 0. Don
 φ ⌣ θ ∈ Za+b
.

Et si φ ∈ Ba
et θ ∈ Zb

, alors

φ ⌣ θ = δψ ⌣ θ

= δ(ψ ⌣ θ)− (−1)aψ ⌣ δθ

= δ(ψ ⌣ θ)− (−1)aψ ⌣ 0 car θ ∈ Zb

= δ(ψ ⌣ θ)

don
 φ ⌣ θ ∈ Ba+b
.
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3.6 Dualité de Poin
aré

Théorème 10 (Dualité de Poin
aré)

Soit X une variété topologique 
ompa
te orientée de dimension n, il y a alors un lien très fort entre

l'homologie et la 
ohomologie de X :

Hk(X ;R) ∼= Hn−k(X ;R)

Pour tout anneau 
ommutatif R.

Démonstration : Une démonstration est donnée dans [5℄.

Corollaire 3

Soit X une variété topologique 
ompa
te, orientée et 
onnexe par ar
 de dimension n, alors :

Hn(X ;R) = Hn(X ;R) = R

Démonstration : Si X est un espa
e topologique 
onnexe par ar
, H0(X;R) = H0(X;R) = R, le résultat
dé
oule alors de la dualité de Poin
aré.

4 Espa
es de 
on�guration

4.1 Dé�nition

Nous présentons i
i une 
onstru
tion permettant d'asso
ier à 
haque espa
e topologique X l'espa
e


orrespondant à n points distin
ts dans X .

Dé�nition 21

Soit X un espa
e topologique, l'espa
e de 
on�guration de n points distin
ts ordonnés de X est

l'espa
e :

FnX = Xn\(
⋃

i6=j

∆i,j)

où les ∆i,j = {(x1, x2, ..., xn) | xi = xj} sont les diagonales.

Cette 
onstru
tion mène à énon
er la 
onje
ture suivante :

Conje
ture 1

Soient X et Y deux variétés lisses, 
ompa
ts et sans bords. Si X et Y sont homotopiquement

équivalents, alors Fn(X) et Fn(Y ) sont également homotopiquement équivalents.

Nous allons voir par la suite que 
ette 
onje
ture se révèle fausse. Nous montrerons 
e fait en

exhibant un 
ontre-exemple grâ
e aux espa
es lenti
ulaires.
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4.2 Produit de Massey

Dé�nition 22 (Produit de Massey)

Soient ū ∈ Hp(X), v̄ ∈ Hq(X) et w̄ ∈ Hr(X) et u, v et w des 
o
y
les les représentants.

Supposons également que ū ⌣ v̄ = v̄ ⌣ w̄ = 0. Il existe alors U ∈ Cp+q−1
et W ∈ Cq+r−1

tels que

δU = u ⌣ v et δW = v ⌣ w.
Remarquons que :

δ(U ⌣ w − (−1)pu ⌣ W ) = (u ⌣ v ⌣ w − u ⌣ v ⌣ w) = 0

Nous pouvons alors dé�nir le produit de Massey 〈ū, v̄, w̄〉 ∈ Hp+q+r−1(X) 
omme la 
lasse de


ohomologie de U ⌣ w − (−1)pu ⌣ W .

Cette 
lasse dépendant du 
hoix de U et W, le produit de Massey est en fait dé�nit dansHp+q+r−1(X)/ <
ū, w̄ > où :

< ū, w̄ >= ū ⌣ Hq+r−1(X) +Hp+q−1(X) ⌣ w̄

est l'idéal engendré par ū et w̄.

Remarque 4. Il dé
oule de la dé�nition que le produit de Massey est invariant par homotopie.

4.3 Espa
es lenti
ulaires

Nous introduisons les espa
es lenti
ulaires qui nous permettrons de fournir un 
ontre exemple à la


onje
ture de la partie pré
édente.

Dé�nition 23

Soient p un nombre premier et q premier ave
 p.
Notons ζ = e2iπ/p. L'espa
e lenti
ulaire L(p,q) est l'espa
e quotient S

3/(Z/pZ) ave
 l'a
tion de

groupe engendrée par :

(z1, z2) 7→ (ζz1, ζ
qz2)

où S3 ⊂ R4 ∼= C2

Remarque 5. Il est également possible de 
onstruire l'espa
e L(p,q) en partant d'une boule de dimen-

sion 3 puis en dé
oupant 
haque hémisphère en p se
tions puis en identi�ant la i-ème se
tion supérieure

ave
 la (i + q)-ème se
tion inférieure :

L(7,1)
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Proposition 25

Les groupes d'homologie de X = L(p,q) sont :

H3(X) = Z H2(X) = 0 H1(X) = Z/pZ H0(X) = Z

Démonstration : X = L(p,q) est une variété 
ompa
te et 
onnexe par ar
 de dimension 3, don
 H3(X) =
H0(X) = Z.

Z\pZ agit proprement dis
ontinument sur S3
, don
 π1(X) ∼= Z\pZ, d'où H1(X) ∼= Z\pZ d'après le

théorème de Hurewi
z.

D'après le théorème des 
oe�
ients universels et d'après la dualité de Poin
aré :

H2(X) = H1(X,Z) = Hom(H1(X),Z)⊕ Ext(H0(X),Z) = Hom(Z\pZ,Z)⊕ Ext(Z,Z)

Or, Hom(Z\pZ,Z) = 0 
ar Z est sans torsion et Z\pZ est un groupe de torsion. et Ext(Z,Z) = 0 
ar

Z est un groupe abélien libre. Don
 H2(X) = 0.

La 
lassi�
ation des espa
es lenti
ulaires en termes d'homéomorphisme de type d'homotopie est

totalement 
onnue :

Théorème 11

Lp,q1 et Lp,q2 sont :

• homotopiquement équivalents si et seulement si q1q2 ≡ n2 (mod p) pour un 
ertain n.
• homéomorphes si et seulement si q1 ≡ ±q

±1
2 (mod p).

Démonstration : Le premier résultat est démontré dans [7℄ et le se
ond dans [2℄.

Nous nous intéressons désormais à L7,1 et L7,2 pour trouver un 
ontre-exemple à la 
onje
ture.

Corollaire 4

L7,1 et L7,2 sont homotopiquement équivalents mais non homéomorphes.

Démonstration :

2 ≡ 32 (mod 7) don
 L7,1 et L7,2 sont homotopiquement équivalents.

1 6≡ ±2±1 (mod 7) don
 L7,1 et L7,2 ne sont pas homéomorphes.

Proposition 26

(1) S3
est le revêtement universel de Lp,q

(2) {(x, y) ∈ (Lp,q)
2|x 6= gy ∀g ∈ Z/pZ} est le revêtement universel de F2(Lp,q)

Démonstration :

(1) S3 ⊂ C
2
est un groupe topologique simplement 
onnexe (et don
 
onnexe par ar
) et Lp,q = S3/H

où H =< (ζ, ζq) > est un sous-groupe distingué dis
ret.

(2) Ce résultat est montré dans [3℄.

4.4 Produit de Massey nul sur F̃2(L7,1)

Nous montrons dans un premier temps que tout produit de Massey sur le revêtement universel de

F2(L7,1) est nul. Pour 
ela, nous allons dé�nir la notion d'espa
e formel - sur lesquels tout produit de

Massey s'annule - et nous verrons que F̃2(L7,1) est formel.
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Dé�nition 24

Un morphisme de 
haîne est appelé un quasi-isomorphisme s'il induit un isomorphisme sur les

groupes d'homotopie.

Dé�nition 25

Un espa
e topologique est dit formel si il existe un quasi-isomorphisme

ϕ : (H∗(X), 0)→ (C∗(X), δ)

qui est également un morphisme d'anneaux.

Proposition 27

Sur un espa
e formel, tout produit de Massey est nul.

Démonstration : Soient ū, v̄ et w̄ tels que ū ⌣ v̄ = v̄ ⌣ w̄ = 0 et ϕ un quasi-isomorphisme de H∗(X)
dans C∗(X).
ϕ(ū ⌣ v̄) = ϕ(0) don
 ϕ(ū) ⌣ ϕ(v̄) = 0 
ar ϕ est un morphisme d'anneaux, et ϕ(ū) et ϕ(v̄) sont des
représentants de ū et de v̄ 
ar ϕ est un quasi-isomorphisme. Dans la dé�nition du produit de Massey,

on peut don
 
hoisir U = 0, et, de même, W = 0.
Alors U ⌣ w − (−1)pu ⌣ W = 0, d'où 〈ū, v̄, w̄〉 = 0.

Proposition 28

Les sphères sont des espa
es formels. De plus, tout produit et tout bouquet d'espa
es formels est

formel.

Démonstration : Ce résultat est montré dans [4℄.

Proposition 29

Le revêtement universel F̃2(L7,1) de F2(L7,1) est homotopiquement équivalent à (∨6S2)× S3
.

Démonstration : Remarquons tout d'abord que l'a
tion de < (ζ, ζ) > sur C
2
est assimilable à l'a
tion de

< ζ > sur H. En e�et :

dans H :

(u+ iv)× (a+ ib+ jc+ kd) = (ua− vb) + i(ub+ va) + j(uc− vd) + k(ud+ vc)

dans C
2
:

(u+ iv, u+ iv)× (a+ ib, c+ id) = ((ua− vb) + i(ub+ va), (uc− vd) + i(ud+ vc))

Nous dé�nissons alors l'appli
ation suivante :

F̃2(L7,1) → (S3\(Z/7Z))× S3 : (x, y) 7→ (xy−1, y)

Cette appli
ation est un homéomorphisme 
ar (x, y) ∈ F̃2(L7,1) ⇔ xy−1 6∈ (Z/7Z) par dé�nissions.
On remarque �nalement que S3

privé d'un point est homéomorphe à R
3
et que R

3
privé de 6 points est

homotopiquement équivalent à ∨6S
2
, d'où le résultat.

Corollaire 5

F̃2(L7,1) est formel (
omme bouquet et produit de sphères), don
 tout produit de Massey sur

F̃2(L7,1) est nul.
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4.5 Interse
tion et 
up-produit

Le raisonnement pré
édent ne peux pas s'appliquer dans le 
as de F̃2(L7,2) 
ar 
et espa
e ne peut

pas être formé par l'a
tion dis
ontinue d'un sous-groupe de S3×S3
. F̃2(L7,2) ne peut don
 pas s'é
rire


omme un produit simple produit 
artésien (il s'agit en fait d'un espa
e �bré).

Pour montrer le résultat �nal, nous allons exhiber un produit de Massey non nul sur F̃2(L7,2). Pour

ela, nous allons étudier le problème de manière géométrique en utilisant la théorie de l'interse
tion.

Proposition 30

Soit M Une variété 
ompa
te, 
onnexe et orientable de dimension n, alors

Hn(M) ∼= Z

Démonstration : Un démonstration est donnée dans [10℄.

Dé�nition 26

Soient X une variété, M une sous-variété 
ompa
te, 
onnexe et orientable de dimension n et i
l'in
lusion M ⊂ X .

Hn(M) = Z, notons alors [M ] son générateur, appelé 
lasse fondamentale de M . Nous


onfondrons alors M et i#([M ]).

Dé�nition 27

Soient X une variété et M et N deux sous-variétés de X . M et N sont dites transverses si pour

tout point de x ∈M ∩N , on a l'égalité des des espa
es tangents :

TxM + TxN = TxX

Proposition 31

Soient X une variété 
ompa
te orientée de dimension n, M et N deux sous-variétés 
ompa
tes,


onnexes et orientables de dimension p et q et D : Hi(X)→ Hn−i(X) l'appli
ation de dualité de

Poin
aré.

Si M et N sont transverses, M ∩N est alors une sous variété de dimension p+ q − n, et :

D(M ∩N) = D(M) ⌣ D(N)

L'interse
tion des sous-variété apparait alors 
omme l'opération duale du 
up-produit.

Démonstration : Ce résultat est démontré dans [1℄.

Proposition 32

Pour une variété à bords M de dimension n et de frontière B, la dualité de Poin
aré donne un

isomorphisme :

Hp(M\B) ∼= Hn−p(M,B)

Le produit de Massey en termes d'homologie peut alors se formuler 
omme suit : Soient A1, A2

et A3 trois sous-variétés d'une variété à bords X et a1, a2 et a3 leur 
lasse de 
ohomologie asso
iée

par la dualité de Poin
aré. Si A2 et A3 ne s'interse
tent pas hors de la frontière de X , A1 et A2 sont

transverses et A1∩A2 est le bord de X12, qui est tranverse à A3, alors A3∩X12 s'identi�e à 〈a1, a2, a3〉
par la dualité de Poin
aré.
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4.6 Produit de Massey non nul sur F̃2(L7,2)

Nous souhaitons montrer que le produit de Massey 〈a4, a1, a2 + a6〉 est non nul. Nous allons voir

que A1 n'interse
te ni A2 ni A6, il nous su�ra alors de montrer que la sous variété dont A4 ∩ A1 est

la frontière interse
te A2 +A6 en une variété représentant une 
lasse d'homologie non nulle.

Comme F̃2(L7,2) = {(x, y) ∈ (L7,2)
2|x 6= gy ∀g ∈ Z/pZ}, on peut également é
rire :

F̃2(L7,2) = (S3 × S3)\

(

6
⊔

k=0

∆k

)

où ∆k = {((z1, z2), (ζkz1, ζ2kz2)) | x ∈ S3}.
Par la dualité de Poin
aré nous avons également l'isomorphisme :

Hp

(

(S3 × S3)\

(

6
⊔

k=0

∆k

))

∼= H6−p

(

(S3 × S3),

(

6
⊔

k=0

∆k

))

Proposition 33

Les appli
ations fk : S3 → S3×S3 : (z1, z2) 7→ ((z1, z2), (ζ.z1, ζ
2.z2)) sont homotopes et les images

Ak des homotopies de fk−1 à fk (où k est pris modulo 7) génèrent H4

(

(S3 × S3),
(

⊔6
k=0 ∆k

))

,

leurs 
lasses de 
ohomologie 
orrespondantes ak génèrent don
 H2(F̃2(L7,2)).

Démonstration : Dé�nissons les homotopies de fk−1 à fk :

Hk : S3 × [0, 1] → S3 × S3

((z1, z2), t) 7→ ((z1, z2), (ζ
k−1+tz1, ζ

2(k−1+t)z2))

Comme ∂S3 = 0 et 
omme l'image de Hk aux temps 0 et 1 est ∆k−1 et ∆k, l'image de Hk est bien au


y
le dans

(

(S3 × S3),
(
⊔6

k=0 ∆k

))

, elle représente don
 bien un élément de H4

(

(S3 × S3),
(
⊔6

k=0 ∆k

))

.

On a également la suite exa
te suivante :

H4(S
3 × S3) → H4

(

(S3 × S3),

(

6
⊔

k=0

∆k

))

∂
→ H3

(

6
⊔

k=0

∆k

)

i
→ H3(S

3 × S3)

Comme S3
a des groupes d'homologie sans torsion, on a :

Hn(S
3 × S3) ∼=

∑

i+j=n

Hi(S
3)⊗Hj(S

3)

Don
 H4(S
3 × S3) = 0 et H3(S

3 × S3) = Z
2
.

∂ est don
 inje
tive, il nous su�t alors de 
al
uler Ker i pour déterminer H4

(

(S3 × S3),
(
⊔6

k=0 ∆k

))

.

Comme ∆k est de dimension 3, H3(∆k) = Z, don
 H3

(
⊔6

k=0 ∆k

)

= Z
7
et i(∆k) = i(∆k′) pour tout k

et k′ 
ar les Hk fournissent des homotopies entre 
es in
lusions.

Alors Ker i = {
∑

λi∆i |
∑

λi = 0} ∼= Z
6
.

De plus, les ∂(Ak) = ∆k −∆k−1 engendrent Ker i, en e�et :

∑

λi∆i = λ6∂(A6)

+ (λ5 + λ6)∂(A5)

+ (λ4 + λ5 + λ6)∂(A4)

+ (λ3 + λ4 + λ5 + λ6)∂(A3)

+ (λ2 + λ3 + λ4 + λ5 + λ6)∂(A2)

+ (λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + λ5 + λ6)∂(A1)

+ (λ0 + λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + λ5 + λ6)∆0
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Don
, 
omme

∑

λi = 0, les Ak génèrent H4

(

(S3 × S3),
(
⊔6

k=0 ∆k

))

et les ak génèrent alors

H2(F̃2(L7,2))

Proposition 34

Ak n'interse
te que Ak+3 et Ak+4 hors de

⊔6
k=0 ∆k (où k est pris modulo 7).

Démonstration : Si Hk((z1, z2), t) = Hk′((z′1, z
′
2), t

′), alors (z1, z2) = (z′1, z
′
2) don
 :

• ζk−1+tz1 = ζk
′
−1+t′z1, 
e qui n'a de solution que lorsque z1 = 0

• ζ2(k−1+t)z2 = ζ2(k
′−1+t′)z2, 
e qui a une solution pour k′ = k + 3 et t′ = t + 1

2
si t ∈ [0, 1

2
[ et pour

k′ = k + 4 et t′ = t− 1
2
si t ∈] 1

2
, 1].

Proposition 35

A1 et A4 sont transverses.

Démonstration : D'après 
e que nous venons de voir :

A1 ∩ A4 = {((0, z2), (0, ζ
λz2)) | |z2| = 1, λ ∈ [0, 1]}

Nous devons maintenant montrer que la somme des espa
es tangents à A1 et A4 en 
es points est de

dimension 6.

L'espa
e tangent à S3
au point (0, z2) est engendré par les ve
teurs (1, 0), (i, 0) et (0, iz2).

DansA1, le point ((0, z2), (0, ζ
λz2)) 
orrespond à t = λ/2, l'espa
e tangent àA1 au point ((0, z2), (0, ζ

λz2))

ontient don
 les ve
teurs :

((1, 0), (ζk−1+t, 0)) = ((1, 0), (ζλ/2, 0))

((i, 0), (iζk−1+t, 0)) = ((i, 0), (iζλ/2, 0))

((0, iz2), (ζ
k−1+t, 0)) = ((0, iz2), (iζ

λz2, 0))

De même, l'espa
e tangent à A4 en 
e point, ave
 la 
orrespondan
e t = λ/2+ 1
2

ontient les ve
teurs :

((1, 0), (−ζλ/2, 0)) ((i, 0), (−iζλ/2, 0)) ((0, iz2), (iζ
λz2, 0))

Considérons désormais le 
hemin s 7→ ((0, z2), (0, ζ
λ+sz2)).

La dérivée de 
e 
hemin en s = 0 nous donne un nouveau ve
teur de l'espa
e tangent à A1 (et à A4) :

((0, 0), (0, iζλz2)).
Nous avons bien trouvé 6 ve
teur indépendants dans les espa
es tangents à A1 et A4 en tout point de

leur interse
tion, A1 et A4 sont don
 bien transverses.

Proposition 36

A1 ∩ A4 est la frontière (relative) d'une variété de dimension 3.

Démonstration : Dé�nissons le disque (de dimension 2) :

D2 = {(r, x) | 0 ≤ r ≤ 1, r2 + |x|2 = 1, x ∈ C} ⊂ S3
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Puis le 
ylindre (de dimension 3) :

D2 × [0, 1] ∼= X14 := {((r, x), (ζ4tr, ζtx)) | (r, x) ∈ D2, 0 ≤ t ≤ 1}

Dans S3×S3
, la frontière de X14 est 
omposé de trois parties 
orrespondant à t = 0, t = 1 et r = 0 :

∂t=0X14 = {((r, x), (r, x)) | (r, x) ∈ D2} ⊂ ∆0

∂t=1X14 = {((r, x), (ζ4r, ζx)) | (r, x) ∈ D2} = {((r, x), (ζ4r, ζ8x)) | (r, x) ∈ D2} ⊂ ∆4

∂r=0X14 = {((0, x), (0, ζtx)) | |x| = 1, t ∈ [0, 1]} = A1 ∩A4

Don
, dans

(

(S3 × S3),
(
⊔6

k=0 ∆k

))

, ∂X14 = A1 ∩ A4.

Proposition 37

X14 ∩ A6 = ∅

Démonstration : L'interse
tion est donnée par l'équation :

((r, x), (ζ4tr, ζtx)) = ((z1, z2), (ζ
6−1+sz1, ζ

2(6−1+s)z2))

Qui a une solution si 4t = 5 + s ou t = 3 + 2s en ont. En e�et, si une seule de 
es équations a une

solution, il est possible de 
hoisir r = 0 ou x = 0 et ainsi d'avoir une solution.

Hors, t ∈ [0, 1] et s ∈ [0, 1], 
es équations n'ont don
 pas de solution.

Proposition 38

X14 ∩ A2 = {((1, 0), (ζ1+s, 0)) | s ∈ [0, 1]}

Démonstration : De même, 
ette interse
tion se déduit des équations 4t = 1+s et t = 2+2s. Hors, seule
la première de 
es équations a une solution, pour tout s ∈ [0, 1].
Don
 X14 ∩A2 = {((1, 0), (ζ1+s, 0)) | s ∈ [0, 1]}.

Proposition 39

X14 et A2 sont transverses.

Démonstration : En raisonnant de la même manière que dans la proposition 35, on trouve les ve
-

teurs suivants 
omme générateurs des espa
es tangents à X14 et à A2 au point ((1, 0), (ζ1+s, 0)) =
((1, 0), (ζ4t, 0)) :

((i, 0), (iζ1+s)), ((0, 1), (0, ζ2+2s)), ((0, i), (0, iζ2+2s)) et ((0, 0), (iζ1+s, 0)) pour A2

((0, 1), (0, ζt)), ((0, i), (0, iζt)) et ((0, 0), (iζ4t, 0)) pour X14

23



Ces ve
teurs génèrent bien un espa
e de dimension 6.

Proposition 40

Notons Ci l'image de la fon
tion s 7→ ((1, 0), (ζi+s, 0).

H1

(

(S3 × S3),
(

⊔6
k=0 ∆k

))

est engendré par les Ci.

Démonstration : On a la suite exa
te suivante :

H1(S
3 × S3)

p
→ H1

(

(S3 × S3),

(

6
⊔

k=0

∆k

))

∂
→ H0

(

6
⊔

k=0

∆k

)

i
→ H0(S

3 × S3)

H1(S
3 × S3) = 0 don
 H1

(

(S3 × S3),
(
⊔6

k=0 ∆k

))

∼= Im∂ = Ker i.
De plus, H0(S

3 × S3) = Z don
 Ker i = {
∑

λiei |
∑

λi = 0} où les ei sont les générateurs de

H0

(
⊔6

k=0 ∆k

)


orrespondant aux 
omposantes 
onnexes ∆i.

Comme Ci est un 
hemin reliant ∆i à ∆i+1, ∂Ci = ei+1 − ei don
, de la même manière que dans la

proposition 33, les Ci génèrent H1

(

(S3 × S3),
(
⊔6

k=0 ∆k

))

.

Proposition 41

Le produit de Massey 〈a4, a1, a2 + a6〉 est non nul.

Démonstration : Tout d'abord :

• a4 ⌣ a1 = 0 
ar A4 ∩ A1 est la frontière d'une 
ertaine 
haîne (X14).

• a1 ⌣ a2 + a6 = 0 
ar A1 ∩A2 = ∅ et A1 ∩ A6 = ∅ d'après la proposition 34.

Notons A∗
la 
lasse de 
ohomologie asso
iée à une 
lasse d'homologie A par la dualité de Poin
aré.

〈a4, a1, a2 + a6〉 = X∗
14 ⌣ (a2 + a6)− (−1)deg(a4)a4 ⌣ ∅∗

= X∗
14 ⌣ (a2 + a6)

= (X∗
14 ⌣ a2) + (X∗

14 ⌣ a6)

= (X14 ∩A2)
∗ + (X14 ∩A6)

∗

= C∗
1 + ∅∗

= C∗
1

Comme C1 représente une 
lasse d'homologie non nulle (par le théorème 40), C∗
1 représente également

une 
lasse de 
ohomologie non nulle.

Finalement, il faut véri�er que C∗
1 n'appartient pas à l'idéal 〈a4, a2 + a6〉 :

Notons S l'image de l'appli
ation S3 → S3 × S3 : x 7→ (1, x) et remarquons que Ci = Ai+1 ∩ S, don

C∗

i = ai+1 ⌣ S∗
.

Don
 〈a4, a1, a2 + a6〉 = C∗
1 = a2 ⌣ S∗ 6⊂ 〈a4, a2 + a6〉.

Remarque 6. A6 ne modi�e pas la 
lasse de 
ohomologie que nous trouvons en 
al
ulant le produit

de Massey, mais il est important de l'in
lure pour tomber sur un élément qui n'appartient pas à l'idéal


onsidéré.
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