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’ Lecons oii on présente le développement : 918 (Systémes de preuve) ; 924 (Théories et modeles).

1 Introduction

Le systeme de preuve de la déduction naturelle est correcte et complet : une preuve d’une formule
existe que si celle-ci est satisfiable. Ce systeme de preuve dont on rappelle les regles dans la Table 1, ne
fait pas n'importe quoi.

La preuve de la complétude du systéeme de preuve ne se fait pas directement. On utilise les notions
de théorie contradictoire et de théorie consistante. On va prouver que ces deux notions sont équiva-
lentes bien que la premiere porte sur la sémantique alors que la seconde sur la preuve. C’est cette
équivalence qui va nous permettre de montrer la correction et la complétude dans la logique du pre-
mier ordre. Cependant, cette équivalence n’est pas plus forte que la correction et la complétude car de
ce résultat, on peut également la prouver.

Remarques sur le développement

Ce développement permet de montrer la complétude du systeme de déduction naturel (section
3). Il est alors important de bien maitriser les regles.

1. Lemme a écrire ou a évoquer : on ne le montre pas.
2. Définir le modele qui va vérifier notre théorie.

3. Ce modeéle est correct : on le montre par induction.

2 Correction et complétude de la déduction naturelle

Commencons par montrer la correction et la complétude de la logique du premier ordre via la dé-
duction naturelle. Pour cela, on va énoncer un résultat sur les théories consistantes et contradictoires
que nous montrerons plus tard (une des équivalences est I'équivalence que 1’'on montre en dévelop-
pement). De ce résultat, on en déduira la correction et la complétude. On remarquera ensuite que du
théoréme de complétude et de correction, on peut en déduire le résultat portant sur les théories.

Définition. Une théorie T est contradictoire s’il n’existe pas de modéle de T.
Définition. Une théorie T est consistante si et seulementsi T ¥ L.
Théoréme. Soit T une théorie. T est consistante si et seulement si elle est non contradictoire.

Démonstration via le corollaire.

T est consistante < T+ L (Définition de consistante)
< TEL (Par le corollaire 2)
& il n’existe pas de modele de T (Il en existe pas de L)
& T est contradictoire (Par définition d’une théorie contradictoire)



_FA

Axiome TAF A Affaiblissement BE A Aff

Intro implication % i Elim implication i E B FA

Intro conjonction = ﬁ an g B A Elim disjonction ~AVE - AI—? S FBoC \,
Elim conjonction % NS Elim conjonction % Y

Intro disjonction % vE Intro disjonction #63 ve

Intro négation % i Elim négation E ﬂAl_ T FA e

Elim pour tout % e Intro pour tout rr4 e ;cxgéAFree(l") v

Intro existence I—Elﬁ 3; Elim existence x4 TF ;Cl # Free(I) 3,

TABLE 1 — Regle de la déduction naturelle pour la logique du premier ordre.
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Corollaire (Théoreme de correction et de complétude). Soient T une théorie et F une formule close. Alors
T & Fsiet seulement si T = F.

Démonstration.
THFF & T,-FFF (Par la regle de l'affaiblissement)
< T U{-F} estinconsistante (Par définition d'une théorie inconsistante)
& T U{—F} est contradictoire (Par le théoreme 2)
< aucun modele de T ne satisfait =F (Par définition d"une théorie contradictoire)
< tout modele de T satisfait F (Par définition d"un modele)
< TEF (Par définition d’étre un modele)

3 Une théorie consistante est non contradictoire

Soit T une théorie consistante, montrons qu’elle est contradictoire. Pour cela, on va se baser sur un
lemme que nous admettrons.
Lemme. Il existe L' O L et Th une théorie sur L' telle que

1. T C Th;

2. Pour toute formule F ayant au plus une variable libre x, il existe cp tel que Th = 3x F — F [x := cf;

3. Th est complete.

Idées de la preuve. On construit £’ et Th par récurrence.

— L' = Upen £n ot L1 = L, U{cr | Faunevariable libre sur £, } et cp est une nouvelle
constante.

— Thy = Upen Tn o0t T,y = T, U{3x F[x] — F|[cg| | F a une variable libre sur £, } et cp est une
nouvelle constante.

O

Si Th est non contradictoire alors T est non contradictoire (car on peut restreindre la modele de Th
sur le langage de T (via l'inclusion) et toutes les formules T vont étre vérifiées car elles sont dans Th).
On définie le modele M suivant :

— |M| = &€ I'ensemble des formules closes de £’'. Par le point 2 du lemme, £ # @.
— Interprétation des symboles de L' :
— Si c est une constante, c 4 = c.
— Si f est un symbole de fonction n-aire, fo((t1,...,tn) = f(t1,...,tn).
— Si R est une relation n-aire, (t1,...,t,) € Ryq < Tht R(fy,..., ty).
Montrons alors que M |= Th (ceci repose sur la proposition suivante).

Remarque. Dans le cadre de la théorie de 1'égalité (si on utilise les regles d’introduction et d’élimination
de I'égalité), | M| ne peut pas étre simplement £ car Th égaliserait des termes syntaxiquement distincts.
Il nous faut donc quotienter & par la relation d’équivalence ~ définie telle que t ~ t’ si et seulement si
Th + t = t'. Ensuite, il nous faut vérifier que les interprétations soient correctes.

Proposition. Soit F une formule, pour toute substitution o des variables libres de F en des termes clos : M |=
F [o] si et seulement si M = F [o].

Démonstration. On raisonne par induction sur la formule F. Sans perte de généralité, on peut supposer
que F n’utilise que les connecteurs —, V, 3 (ils sont complets sémantiquement).

Cas F = | Thest consistante donc Th ¥ L. De plus, M [~ L (par définition des modeles).



Cas F=R(#,...,tn) Montronsque M |= R (uy :=1ty,...,up :=ty) < Tht R(uy:=t1,..., Uy = ty),
pour tout ;. Par définition de Ry, (t1,...,tn) € R< ThE R(ty,..., ts).

Cas F = F; V F, Soit 0 une substitution.

MIEFo] & MEF]o]ouM = Fo] (Définition de |=)
< ThEF o] ouTht F o] (Hypothese d’induction)
]

& Thi-Flo]VE][o] ( Thi- F [o] 8 ou Th = F[0]

ThtF [o]VE(o] Th= F o]V F o]
Cas F = =G Soit ¢ une substitution.

MEF[og] & MIPKEGo] (Définition de =)
& ThF Glo] (Hypothese d’induction)
& ThEFlo]  (Thestcomplete, lemme item 3)

Cas F = Jdx G Soit ¢ une substitution.
= Supposons que M |= F [o]. Par définition de |=, il existe t € £ tel que M = G [0 [x := t]]. Par
induction, Th - G [0 [x := t]]. Par la régle d’introduction du quantificateur existentiel,
Tht Glo[x :=t]]
Th- 3 2G |o]

Dong, Th + F [0]

< Supposons que M F F[c]. Par hypothese sur T}, il esite une constante c¢ telle que Th +
dx G o] — G o [x := cg]]. Par la régle du modus pones (élimination de l'introduction), on a

Tht 3x Glo] = G o [x := c¢g]] Th+ 3x G o]
Tht Glo[x = cg]]

Donc Th F G [o [x := ¢¢]] et par induction, on a M |= G [0 [x := ¢¢]]. Par définition de |=,
M = 3x G [r]. Donc M |= F[o].

Ce qui acheve I'induction O

OnaVF € Th, Th +- F, et comme M |= F, on en déduit que M |= Th

e

4 Une théorie non contradictoire est consistante

La réciproque est basée sur une proposition qui se montre par induction sur l’arbre de preuve. Pour
cela, on a besoin de deux lemmes intermédiaires.

Lemme. Soient t, u des termes et e un environnement. Soient v = t [x := u] et ¢/ = e[x := Val(u,e)]. Alors
Val(v,e) = Val(t',e).

Démonstration. Immédiate par induction sur . O

Lemme. Soient A une formule, t un terme et e un environnement. Si ¢/ = e [x := Val(u,e)], alors M, e |=
A [x :=t] si et seulement si M, ¢’ = A.

Démonstration. Immédiate par induction sur A et en utilisant le lemme précédent. O

Proposition. Soient ', A des formules, M une interprétation et e un environnement. SiT = A et M,e =T
alors M, e |= A.

Démonstration. On raisonne par induction sur 1’arbre de preuve (on traite donc la derniére regle appli-
quée). On traitera que les cas de I'implication et des quantificateurs (les autres cas sont analogues).

Cas —; La regle d’introduction de I'implication est _LBrA —i . Montrons que M, e = A — B.

%
Il faut donc montre que si M, e = A, alors M,e = B. Comme M,e =TU{A}etI, AF B,on
conclut par induction.
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Cas —, La régle d’élimination de I'implication est IFB —e . Soient M, e tels que
M, e |=T. Par induction,ona M,e = A — Bet M, e = A D’ot le résultat.
r-A x ¢ Free(T)

I'-vx A
tels que M, e |= T et a € | M|. Puisque x n’est pas libre dans I', M, e [x :=a] |= I et donc par

induction M, e [x := a] = A. On en déduit que M, e = Vx A.

Cas V; Laregle d'introduction du quantificateur universel est v; . Soient M, e

Cas V, La regle d’élimination du quantificateur universelle est % . Soient M, e tels que
M,e =T eta = Val(t,e). Par induction M, e |= Vx A et donc M,e[x :=a] = A. Le lemme 4
permet de conclure.

Cas 3; La regle d’introduction du quantificateur existentiel est I—'_Elﬁ Ji . Soient M, e tels que

M, e |=T. Par induction et le lemme 4, on a M, ¢ [x := a] = A etdonc M, e |= Ix A.

r-3xA x ¢ Free(T)

Cas 3, La regle d’élimination du quantificateur existentiel est 3, - Soient

r-A
M, e tels que M, e = I'. Par induction, soita € | M| tel que M, e [x := a] = A. Comme x n’est pas
libre dansI', ona M, e [x := a] |=T. On en déduit que I - A.

O
Corollaire. Une théorie non contradictoire T est consistante.

Démonstration. Soit M un modele de T.Si T - L, alors par la proposition M = L. Contradiction. [J

Références

[1] Christophe Raffalli, René David, and Karim Nour. Introduction a la Logique, Théorie de la démonstration (2nd édition). Sciences
Sup. Dunod, 2004.



