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1 Introduction

Le système de preuve de la déduction naturelle est correcte et complet : une preuve d’une formule
existe que si celle-ci est satisfiable. Ce système de preuve dont on rappelle les règles dans la Table 1, ne
fait pas n’importe quoi.

La preuve de la complétude du système de preuve ne se fait pas directement. On utilise les notions
de théorie contradictoire et de théorie consistante. On va prouver que ces deux notions sont équiva-
lentes bien que la première porte sur la sémantique alors que la seconde sur la preuve. C’est cette
équivalence qui va nous permettre de montrer la correction et la complétude dans la logique du pre-
mier ordre. Cependant, cette équivalence n’est pas plus forte que la correction et la complétude car de
ce résultat, on peut également la prouver.

Ce développement permet de montrer la complétude du système de déduction naturel (section
3). Il est alors important de bien maîtriser les règles.

1. Lemme à écrire ou à évoquer : on ne le montre pas.

2. Définir le modèle qui va vérifier notre théorie.

3. Ce modèle est correct : on le montre par induction.

Remarques sur le développement

2 Correction et complétude de la déduction naturelle

Commençons par montrer la correction et la complétude de la logique du premier ordre via la dé-
duction naturelle. Pour cela, on va énoncer un résultat sur les théories consistantes et contradictoires
que nous montrerons plus tard (une des équivalences est l’équivalence que l’on montre en dévelop-
pement). De ce résultat, on en déduira la correction et la complétude. On remarquera ensuite que du
théorème de complétude et de correction, on peut en déduire le résultat portant sur les théories.

Définition. Une théorie T est contradictoire s’il n’existe pas de modèle de T.

Définition. Une théorie T est consistante si et seulement si T 0 ⊥.

Théorème. Soit T une théorie. T est consistante si et seulement si elle est non contradictoire.

Démonstration via le corollaire.
T est consistante ⇔ T ` ⊥ (Définition de consistante)

⇔ T |= ⊥ (Par le corollaire 2)
⇔ il n’existe pas de modèle de T (Il en existe pas de ⊥)
⇔ T est contradictoire (Par définition d’une théorie contradictoire)
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Axiome Ax
A ` A Affaiblissement ` A

Aff
B ` A

Intro implication B ` A →i
` A→ B

Élim implication ` A→ B ` A →e
` B

Intro conjonction ` A ` B ∧i` A ∧ B
Élim disjonction ` A ∨ B ` A→ C ` B→ C ∨e` C

Élim conjonction ` A ∧ B ∧g
e` A

Élim conjonction ` A ∧ B ∧d
e` B

Intro disjonction ` A ∨g
i` A ∨ B

Intro disjonction ` B ∨d
i` A ∨ B

Intro négation A ` ⊥ ¬i` ¬A
Élim négation ` ¬A ` A ¬e` ⊥

Élim pour tout ` ∀x A ∀e` A[x := t]
Intro pour tout

Γ ` A x /∈ Free(Γ)
∀iΓ ` ∀x A

Intro existence ` A ∃i` ∃ xA
Élim existence

Γ ` ∃x A x /∈ Free(Γ)
∃eΓ ` A

TABLE 1 – Règle de la déduction naturelle pour la logique du premier ordre.
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Corollaire (Théorème de correction et de complétude). Soient T une théorie et F une formule close. Alors
T ` F si et seulement si T |= F.

Démonstration.

T ` F ⇔ T,¬F ` F (Par la règle de l’affaiblissement)
⇔ T ∪ {¬F} est inconsistante (Par définition d’une théorie inconsistante)
⇔ T ∪ {¬F} est contradictoire (Par le théorème 2)
⇔ aucun modèle de T ne satisfait ¬F (Par définition d’une théorie contradictoire)
⇔ tout modèle de T satisfait F (Par définition d’un modèle)
⇔ T |= F (Par définition d’être un modèle)

3 Une théorie consistante est non contradictoire

Soit T une théorie consistante, montrons qu’elle est contradictoire. Pour cela, on va se baser sur un
lemme que nous admettrons.

Lemme. Il existe L′ ⊇ L et Th une théorie sur L′ telle que

1. T ⊆ Th ;

2. Pour toute formule F ayant au plus une variable libre x, il existe cF tel que Th ` ∃x F → F [x := cF] ;

3. Th est complète.

Idées de la preuve. On construit L′ et Th par récurrence.

— L′ =
⋃

n∈N Ln où Ln+1 = Ln ∪ {cF | F a une variable libre sur Ln} et cF est une nouvelle
constante.

— Th1 =
⋃

n∈N Tn où Tn+1 = Tn ∪ {∃x F [x] → F [cF] | F a une variable libre sur Ln} et cF est une
nouvelle constante.

Si Th est non contradictoire alors T est non contradictoire (car on peut restreindre la modèle de Th
sur le langage de T (via l’inclusion) et toutes les formules T vont être vérifiées car elles sont dans Th).
On définie le modèleM suivant :

— |M| = E l’ensemble des formules closes de L′. Par le point 2 du lemme, E 6= ∅.

— Interprétation des symboles de L′ :

— Si c est une constante, cM = c.

— Si f est un symbole de fonction n-aire, fM(t1, . . . , tn) = f (t1, . . . , tn).

— Si R est une relation n-aire, (t1, . . . , tn) ∈ RM ⇔ Th ` R(t1, . . . , tn).

Montrons alors queM |= Th (ceci repose sur la proposition suivante).

Remarque. Dans le cadre de la théorie de l’égalité (si on utilise les règles d’introduction et d’élimination
de l’égalité), |M| ne peut pas être simplement E car Th égaliserait des termes syntaxiquement distincts.
Il nous faut donc quotienter E par la relation d’équivalence ∼ définie telle que t ∼ t′ si et seulement si
Th ` t = t′. Ensuite, il nous faut vérifier que les interprétations soient correctes.

Proposition. Soit F une formule, pour toute substitution σ des variables libres de F en des termes clos :M |=
F [σ] si et seulement siM ` F [σ].

Démonstration. On raisonne par induction sur la formule F. Sans perte de généralité, on peut supposer
que F n’utilise que les connecteurs ¬, ∨, ∃ (ils sont complets sémantiquement).

Cas F = ⊥ Th est consistante donc Th 0 ⊥. De plus,M 6|= ⊥ (par définition des modèles).
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Cas F = R (t1, . . . , tn) Montrons queM |= R (u1 := t1, . . . , un := tn)⇔ Th ` R (u1 := t1, . . . , un := tn),
pour tout ti. Par définition de RM, (t1, . . . , tn) ∈ R⇔ Th ` R (t1, . . . , tn).

Cas F = F1 ∨ F2 Soit σ une substitution.

M |= F [σ] ⇔ M |= F1 [σ] ouM |= F2 [σ] (Définition de |=)
⇔ Th ` F1 [σ] ou Th ` F2 [σ] (Hypothèse d’induction)

⇔ Th ` F1 [σ] ∨ F2 [σ] ( Th ` F1 [σ] ∨g
iTh ` F1 [σ] ∨ F2 [σ]

ou Th ` F2 [σ] ∨d
iTh ` F1 [σ] ∨ F2 [σ]

)

Cas F = ¬G Soit σ une substitution.

M |= F [σ] ⇔ M 6|= G [σ] (Définition de |=)
⇔ Th 0 G [σ] (Hypothèse d’induction)
⇔ Th ` F [σ] (Th est complète, lemme item 3)

Cas F = ∃x G Soit σ une substitution.
⇒ Supposons queM |= F [σ]. Par définition de |=, il existe t ∈ E tel que M |= G [σ [x := t]]. Par

induction, Th ` G [σ [x := t]]. Par la règle d’introduction du quantificateur existentiel,

Th ` G [σ [x := t]]
∃i

Th ` ∃ xG [σ]

Donc, Th ` F [σ]

⇐ Supposons que M ` F [σ]. Par hypothèse sur Th, il esite une constante cG telle que Th `
∃x G [σ]→ G [σ [x := cG]]. Par la règle du modus pones (élimination de l’introduction), on a

Th ` ∃x G[σ]→ G [σ [x := cG]] Th ` ∃x G [σ]
→e

Th ` G [σ [x := cG]]

Donc Th ` G [σ [x := cG]] et par induction, on aM |= G [σ [x := cG]]. Par définition de |=,
M |= ∃x G [σ]. DoncM |= F [σ].

Ce qui achève l’induction

On a ∀F ∈ Th, Th ` F, et commeM |= F, on en déduit queM |= Th

4 Une théorie non contradictoire est consistante

La réciproque est basée sur une proposition qui se montre par induction sur l’arbre de preuve. Pour
cela, on a besoin de deux lemmes intermédiaires.

Lemme. Soient t, u des termes et e un environnement. Soient v = t [x := u] et e′ = e [x := Val(u, e)]. Alors
Val(v, e) = Val(t′, e).

Démonstration. Immédiate par induction sur t.

Lemme. Soient A une formule, t un terme et e un environnement. Si e′ = e [x := Val(u, e)], alors M, e |=
A [x := t] si et seulement siM, e′ |= A.

Démonstration. Immédiate par induction sur A et en utilisant le lemme précédent.

Proposition. Soient Γ, A des formules,M une interprétation et e un environnement. Si Γ ` A etM, e |= Γ
alorsM, e |= A.

Démonstration. On raisonne par induction sur l’arbre de preuve (on traite donc la dernière règle appli-
quée). On traitera que les cas de l’implication et des quantificateurs (les autres cas sont analogues).

Cas→i La règle d’introduction de l’implication est Γ, B ` A →i
Γ ` A→ B

. Montrons queM, e |= A → B.

Il faut donc montre que siM, e |= A , alorsM, e |= B. CommeM, e |= Γ ∪ {A} et Γ, A ` B, on
conclut par induction.
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Cas→e La règle d’élimination de l’implication est Γ ` A→ B Γ ` A →e
Γ ` B

. SoientM, e tels que

M, e |= Γ. Par induction, on aM, e |= A→ B etM, e |= A. D’où le résultat.

Cas ∀i La règle d’introduction du quantificateur universel est
Γ ` A x /∈ Free(Γ)

∀iΓ ` ∀x A
. SoientM, e

tels que M, e |= Γ et a ∈ |M|. Puisque x n’est pas libre dans Γ, M, e [x := a] |= Γ et donc par
inductionM, e [x := a] |= A. On en déduit queM, e |= ∀x A.

Cas ∀e La règle d’élimination du quantificateur universelle est ` ∀x A ∀e` A[x := t]
. SoientM, e tels que

M, e |= Γ et a = Val(t, e). Par induction M, e |= ∀x A et donc M, e [x := a] |= A. Le lemme 4
permet de conclure.

Cas ∃i La règle d’introduction du quantificateur existentiel est ` A ∃i` ∃ xA
. Soient M, e tels que

M, e |= Γ. Par induction et le lemme 4, on aM, e [x := a] |= A et doncM, e |= ∃x A.

Cas ∃e La règle d’élimination du quantificateur existentiel est
Γ ` ∃x A x /∈ Free(Γ)

∃eΓ ` A
. Soient

M, e tels queM, e |= Γ. Par induction, soit a ∈ |M| tel queM, e [x := a] |= A. Comme x n’est pas
libre dans Γ, on aM, e [x := a] |= Γ. On en déduit que Γ ` A.

Corollaire. Une théorie non contradictoire T est consistante.

Démonstration. SoitM un modèle de T. Si T ` ⊥, alors par la propositionM |= ⊥. Contradiction.
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