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Référence du développement : Rudin [1, p.179].

Lecons oit on présente le développement : 229 (Fonctions monotones, fonctions convexes) ; 239 (Fonctions
définie par une intégrale) ; 265 (Fonctions usuelles et spéciales).

1 Introduction

La fonction I' est une fonction spéciale permettant de prolonger la fonction factorielle sur R puis C
(sauf sur les entiers négatifs). C’est une fonction tres importante car elle possede de nombreuses pro-
priétés qui ont des applications dans I’ensemble des mathématiques (lien avec la fonction { de Riem-
man). L'objet de ce développement est d’en donner une caractérisation sur les réels.

2 Caractérisation de la fonction I

Théoreme. Soit f une fonction définie, positive sur |0, 400 et vérifiant
1. f(x+1) =xf(x);
2. f(1)=1;
3. La fonction In f est convexe sur |0, +oo].

Alors, f =T.

Schéma du développement
1. La fonction I' vérifie les trois propriétés.

2. Il existe une unique fonction vérifiant ces trois propriétés pour x > 0.

Démonstration. Soit f une telle fonction vérifiant les trois propriétés.

Etape 1 : la fonction I vérifie les trois propriétés
1. Montrons que I'(x + 1) = xT'(x).

T(x+1) = [etdt (Définition de T
= lim fOA t¥etdt (Définition de la limite)
A—+o0
= Al_i}r}:oo ([—t"e’t](’;‘ - fOA —xtx’le’tdt> (Par intégration par partie u = t* etv = —e )
— Al_ig:oo (tAe’A +x fOA t"’le’tdt) (Calcul et manipulation de l'intégrale)
= x 0+°° -l gy (Calcul de la limite)
= xI['(x) (Définition de la fonction I')



2. Montrons que I'(1) = 1.

ra = 0+°° e~'dt (Définition de I évaluer en 1)
]+ c el
= [, (Primitive)
= ¢ (Calcul)
=1

3. Montrons que InT est convexe sur |0, +-co]. Soient p > 1 et g tels que % + % =1

1“(% + %) = f0+°° t%Jr%*le—fdt (Définition de I évaluer en 1)
= f0+°°t%+%_%_%e_%_%dt (Car1 = %‘F%)
= 0+°° (t;_rlre_;) <tz_flie_‘ti> dt (Manipulation des puissances)
f 8

too [zl _t\F v too (vt _t\1T i
< (0 (tr’ Pe V> dt) (0 (tfl qe 4) dt) (Par Holder)
1
= (o etetan) " (fy e )
1 1
= T(x)7 +I(x)7

=

(Utilisation de la puissa,ce)

1

Appliquons la définition de la connexité a la fonction InT" avec A =

P
In (F(% + %)) < In (F(;)ll’)l"(g) 3 )) (Croissance de In et précédent)
= %ln (F(%))) + %ln (F(%))) Propriété de la fonction In

Etape 2 : il existe une unique fonction vérifiant ces trois propriétés pour x > 0 Il existe une unique
fonction vérifiant les trois propriétés pour x > 0.

— Par I'étape 1, il suffit de 1’établir pour x € |0, 1] (on translate ensuite).
— Soit f une fonction vérifiant ces trois propriétés. On pose ¢ = In f.
— Onag(x+1)=Inx+ ¢(x)
p(x+1) = In(f(x+1)) (Définition de ¢)
In(x + f(x)) (Propriété 1 de f)

(
In(x) +1In(f(x)) (Propriété de In)
= In(x) + ¢(x) Définition de ¢

— Onag¢(1l) =1

In(f(1)) (Définition de ¢)
In(0) (Propriété 2 de f)
=1 (Propriété de In)

@(1)

— ¢ est connexe (par la propriété 3 de f).
— Soitn € IN* et x € |0, 1]. Par connexité de ¢, on applique 'inégalité des trois pentes.
— Par I'inégalité des trois pentes, appliquéeenn <n+1+x <n+2(carx < 1).

¢(n+1)—¢(n)

pUnt1tx)—p(n) . plrtltx)—g(n)
n+l-n -

n+l+x—n n+l+x—n

IN

(Inégalité des trois pentes)

p(n+1) —p(n) < W < w (Calcul)

p(n+1)—g(n) < w (Inégalité)



— Par l'inégalité des trois pentes, appliquéeenn +1 <n+1+x <n+2(carx < 1).

+1+x)—g(n+1 +2)—g(n+1 foalitd :
% < % (Inégalité des trois pentes)

) =g(tl) < oy 4 2) — p(n41) (Caleul)

— On obtient alors la double inégalité suivante :

pn+1)—g(n) < el o p(n+2) — g(n+1) (Double inégalité)
p(n) +In(n) = p(n) < LW < o 1) +In(n+1) —@(n+1) (p(x+1) = @(x) +Inx)
In(n) < w < In(n+1) (Simplication)

— Ftudions de plus prés cette inégalité.
— ¢(n+1+4+x) =¢(x)+In(x(x+1)...(x+n)). Montrons le par récurrence sur n € IN.
Initialisation : n = 0 Par une des propriétés de ¢.
Hérédité : n € IN Soit n tel que p(n+1+4x) = ¢(x) +In(x(x+1)... (x +n)).

pn+2+x) = ¢n+1+x)+In(n+1+x) (Propriété de ¢)
= ¢(x)+In(x(x+1)...(x+n))+In(n+1+x) (Hypothese de récurrence)
= ¢x)+In(x(x+1)...(x+n)(n+1+x)) (Propriété de In)

— ¢(n+1) = In(n!). Montrons le par récurrence sur n € IN.
Initialisation : n = 0 Par une des propriétés de ¢ et de In.
Hérédité : n € IN Soit n tel que ¢(n + 1) = In(n!).

p(n+2) = ¢n+1)+In(n+1) (Propriétéde @)
= In(n!)+In(n+1) (Hypothese de récurrence)
= In((n+ 1)) (Propriété de In)
— On en déduit que
0 < w —Inn < In(n+1) —Inn (Soustraction de In n)
0 < (P(x)ﬂn(x(xﬂ));"(xw))_ln("!) —1Inn < In(n+1)—Inn  (Propriétés)

0 < ¢kx)—(In(x...(x+n)) —In(n!)+xInn) < x(In(n+1)—Inn) (Mutiplication par x)

IN

n

0 < ¢(x) —In (W’M) x (ln (”—H)) (Propriété de In)

Comme x (ln ( ”%)) tend vers 0 lorsque 7 tend vers oo, on a que ¢(x) — In (W’M) tend

vers 0 lorsque 7 tend vers co.

On en déduit que si f vérifie les trois propriétés, f = lim i . Par unicité de la limite,

n—soo X(x+1)...(x+n)
f =T (I vérifie les propriétés et I'unicité nous donne une seule fonction). O

Remarque. On remarque qu’on a démontrer que I' = nlgrolo WM Cette formule est la formule
d’Euler.
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