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Référence du développement : H2G2 [1, p.213]

Legons oit on présente le développement : 101 (Action de groupe) ; 104 (Groupe fini) ; 106 (Groupe linéaire);
157 (Triangulaire et nilpotent).

1 Introduction

Le cone nilpotent des matrices d x d nilpotentes (c’est bien un cone par sa stabilité par la multiplica-
tion et son instabilité par addition), noté Ny = N;(K), sur un corps K est un objet convoité en géométrie
algébrique, en théorie de Lie ou encore en théorie des représentations.

Par un calcul heuristique, via I’orbite du bloc de Jordan de N;(q) construite par I'action de GL,(IF;)

sur N;(IF;) par conjugaison, on obtient que |Ny(FF;) | = q”lz’d. Cette valeur est la valeur exacte du car-
dinal du cone et cette justesse d’estimation s’explique par le fait que N;(IF,) est une variété algébrique.

L’idée la plus naturelle pour calculer | Ny (IF,) | est de partitionner NV (F;) selon les orbites de ’action
de GL,(IF;) par conjugaison sur N;(IF;). On pourra ainsi sommer les classes de similitude. Cependant,
ce calcul est fastidieux et la somme ne se simplifie pas facilement. La méthode que nous choisissons
d’appliquer est inspirée de la désingularisation de Springer.

2 Calcul du cardinal du cone nilpotent sur IF,

Schéma du développement (lecons 101 et 157)
1. Enoncer le théoréme et la proposition que nous admettons.

2. Premier calcul via la premiere composante : |X| = 1;(g? — 1).

3. Deuxieéme calcul via la deuxiéme composante : | X| = Zle %”d—r-
4. Comparaison des deux calculs.

Schéma du développement (lecons 104 et 106)

— Proposition : famille libre induite par N
1. €= (e,Ne,...,N""le) est une base de F = (N, s € N).
2. N'e = 0 (prendre une restriction qui stabilise F).

— Théoréme : cardinal du cone (a écrire au début, avant méme 1’énoncer de la proposition)
1. Premier calcul via la premiére composante : |X| = n;(g% — 1).

2. Deuxieéme calcul via la deuxiéme composante : |X| = Zle g‘j—"’nd,, (calculs rapides).
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3. Comparaison des deux calculs (calculs rapides).




Proposition. Soient E un K-espace vectoriel oit K est un corps et N € Ny (E) et e un vecteur non nul de E. On
note v le nombre maximal tel que € = (e, Ne, ..., Nr_le) est une famille libre. On a alors, N"e = 0.

Démonstration. Soit F = (N%e, s € IN) le sous-espace vectoriel engendré par e et N.

Etape 1: Montrons que £ est une base F
— & est une famille libre dans F (par construction sinon probleme avec la définition de r).

— & est une famille génératrice dans F. Montrons par récurrence sur k € IN que N’ e € Vect(&).

(On a besoin de la récurrence car la définition nous assure de la suite des itérés jusqu’a N'e est liée

(et libre juste avant) mais ne dit rien sur la famille des itérés jusqu’ N"~!e a laquelle on ajoute une

itérée quelconque.)

Cas k = 0 Comme la famille (e, Ne,...,N"~1le, N ’e) est liée (sinon contradiction avec la définition
de r), on peut écrire N'e = — Z;;é a;N'e pour ay, . .., a,_1 non tous nuls (le caractere liant de
la famille impose a, # 0 (on peut donc le supposer égal a 1) car sinon on contredirait la
liberté de la famille £).

Cas k € N Soit k € N tel que pour tout j < k, N"+/ € Vect(£), montrons que N"+* € Vect(€).
Notons s = r + k, on a alors

Nse = NFkte (s=k+r)

NkNTe (par manipulation des puissances)
Nk (— Y aiNie) (parlecask =0)

— Y3 a;NFN'e (par linéairité de N)

= - Z?;Ol a;N*te (par manipulation des puissances)
€ Vect(€) (par hypothese de récurrence forte)

Etape 2 : Montrons que N"e = 0

— N stabilise F : soit x € F, alors Nx = NN%¢ = NStle ¢ F pour un certain s. On note N = Nr
I'endomorphisme induit par la restriction de N a F.

— Expression de la matrice de N dans la base £ :

o --- -0 ag _N(e):Ne
1 . S — Vs € [0,r —2[, N (N%¢) = N°Ne = N**le
Mate (N)=|o - - @ — N(N""le) = N'e = — Y/ _ja;N'e

c . . On reconnait une matrice compagnon du polyndéme
. . . . _ r—1 . ; A s . .
0 -~ 0 1 a4 p = X’,—l— Yo aZX’. d.e polynome caractéristique
(qui est également minimal) P.
— Comme N"¢ = N'e (car restriction sur F de N) et N” = 0 (car N est nilpotente d’indice 7, donné
par son polyndme caractéristique), N = 0.

O

Théoréme. Pour tout corps fini F, de cardinal q et tout entier d, on a | Ny (Fy)| = g¥@=1).
Démonstration. Soit E un Fj-espace vectoriel de dimension d, on pose N = Nj(IF;) 'ensemble des
matrices nilpotentes de E. Soit L, ; 'ensemble des parties libres de E a r éléments. On dit que N respecte
une famille £ = (ey,...,¢;) de L, 4siVs € [1,7], Nes = e541 et N,yq = 0.

Posons n; = |Ny| et donnons une formule de récurrence pour exprimer 7,. On calcul alors de deux
manieres différentes le cardinal de 'ensemble {(N,¢) | N € Ny, 3r € {1,...,d} tel que r respecte £}.
On note 711 (respectivement 717) la projection sur la premiere (respectivement la seconde) composante.



Premier calcul
- |X| = ZNGNd
71 (a,b) ’).

— |X| = n4(g* — 1) (la proposition nous assure I’existence d"une bijection entre E \ {0} et les familles
libres respectée par N).

N (N )‘ (en partitionnant \V; en fonction des valeurs de e dans X : |X = {r,b}| =

ZNGNd

Deuxiéme calcul :Par construction de I’ensemble X, on a:

d

X=X Y |

r=1 e€l, g

, e
test I'ensemble des 7 .qndition : ec X

On cherche a simplifier cette somme.

— Soit 1 < r < d, notons g, 'ordre de GLV(]Fq). L’action de GL(E) sur L, 4 est transitive par le
théoreme de la base incomplete.

— & peut étre complété en une base de E.

— VE,&" € L,4,38 € GL(E) g.€ = £’ (on complete € en une base, un changement de base nous
donne £’ complété en une base).

Donc [Orb(€)| = |L, 4]-
— Soit £ € L, 4 et £ sa base complété de £. On raisonne maintenant sur cette base. On a Stab(&) =
{(Ir M) |M € M, .(F;),B € GL;_.(IF;)} par définition du stabilisateur. Par la relation

0 B
GL(E .
Lol = |‘Stab((€))‘| = §d(d 5 car g est I'ordre de GL(E), g4, celui de

GL4_,(Fy) et 7"%=") celui de M, a_,(Fy).

— Une matrice nilpotente N respecte & si et seulement si la matrice de I’application linéaire associée
a N dans une base € est de la forme Mat; = (]6 NZ::) ol J; estle bloc de Jordan de taille n x r,
Me M,,_,(Fy) et Ny_, € Ny_,(IF;) (la préservation provient du bloc de Jordan de taille r).

On a alors |X| = ¥, L,, r(d—r)

Md="p, , (car [m—12(£)| = ¢q

ng_, ). D’olt en remplagant par la
~

|Mr,d—r| |M,d—r|

8d

valeur de |L,, v 1Ny

Comparaison des deux calculs On a alors n4(¢% —1) = ¥9_, g.z =Ly, . Donc en divisant par g; > 0,
on obtient

ng(-d _ .
T -1 = v, dd (divsion)
= Zf:é o (changement d’indice dans la somme)
- r

= Z;—j + Y42 i (on sort le dernier terme)
= Z;”l ZZ’: (g% 1 —1) (récurrence sur la formule)
= Z;’ i(qd D) (factorisation)

o ny gid-1)/2 ) , ) i gi-1)

On en déduit que % T LoD (par résolution de la récurrence). Puis, i (car g4 =
P

[T, (¢ — 1)¢%@=1/2, on compte le nombre de possibles). Finalement, ng = ¢?(@-1).



3 Compléments autours de ce développement

Cardinal des ensembles de matrices dans des espaces vectoriels sur corps finis

Nous donnons ici une batterie de cardinaux [2, p.57] liés au groupe linéaire GL, (IF;). On note I'entier
n quantique [n]; = 14 - -+ ¢" ! que 'on peut considérer comme une g-déformation du nombre 7 : si
q =1, on retrouve n.
On définit de méme le factoriel et le coefficient binomial quantique. Pour my, . .., mj dans IN tels que
my + - - - + my = n, on définit le nombre multinomial quantique :
|: my . :| q

_ [ng]!
] [m]g![n—m],!
Démonstration. 1. Existence d’une base.

n
m

n
..My

[”}q!
H{":1 [mi}q!

[n]g! = [n]g[n —1];...[1], [0];! =1 {

Lemme (Espace et sous-espace). Soit n,q € IN. 2. On fait agir le groupe multiplicatif K* sur K"+!\ {0} par
homothéties (A € K* agit sur v par A.v = Av). L’action

est libre : Vo # 0, Stabk+(v) = {1}. On en déduit que :

Fn+1,\{0 nHl g
P ()| = Ertld® "ng‘\{ e R L)

1. L'espace vectoriel : |E| = |F}| = g"

2. L'espace projectif : |IP(E)| = [n],

3. Grassmamnienne : Gr ()| = | 1| LK) st s s o domn
q par Stab(F) = (GLu (K) X GLy_ (K) X My (K).
Lemme (Groupes et sous-groupes). Soit n,q € IN.
1. Groupe linéaire : |GLy(IF;)| = gn = qn(nfl) (g —1)"[n],!
2. Groupe spécial linéaire : |SL,(IF;)| = qg_”l = @(q — 1) 1[n],!
3. Groupe projectif : [PGL,(IF;)| = qu’l = qn(nzfl) (g —1)" 1[n],!
4. Groupe spécial projectif : |[PSL, (IF,)| = (qﬁ”l)d = %qm{]) (g —1)"[n],! avec d = ged(q — 1,n)

5. Groupe orthogonal impair : si ch # 2, |Ozy11(Fy)| = 24" T2, (q2” - qZk) = 29" (g% — 1)"[n] 2!
6. Groupe orthogonal pair :
1020 (Fy)| =2 (4" = (-1 ) =) (42 = ) = 29"0 (g7 = (-1)

7. Groupe symplectique : |Spy, (IF;)| = g M, (g* -1) = q" (g% — 1)"[n] !

n(g-1)
2

Démonstration. 1. Deux démonstrations.

— On fait agir transitivement GL, (K) sur K" \ {0}. Ona Stab(e;) ~ GL,_1(K) x K"~!. On en déduit que |GL, (F;)| =
|GLy—1(Fg)|g" 1 (4" — 1). On conclut par récurrence.

— On compte le nombre de bases de 'espace Fjj. Pour cela, on fait agir simplement transitivement Gl,,(F,) sur 'en-
semble des bases. On raisonne ensuite par récurrence.

2. |SLy(FFy)| = |GLx(IFq)| \ [F;| par la suite exacte suivante : 1 — SL;(K) — GL,(K) — K* — 1.
3. PGL,(K) ~ GL,(K) \ K* ou on compte le nombre de repere projectif (de la méme maniére que le précédent).

4. Le groupe spécial projectif est le quotient du groupe spécial par son sous groupe distingué des homothéties. On cherche
donc a montrer que le nombre de racine n'*™® de I'unité dans IF; vaut d = ged(n, g — 1) (on applique Lagrange et Bézout).
(Les autres voir le tome 1) O

Lemme (Famille). Soient q,n,m € N. Démonstration. 1. On fait agir transitivement GL, (IF;)

1. Famille libre a m éléments (m < n) :

sur I'ensemble des systémes libres de cardinal m

m(m—1) m Il q! (théoreme de la base incompleéte). On trouve un pre-
q 2 (q - 1) [n—m,! mier cardinal que l'on simplifie avec les résultats
. L N . précédents.

2. Famille génératrice a m éléments (m > n) : o

n(n—1) o lml,! 2. Dualité
q 2 (’7 —1) [m—n],! 3. Lorsqu’on compte le nombre de base de [Fj pour

trouver |GL; (IF;).
n(n—1)

3. Bases:q~ 2z (q—1)"[n]y! = gn O



Lemme (Application linéaire). Soient q,n,m € IN.

1. Générale : ‘z: (]F;",IF;‘)‘ = gmn

o m(m—1) !
2. Injective de Iy vers By (m <n):q~ 2 (q— 1)m%
3. Surjective de IFy' vers By (n <m) : q o (g -1)" [W[lni]:ll]!ql

4. DemngrdelF;”verleg‘(rgmetrgn);g,[T} [TI} :q“’z_l)(ql)r[?’]q![m} [n}
q q q q

Démonstration. 1. Argument de dimension

2. Application linéaire entierement caractérisé par I'image d’'une base. Le nombre d’application injective est donc le nombre
de systeme libre.

3. Dualité via la transposition

4. On fait agir par multiplication & droite GL, (IF;) sur M, , (IF;). L'ensemble des matrices dont 1'image est F un sous-espace
de dimension r est une orbite qui ne dépend ni de  ni de F. On conclut via le stabilisateur.

O
Lemme (Endomorphisme). Soient q,n,m € IN.
1. Généraux : |End(E)| = q”z

Démonstration. 1. Par dimension

2. On fait agir GL,(IF;) sur l'ensemble des

2. Diagonalisable : |Dn| — Y Hqgn sous-espaces propres.
4t ng=ntli=18n; 3.
"i20 4. Mémes arguments que pour la diagonalisa-
3. Niloptents: | Nn| — qn(nfl) tion mais le lemme des noyaux est diffé-
] , rents donc on n’utilise pas les sous-espaces
4. Trigonalisable : | T,| = y S propres.
n1+~-+nq:nq Hi:l 8n; O
n;>0
Références

[1] P.Caldero and J. Germoni. Histoires hédonistes de groupes et de géométries, tome 2. Calvage et Mounet, 2015.
[2] P.Caldero and J. Germoni. Nouvelles histoires hédonistes de groupes et de géométries, tome 2. Calvage et Mounet, 2018.



