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Legons ott on peut en parler : 121 (Nombre premier) ; 123 (Corps fini).

1 Introduction

Le nombre de matrice sur un corps fini est dénombrable (et méme fini). On peut alors compter le
nombre de matrice vérifiant certaines propriétés comme le fait qu’elle soit ou non diagonalisable. Les
actions de groupes sont un bon moyen de dénombrer des ensembles finis. Ici, on utilise la formule des
classes pour une action naturelle du groupe linéaire d’"un corps fini.

2 Matrice diagonalisable sur IF,

Schéma du développement

1. Enumération d’espaces vectoriels via une action de groupe.
(a) Définition de 1’action.
(b) Cette action est transitive.
(c) Calcul du cardinal.

2. Caractérisation des automorphismes diagonalisables.

3. Preuve du théoréme.

Théoréme. Soit n > 1 un entier. Le nombre de matrices diagonalisables dans le groupe linéaire GL, (IF,) sur le
corps fini I, est égal a
y |GLn(Fy)|
M7l }GLnl (]F‘i” o ‘GL”'FI(]F'?)‘

n1+~~+nq,l:n

Démonstration. Soit n > 1 un entier. Calculons le nombre de matrices diagonalisables dans le groupe
linéaire GL, (IF;) sur le corps fini IF,.

Etape 1: énumération d’espaces vectoriels via une action de groupe.

Lemme 1. Soit & I'ensemble des k-uplets (Ey, . .. Ey) de sous-espaces de IFy tels que Ey @ - - - @ Ey = Ffj avec
dim E; = n; pour 1 <i < k. Alors

|GL,(Fy)|
|GLuy (By)] -+ | G, (Fy))




Démonstration. On fait agir GL,(IF;) sur & par I'action naturelle . (Ey, ..., Ex) = (§(E1),...,8(Ek))-

Etape a : I’action est bien définie.
— dim(g(E;)) = dim(E;) (g € GL,(IF;) donc g est un isomorphisme) = n; (hypothese)
— Comme les E; sont en somme directe montrons que les g(E;) le sont également.
e Soity € Y, g(E;). Supposons que y = Y, g(x) = T, g(%).
e Parlinéarité de g (€ GL,(Fy)),y =g (Zﬁ-‘zl xi) =g (2?21 fi).
e Par applicationde g~ (€ GL,(IF;)), X5, x; = Y5 | ;.

e Comme les E; sont en somme directe, Vi, x; = ;. Donc les ¢(E;) sont en somme directe.

Etape b : 'action est transitive :Vx,y € &, 3!g € GL,(F,) tel que g.x = y.

— Pour tout k-uplet (Eq,...,Ex) € &, on construit une base de ]Fg en compilant les bases de E;,
1 <i < k (caractérisation d’une somme directe).

— Pour deux k-uplets (E;); et (E! )l. de &, on construit deux bases e et ¢’.

— g € GL,(IF;) qui envoie e sur ¢’ (existe par changement de bases), envoie E; sur E! (construction
des bases).

|GLn (Fy)| '
|GLu, (Fy)| ~~-‘GL,1q71 (]Fq)‘

Etape c : étude du cardinal Montrons que |&| =

— Stab g, est le sous-groupe de GL,(IF;) qui stabilise tous les E; (par définition de Stabg,)).

i

— On applique la formule des classes au sous-groupe []; GL(E;) (diagonal par bloc) = [T; GLy, (IF,).

O
Etape 2 : caractérisation des automorphismes diagonalisables.
Lemme 2 ([5, p.176]). Une matrice A € M, (IF;) est diagonalisable si et seulement si A1 = A.
M
Démonstration. = A diagonalisable: A = P~! Pavec P € GLy(Fg) et (A)<;<,, € Fy.
An
A M
A1 = p1 P (puissance) = P! P (F; est cyclique : x1 = x)
A An

< X7 — X est un polyndme annulateur de A (par hypothese). Soit § un générateur de F; (qui est

cyclique), alors X1 — X = X(X771 -1) = X]_[?;ll (X —¢&'). Le polynéme annulateur est alors
scindé donc A est diagonalisable.
O

Corollaire. Une matrice A € GL,(IF,) est diagonalisable si et seulement si A1~1 — I, = 0.

Démonstration. Soit A € GL,(IFy).
A est diagonalisable sietseulementsi A7 — A =0 (lemme 2)
sietseulementsi A7!— 1, =0 (A € GL,(FF;) donc A est inversible)



Etape 3 : preuve du théoréme. Montrons maintenant le théoreme. On ordonne de 1 a g les éléments
de F; = {¢',1 <i < q}. Pour toute famille d’entiers positifs (”i)1gigq telle que }.n; = n, onnote &, .
I'ensemble & du lemme 1. Construisons une bijection entre I'ensemble des matrices diagonalisables et
la réunion sur I'ensemble des (1;) tel que Y n; = n des Eq,(ny)-
— Soit A une matrice diagonalisable de M, (IF;).
— On assigne a la matrice diagonalisable A la famille des sous-espaces (E;);<;< g = EaouE;
est le sous-espace propre de A pour la valeur propre §; € IF; ou E; = 0 sinon.

— A est diagonalisable : A7 — A = 0 (par le lemme 2). De plus, X7 ! — 1 = H?;ll(X —¢1). On
en déduit que F}} = @?:_11 (A—¢'I,) avec E; = (A —¢'I). Donc (E;); € &g dimE;-
— Soit (n;) tel que Y!_, n; = n. Pour tout (E;); de &, on fait correspondre A(g,) de I'endomor-
phisme ¢ de [F} tel que ¢(z;) = §;z;.

D'ott la bijection (A +— Ex et (E;) +— A(g,)). On en déduit le résultat en appliquant le lemme 1 &
I"union. O

3 Quelques notions utiles

Action de groupe

Les actions de groupes [2, p.195] sont des notions importantes car elles permettent d’agir sur un
ensemble. Elles ont plusieurs applications notamment en géométrie (c’est la base de la géométrie) ou
en dénombrement si le groupe est fini (via les formules sur les cardinaux).

Remarque : 11 y a deux monde : celui des groupes et des objets sur lesquels ils agissent. La translation dans le monde des objets
(par application de I’action) se traduit par la conjugaison dans les groupes.

Définition (Action de groupes). Une action de groupe d'un groupe G sur un ensemble X est une appli-
cation f : G x X — X telle que Vx € X, f(e,x) = xetVgy, 92 € G, Vx € X, f(g1.92, %) = f(g1, f(g2,%)).
Une action de groupe de G sur X peut étre également la donné d’un morphisme de G dans & ;.

Définition (Action fidele [1, p.174]). Soit G un groupe agissant sur E. On dit que G agit fidelement sur E
si pour tout g € G, gx = x pour tout x € E implique ¢ = 1¢ (le neutre). Autrement dit si le morphisme
de l'action est injectif.

Exemple (Actions de groupes) : Donnons quelques exemples classiques d’actions de groupes.
— G opeére sur G par translation a gauche.
— G opere sur P(G) par translation a gauche.
— G opeére sur G par conjugaison.

— G opere sur P(G) par conjugaison.

Définition (Stabilisateur). On définit le stabilisateur de l’action, pour tout élément x € X, comme
Stab(x) = {g € G, f(g,x) = x}.

Remarque : Le stabilisateur d’un élément x de X est vu comme 'ensemble des éléments (de G) qui stabilise, "laisse fixe" x lors de
l'application de f. On vérifie facilement que Stab(x) est un sous-groupe de G.

Définition (Action libre [3, p.16]). Une action de G sur X est libre si tous les stabilisateurs des points de
X sont triviaux.

Proposition ([3, p.15]). Soit G un groupe opérant sur un ensemble X et x € X. Alors, Stab(g.x) = gStab(x)g 1.

Démonstration. (gStab(x)g~!).(g.x)(Action du groupe (gStab(x)g 1) sur I'image) = (gStab(x)) .x (calcul des actions) = g.x (stabilisateur).
On en déduit I'inclusion C. En remplacant x par g.x et g par g1, on obtient par le méme procédé, I'inclusion inverse. O

Proposition ([9, p.31]). Soit ¢ : G — &(X) une action de G sur I'ensemble X. Alors, ker(¢) = (Ncx Stab(x).
Démonstration. Sig € ker(¢), g.x = ¢(g)(x) = e.x = x et § € N,cx Stab(x). Inversement, g.x = ¢(g)(x) = xetg € ker(¢). O

Remarque : On justifie ainsi la définition d’action fidele et notamment I'injectivité du morphisme.



Proposition ([9, p-42]). Sim < n, alors si &, agit sur &y, alors Sy > Npe fnt1,...n} Stab(p).

Lemme ([1, p.172]). Soit G opérant sur un ensemble E. Deérmonstration. Reflexive On prend g =1¢

La relation sur E définie par x ~ y s’il existe g € G tel
que y = g.x est une relation d’équivalence.

Symétrique On multiplie par g~
Transitive On utilise les propriétés de calcul
O
Définition (Orbite). L'orbite de l’action, pour tout élément x € X, comme : Orb(x) = {y € X|3g €
G, f(gx) =y}
Remarque : Une orbite est une classe d’équivalence sur la relation d’équivalence définie précédemment. Une orbite d'un élément
x de X comme I"ensemble des éléments (de X) atteignable a partir de x en appliquant f a un g.
Exemple (Exemples sur ces notions) : Quelques exemples sur les notions d’orbites et de stabilisateurs.
— G opere sur G par translation a gauche.
— Stab(x) = {e}
— Orb(x) =G (ici X = G)

Définition (Action transitive [1, p.172]). On dit que G agit transitivement sur E si pour tous x,x’ € E,
il existe ¢ € G tel que x’ = gx.

Démonstration. Montrons 1 = 2 Orb(x) C E : définition.

Lemme ([1, p.172]). Soit G agissant sur E. Alors Orb(x) D E :six € E. 3g tel que &' — g1, alors

les propriétés suivantes sont équivalentes : ¥’ € Orb(x).
1. G agit transitivement sur E Montrons 2 = 3 Evident
2. Vx € E, Orb( x) —E Montrons 3 => 4 Par la .r_elation d’équivalence : les classes
forment une partition.
3. dxg € E tel que Orb(xo) =E Montrons 4 = 1 Soient x,x’ € E, alors x,x’ sont dans la

4. E n’admet qu’une seule orbite : E méme orbite. Dong, il existe g tel que x’ = gx.

O

Définition (Points fixes). Nous définition les points fixes d'un élément ¢ de G comme 'ensemble des
éléments (de X) qui sont stabilisés par g. De maniere plus formelle on définit 1’orbite comme Fix(g) =

{xe X f(gx)=x}.
Lemme ([1, p.172]). Soit G agissant sur E. Alors

Démonstration. Montrons 1 = 2 Définition orbite et point

les propriétés suivantes sont équivalentes : fixe.
1. x est un point fixe sous I'action de G Montrons 2 = 3 Evident
2. Orb(x) = {x Montrons 3 = 4 Stab(x) C G : ok; Stab(x) O G : comme
Orb(x) { } |Orb(x)| =1, Vg, g.x = x. Donc Vg, g € Stab(x).
3. |Orb(x ) | =1 Montrons 4 => 1 Définition orbite et point fixe.
4. Stab(x) =G =

Lemme. Soit G un groupe et X un ensemble sur lequel G agit. Pour tout élément x € X, on a la relation
suivante : |Stab(x)| |Orb(x)| = |G|

Démonstration. On prouve cette relation a ’aide d"une bijection entre Orb et G /Stab.
Soit x € X. On pose
¢x: G/Stab — Orb
g = flgx)
Cette application est bien définie car Stab est un sous-groupe de G donc le quotient est bien un groupe. (Attention : ce n’est pas
un morphisme car Orb est un sous-ensemble de X.) De plus, elle est surjective par définition de I'orbite.

Elle est injective. En effet, si g1,82 € G tels que f(g1,x) = f(g2,x). On a alors, en composant par g7, f(g7", f(g1, %)) =
f(g7", f(g2,x)). Par les propriétés sur f, ona f(g; g1, %) = f(g7' g2, x). Or, comme f(e,x) = x,ona f(g7'g2, x) = f(g7'81,%) =
f(e,x) =x.

On a donc bien une bijection entre ces deux ensembles finis et on conclut en passant aux cardinaux. O

Lemme. Soit G un groupe et X un ensemble sur lequel G agit. On a la relation suivante }oc [Fix(g)| =
erX |Stab(x)|

Démonstration. On pose un ensemble S = {(g,x) € G x X|f(g,x) = x}. On pose ensuite 'application S définie telle que :

S: GxX — {01}

1 si(gx)es
&x = {O sinon

Comme Stab(x) et Fix(g) forment des partitions respectivement de X et de G, on a S(., x) = lgip(x) et S(g,-) = Lgix(g)- On a alors
S| = Xgec |Fix(g)| = Lxex [Stab(x)|. D’oti le résultat. O



Théoréme (Formule du Burnside). Soit G un groupe et X un ensemble sur lequel G agit. Le nombre d’orbite
de 'action est t = |%| Yeec [Fix(g)]

Démonstration. On va alors montrer que t |G| = Yocc |Fix(g)]- On remarque que X = LIi_; Orb(x;) ot x; est un représentant d"un

des orbites. Comme ona Yo |Fix(g)| = Lyex [Stab(x)| (lemme 3) = t 1 |Orb(x;)| % (lemme 3) = t|G| (G indépendant somme).
D’ott le résultat. 0

Remarque : On voit apparaitre une version de la formule des classes.

Actions associées a I’action d’un groupe et invariants [7, p.47]

Proposition. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E, p € INx, alors G opere de facon naturelle sur

EP =Eyx - xparg(xi,...,8p) = (8x1,...8Xp).
G opere aussi sur P(E), l'ensemble des sous-ensembles de E par l'action : si A € P(E), gA = {ga,a € A}.

De plus, si G opere sur E et F, il opeére sur I’ensemble des fonctions de E dans F.
Définition. Soit G un groupe opérant sur E. Un élément x € E est dit invariant quand : Vg € G, gx = x.

Si on se donne un espace homogene (G, E), un ensemble K et qu’on fait opérer G sur K de maniére
triviale, on cherche le plus petit entier p et une (ou plusieurs) fonction invariante f : EF — K. Cette
recherche est la recherche d’invariant pour notre action de groupe et dans ce cas précis pour la géométrie
que l'on considere.

Cette recherche d’invariant permet la classification des figures. Si on se donne une géométrie par un
espace homogene (G, E). On considere I’espace des orbites P(E) /G (définit par 1’action de G sur P(E))
et on cherche suffisamment d’invariant sur chaque orbite pour les caractériser (puisqu’une figure en
géométrie correspond a une orbite de cette action).

Dénombrement sur des ensembles de matrices

Nous donnons ici une batterie de cardinaux [4, p.57] liés au groupe linéaire GL, (IF;). On note I'entier
n quantique [n]; =14 - -+ ¢" ! que 'on peut considérer comme une g-déformation du nombre 7 : si
q =1, on retrouve n.

On définit de méme le factoriel et le coefficient binomial quantique. Pour my, . .., mj dans IN tels que
my + - - - + my = n, on définit le nombre multinomial quantique :

n [ng]! n [n]4!
= n—1,...[1 =1 S L] L _ _nfgt
I R I e
Démonstration. 1. Existence d"une base.
Lemme (Espace et sous-espace). Soit 1,4 € IN. 2. On fait agir le groupe multiplicatif K* sur K"*1\ {0} par

homothéties (A € K* agit sur v par A.v = Av). L’action

4 i RN — a7
1. Lespace vectoriel : El = |]F‘7| =1 est libre : Yo # 0, Stabk+(v) = {1}. On en déduit que :

7 . . _ UF +1 \{0} n+171
2. L'espace projectif : |IP(E)| = [n], P (F,)| = nHFi;]\ =T =g+ g
. . n 3. GL,(K) agit transitivement sur la grassmannienne
3. Grassmannienne : |Grm,n (]Fq)‘ = { m ] Gryn(K). Le stabilisateur d’un sous-espace F est donné
q par Stab(F) = (GLy (K) X GLy—p (K) X My u—m (K).

Lemme (Groupes et sous-groupes). Soit n,q € IN.

1. Groupe linéaire : |GL, (IF;)| = gn = qn(nfl) (g —1)"[n],!

2. Groupe spécial linéaire : |SL,(IFy)| = qg_”l = @(q — 1) 1[n],!

3. Groupe projectif : |PGLy(IFq)| = 27 = q@(q — 1)1 [n],!
4. Groupe spécial projectif : |PSL,(IFy)| = (q§nl)d = %qnw{]) (g —1)""[n]y! avec d = ged(q — 1,n)

5. Groupe orthogonal impair : si ch # 2, |Ozns1(Fy)| = 24" T2, (qZ” - qzk) = 24" (¢ — 1)"[n] 2!

5



6. Groupe orthogonal pair :
1020 (Fy)| =2 (4" = (1) ) T2y (42 = ) =29"0D (¢ = (-1 ) (2 = )" [n] o!

7. Groupe symplectique : |Spy, (IFy)| = q” [T (g% —1) = q" (4 — 1)"[n] 2!

n(g-1)
2

Démonstration. 1. Deux démonstrations.
— On fait agir transitivement GL, (K) sur K" \ {0}. Ona Stab(e;) =~ GL,_1(K) x K"~!. On en déduit que |GL, (IF,)| =
|GLy—1(Fq)|g" (4" — 1). On conclut par récurrence.

— On compte le nombre de bases de 'espace IFjj. Pour cela, on fait agir simplement transitivement Gl,,(F,) sur 'en-
semble des bases. On raisonne ensuite par récurrence.

2. |SLy(IFg)| = |GLx(IFq)| \ [F;| par la suite exacte suivante : 1 — SL, (K) — GL4(K) — K* — 1.
3. PGL,(K) ~ GL,(K) \ K* ou on compte le nombre de repére projectif (de la méme maniere que le précédent).

4. Le groupe spécial projectif est le quotient du groupe spécial par son sous groupe distingué des homothéties. On cherche
donc a montrer que le nombre de racine n'*™® de I'unité dans IF; vaut d = ged(n, g — 1) (on applique Lagrange et Bézout).

(Les autres voir le tome 1) O
Lemme (Famille). Soient q,n,m € N. Démonstration. 1. On fait agir transitivement GL, (IF;)
1. Famille libre a m éléments (m < n) : sur l’ensemble des systemes libres de cardinal m
m(m—1) m nlg! B (théoreme de la base incomplete). On trouve un pre-
qg 2 (q - 1) [n—m],! mier cardinal que l'on simplifie avec les résultats
. L . L précédents.
2. Famille génératrice a m éléments (m > n) : > Dualité
n(n—1) [m],! ’
q 2 (61 - 1)” [m_iz]q' 3. Lorsqu’on compte le nombre de base de [} pour
trouver |GL; (IF,).
n(n—1)
3. Bases:q 2 (q—1)"[n]y! = gn o
Lemme (Application linéaire). Soient q,n,m € IN.
1. Générale : ‘L’ (]F;”,IF?)‘ =q™
2. Injective de FI' vers F? (m < n): o (g — 1)’"M
- A1 q q Smeq q [n—m],!
Iy m n , el _1\n [m]q!
3. Surjective de F vers By (n <m):q~ 7 (q 1) =],

4. Demngrde]F;”verleg(rgmetrgn):g,[T;l} [’:} :q'(rzl)(q_l)r[r]q![m} [n}
q q q q

Démonstration. 1. Argument de dimension

2. Application linéaire entierement caractérisé par I'image d’une base. Le nombre d’application injective est donc le nombre
de systeme libre.

3. Dualité via la transposition

4. On fait agir par multiplication a droite GL, (IF;) sur M, , (IF;). L'ensemble des matrices dont I'image est F un sous-espace
de dimension r est une orbite qui ne dépend ni de r ni de F. On conclut via le stabilisateur.
O

Lemme (Endomorphisme). Soient q,n,m € IN.

1. Généraux : |End(E)| = q”z

Démonstration. 1. Par dimension

2. On fait agir GL,(IF;) sur l'ensemble des

2. Diagonalisable : |Dy| = Y qgn sous-espaces propres.
ny+--fng=nlliz1 &n; 3.
"iZ0 4. Mémes arguments que pour la diagonalisa-
3. Niloptents . | Nn| _ qn(n—l) tion mais le lemme des noyaux est diffé-
rents donc on n’utilise pas les sous-espaces
4. Trigonalisable : | T,| = y & propres.
ny+-tng=nf ITiz: 8n; O
n; =0

Somme directe

Nous allons maintenant présenter quelques résultats sur les sommes et les sommes directes de sous-
espaces vectoriels [6, p.21].



Cas de deux sous-espaces vectoriel Nous nous intéressons a ces notions pour deux sous-espaces.
Nous en profiterons pour définir les sous-espaces supplémentaires.

Définition. Soient Eq, E; deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. On appelle somme de
Ej et Ey, le sous-espace de E défini par :

Ey+E={x€E|Ix; €E,xs€E:x=x1+x}
Remarque : Cette décomposition n’est a priori pas unique. Elle ne peut étre unique que si E; N E; = {0}.

Définition. Soient E;, E; deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E et soit £ = E; + E. La
décomposition de tout élément de £ en somme d'un élément de E; et d’un élément de E; est unique, si
et seulement si E; N E; = {0}. On écrit alors £ = E; @ E; : £ est somme directe de E; et de E;.

Remarque :

g:ElaaEZ@{S:El—&-EZ {5:E1+E2

EiNE, ={0} décomposition unique des éléments de £

Proposition. Soit E un espace vectoriel et Eq, Ey deux sous-espaces vectoriels de E. Alors E = Eq @ Ej si et
seulement si pour tout base By de Eq et By de Ep, {B1, By} est une base de E.

Démonstration. < Décomposition unique d"un vecteur dans une base : x = x1 + x2, x1 € Eq et x € Es.

= Décomposition unique d"un vecteur dans une somme directe et décomposition unique dans leur base respective donne une
décomposition unique dans la base recherchée.
O

Définition. Soient Eq, E; deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E et soit £ = E; + E». On
dit que E; et E; sont supplémentaires si E = Eq ® Es.

Corollaire. Soit E un espace vectoriel. Pour tout sous-espace vectoriel Eq, il existe toujours un supplémentaire.
Ce supplémentaire n’est pas unique, mais si E est de dimension finie, tous les supplémentaires de Eq ont méme
dimension.

Démonstration. On raisonne en dimension finie : on applique le théoréme de la base incompleéte et la proposition précédente nous

permet d’obtenir le dit supplémentaire. Comme le choix des vecteurs n’est pas unique, 'unicité n’est pas garantie. Cependant le
nombre de vecteur choisi est toujours le méme (base incomplete). |

Théoréme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors

E1UEy, = {0}

E=E0khe { dim E = dim E; + dim E»

Démonstration. = Propositions précédentes

< On prend deux bases de E; et E; et on montre que la concaténation de ces deux bases forme une base pour E.

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et E1, Ep deux sous-espaces vectoriels de E. On a

dim(E; + E;) = dim Eq + dim E; — dim(Ey NEy)  (Formule de Grassmann)
dim(E; @ E;) = dim E; + dim E;
Démonstration. On prend une base de E; N E; que 1'on compléte dans E; puis dans E;. On prend un vecteur de E; + E; et on

montre qu’on I'écrit avec ces deux bases : on prouve ainsi que c’est une base de E.
Pour la somme directe, on applique la formule précédente avec E; N E; = {0}. O

Cas de plusieurs sous-espaces On généralise maintenant les concepts suivants dans le cas ot on a
plus de deux sous-espaces vectoriels.

Définition. Soient Ey, ..., E, des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E. On appelle somme de
Ey,...,Ep, le sous-espace de E défini par :

Ei+--+Ey={x€E|3x1€Ey,...,xp€EEp:x=x1+ - +xp}

Proposition. Si Gy, ..., G sont des familles génératrices respectivement de Ey, ..., Ey, alors {Gy,.. .,g,,} est
une famille génératrice de Ey + - - - + Ep.



Démonstration. Décomposition de 1'élément par la somme puis par la combinaison linéaire des familles génératrices : combinai-
son linéaire pour 'élément. O

Définition. Soient Ej, ..., E, dessous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. On dit qu’ils sont en
somme directe si tout vecteur & = Eq + - - - + E, se décompose d"une maniere unique en somme dun
vecteur de Ey, ..., d'un vecteur de Ep,. On écrit alors £ = E1 @ - - @ Ey.

Proposition. Soit E un espace vectoriel et Ey, ..., Ey, des sous-espaces vectoriels de E. AlorsE = E; @ --- ® E,
si et seulement si pour tout base By, ..., By de Eq, ..., Eyp, {By,..., Bp} est une libre.

Démonstration. < Généralisation du cas de deux sous-espaces vectoriels.

= Par unicité de la décomposition des éléments d'une somme directe et par le fait qu'une base est une famille libre.
O

Remarque : Bien distinguer : les E; sont en sommes directes et E est somme directe des E; (dans ce cas, la somme directe des E;
"remplie" E tout entier).

Corollaire. Si E est de dimension finie : dim(E; @ - - - ® Ep) = dimE; + -+ - +dimE,
Corollaire. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors

E1+"'+EP:E

E—El@"'@EP@{ dimE = dimEy + - - + dim E,

Théoreme. Les sous-espaces Ey, ..., Ep sont en somme directe, si et seulement si Ey N Ey = {0}, (E1+Ex)N
E; = {0},..., (E1+”'+EP*1>HEP = {0}
Démonstration. On utilise la décomposition unique des éléments. O

Remarque : Cette condition est minimale : des conditions plus faibles ne suffisent pas a montrer la somme directe.

Valeurs propres, espaces propres

Les valeurs et les vecteurs propres apparaissent des que nous cherchons a donner a un endomor-
phisme des représentations agréable [1, p.958]. Nous cherchons a les définir et a en donner quelques
propriétés.

Définition. Soit u € L(E). On dit que A € K est valeur propre de u s'il existe x € E\ {0} tel que
u(x) = Ax. Un tel vecteur x est alors appelé un vecteur propre associé a la valeur propre A.

Remarque : Dans ce cas, nous somme entrain de dire que Kx est une droite stable par u.

Définition. Soit u € L(E).Si A € K est une valeur propre de u, le sous-espace propre E, associé est le
sous-espace vectoriel Ey = ker(u — Aldg).

Remarque : Un sous-espace propre est I'ensemble des vecteurs propres auquel on ajoute le vecteur nul.

Définition. Soit u € L(E). L'ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u, et est noté
Spk(u). Il est éventuellement vide.

Remarque : Si M € M,,(K), on définit les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice comme étant ceux de I’endomor-
phisme de K" — K" et qui X — MX.

Lemme. Soit u € L(E). Alors, A € K est une valeurs propre de u, si et seulement si, x,(A) = 0. En particulier,
Spk (u) est un ensemble fini.

Démonstration. A est une valeur propre si et seulement si ker(AIdg — u) # {0} (définition) soit (AIdg — u) est non inversible d’ott
det(AIdg — u) = 0. Spx(u) est un ensemble fini car un polyndme non nul posseéde un ensemble fini de racine. O
Définition. Soient u € L(E) et A € Spg(u). La multiplicité de A est sa multiplicité en tant que racine
de xu.

Remarque : Autrement dit, c’est la plus grand entier m > 1 tel que (X — A)™ divise x,.

Proposition. Soit u € L(E). Pour tout A € Spg(u),onal < dimg(E,) < my oit m est la multiplicité de A.

Démonstration. Provient des définitions de vecteur propre et de leurs multiplicité. O

Lemme. Soit u € L(E). Alors, les sous-espace propres de u sont en somme directe.

Lemme. Soient u € L(E), x un vecteur propre de u associé a la valeur propre A. Alors, pour tout P € K[X], on
a P(u)(x) = P(A)(x). En particulier, si P annule u alors A est racine de P.

Démonstration. On montre par récurrence que 1" (x) = A™x. On évalue alors P en u. O



Diagonalisation

N

On cherche a écrire une matrice sous une forme plus agréable afin de facilité sa manipulation
(comme lorsque nous voulons la mettre a la puissance, lors d'un calcul d’exponentielle) [1, p.956]. Cette
opération revient & diagonaliser la matrice, c’est-a-dire trouver une base dans laquelle la matrice est
diagonale.

Critéres de diagonalisation Commengons par définir les matrices diagonalisables puis donnons les
différentes caractérisations a la diagonalisation.

Lemme. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n, u € L(E) et e une base de E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. la matrice Mat(u;e) est diagonale.

2. ilexiste Ay, ..., Ay € Ktelsque Vi € [1;n],u(e;) = Ajsiu; €e

Démonstration. Définition d'une matrice représentative. On remarque de plus que les ¢; sont non nuls car ils proviennent d'une
base. O

Définition. Soit u € L(E). On dit que u est diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice représentative de u soit diagonale.

Remarque : Cela revient a dire qu’il existe une base de E formée de vecteur propre de u, ou encore de que E se décompose en
somme directe de droites stables par u.
Théoréme. Soit u € L(E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. l'endomorphisme u est diagonalisable

2.onaE= & E,
AESpk (1)

3. le polyndme x,, est scindé, et pour tout A € Spx(u), on a dimg (E,) = my, oit m, est la multiplicité de A.
Démonstration. Montrons 3 = 2 x, est scindé et les valeurs propres de u sont exactement ses racines : xu = [Trespy () (X — A)F-

En comparant les degré, Y cgp, (u) A = 1, on en déduit que dimg( @ E;) = dimg(E).
AESpk (u)

Montrons 2 = 1 Clair en recollant les bases des sous-espaces propres.

Montrons 1 = 3 On calcul le polynéme caractéristique sur le représentation diagonale de I'endomorphisme.

Corollaire. Soit u € L(E). Si u possede n = dimg (E) valeurs propres distinctes, alors u est diagonalisable.

Démonstration. Application des propositions et théorémes précédents. O

Théoreme. Soit u € L(E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

~

. 'endomorphisme u est diagonalisable
le polynome [1xespy (u) (X — A) annule u

o~

il existe un polynome P annulant u scindé sans racines multiples. Dans ce cas Spx (u) est contenu dans
ces racines

4. le polyndme minimal y,, est scindé sans racines multiples
5 fu = H)\GSpK(u) (X - )‘)

Démonstration. Montrons 1 =2 Le théoréme précédent et le lemme des noyaux nous donne I'existence de P = [Tyegp, (u) (X —
A) tel que e = ker(P(u)). Dans ce cas P(u) = 0.

Montrons 2 = 3 Clair par propriétés des valeurs propres et des polyndmes.

Montrons 3 = 4 Le polynéme minimal y, divise P.

Montrons 4 = 5 Les polynomes i, et x, ont exactement les méme racines qui sont les valeurs propres de u.

Montrons 5 = 1 On applique le lemme de décomposition des noyaux.
O

Lemme. Soient u € L(E) et F un sous-espace stable par u. Si u est diagonalisable, alors up € L(F) est
diagonalisable.



Démonstration. On applique le théoréme précédent a la restriction du polynéme minimal de ur qui est un restriction de celui de
u. O

Théoréme. Soient u,u’ € L(E) tels que u et u’ commutent. S'ils sont diagonalisables, alors ils le sont dans la
méme base.

Démonstration. Si A est une valeur propre de u alors E, est stable par u’. Par ce qui précede, u%A est diagonalisable : il existe donc
une base qui diagonalise u%\. En recollant les différentes base, comme u et u’ sont diagonalisables, on obtient cette base. Od

Applications de la diagonalisation Il y a trois grandes applications a la diagonalisation [6, p.170].
Calcul d'une puissance Le calcul de A™ ol1 A est une matrice diagonalisable s’effectue en diagonalisant
A puis A™ = P~1D"™P ot1 D" consiste a mettre ses coefficients a la puissance (ce qui est facile).
Résolution d'un systéme de suites récurrentes On se ramene au calcul d’'une puissance de la matrice
sous-jacente au systeme.
Systeme différentiel linéaire a coefficients constants Si on met le systeme sous la forme d’une matrice A,

on souhaite résoudre ’fff = AX. On raisonne comme suit
1. on diagonalise A et on trouve D comme matrice diagonale et P comme matrice de passage :

D =P 'DP
2. on integre le systéme %’ = DX’ (plus facile car D est diagonale)
3. onrevienta X par X = PX'.
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