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Référence du développement : X-ENS algebre 1 [1, p.14].

’ Legons oit on présente le développement : 190 (Dénombrement) ; 230 (Séries numériques) ; 243 (Série entiere).

1 Introduction

Les nombres de Bell dénotent le nombre de partitions distinctes de ’ensemble [1, #] oit de maniere
équivalente, le nombre de relations d’équivalence sur cet ensemble. On dénombre alors 1’ensemble des
partitions de cet ensemble d’entier. Ce nombre s’exprime a I'aide d’une série numérique (le résultat
est sa somme). On utilise une série génératrice, définie par une série entiere que nous évaluons en une
valeur précise.

2 Dénombrer le nombre de partitions : nombre de Bell

Théoréme. Soit n > 0. On note B, le nombre de partitions distinctes de l'ensemble [1, n] (avec By = 1). Alors

+oo By

a0 k2" a un rayon de convergence R > 0 et sa somme f vérifie Vz € | =R, R], f(z) =

1. La série entiere )
eez -1

2. Pour toutk € N, By = 1 <Z+°° ”k).

n=1 n!

Exemple: ~ — Bp =1 car la seule partition de @ est {D}.
— By =1 car la seule partition de {1} est {1}.
— B, =2 car les partitions de {1,2} sont {{{1}, {2}}, {{1,2}}}
— Bs = 5 car les partitions de [1,3] sont {{{1}, {2}, {3}}, {{1,2}, {3}}, {{1,3}, {2}}, {{2,3}, {1}}, {{1,2,3} } }.

Schéma du développement

Si on a le temps, on peut faire un ou deux exemples de calculs de B, (pour n assez petit) apres
avoir énoncer le théoréme.

1. Etablir la relation de récurrence suivante B, 1 = Yi—o (&) Bk
(a) Calcul de |Eg|.
(b) Exprimer la récurrence.
2. Majorer B, : raisonnement par récurrence.
3. Etude de la série entiére.
(a) Calcul du rayon de convergence.
(b) Calcul de la somme

4. Expression de B,.

Démonstration. Soit n > 0.



Etape 1: établissons la relation de récurrence suivante B, 1 = }}_, (Z)Bk Pour n = 0 cette relation

est vérifiée : B = 1 et 2220 (g)Bo = By = 1. Etablissons cette relation de récurrence pour n € IN.
Notons Ej I'ensemble des partitions de [1,7n + 1] pour lesquelles la partie contenant (n 4 1) est de
cardinal (k+1).

Etape a: calcul de |E;| Montrons que |Ex| = (})B,_.
— Constituer la partie contenant (1 + 1) consiste en choisir k éléments dans [1,7] : (}) choix.
— Réaliser les partitions des (n — k) éléments restants : B, choix (définition de B )

Etape b : exprimons la récurrence Soit {Fy, ..., E,} une partition de {partition de [1,7 + 1]}. En
effet :
— Vi # j, E;NE; = O car les parties contenant (n + 1) sont de cardinal (i + 1) ou (j + 1) (qui sont
distincts) : les partitions ne peuvent donc pas étre les mémes.
— Ey,...,E, décrivent 'ensemble des partitions de [1,n + 1] car ils décrivent I’ensembles des parti-
tions selon la taille de la partie contenant (1 + 1).
On a alors
Buy1 = |Up_oEx (on compte le nombre de partition grace a la partition des partitions)
Yi—o |Ek| (car ils forment une partition)
= ZEZO (’;2 B, x (par le calcul précédent)
j=0 (n—])B] (
i—o (7)Bj (

hangement d’indice j = n — k)

C
(i) = (7))

Etape 2 : majorons B, Montrons par récurrence sur n € IN la propriété Py : "B, < n!.
Initialisation Pour n = 0, par hypothese,ona By =1 <1 =0
Hérédité Soit n € IN tel que Vk < n Py soit vérifiée. On a alors

Byt1 = Zk 0 () Br (Etape 1)
< ¥ 0<]>k' (Py)
Yio 0 T k |k,k (définition de (}))
n! Z]:o nfk)!k! (simpliﬁcation)
< ”!Z;‘l:ol ((n RI3 <1)
= nl(n+1) (manipulation de la somme)
= (n+1)! (manipulation de la factorielle)

D’ou Pn+1.

400 By

10 7rZ" a un rayon de convergence R > 0 et sa somme f

Etape 3 : montrons que la série entiére Y
vérifie Vz € |- R, R, f(z) = ¢ !

Bugn < lz|" (car Br < 1).

Etape a : calcul du rayon de convergence Onaalors Vn > OetVz € C, o i

La série a alors un rayon de convergence R > 1. En particulier, R # 0.

Etape b : calcul de lasomme Comme R # 0, pour tout z € |—R, R[, on peut écrire

flz) = ¥, Buzm (Définition de f)
1+ Z+°° 511:11) "1 (On sort le premier terme de la somme)

On peut alors dérivé terme a terme cette série entiére :

flz) = Lo L (X8 o (O)B)z" (Dérivation (B, est une constante) et expression de B, 1)

= % (Zk 0F nB Bl z"  (par définition du binome et en simplifiant I’expression obtenue)



On reconnait le produit de Cauchy entre les séries Z 2nzlet) 2 n, (de rayon de convergence +co et de
somme ¢?) qui ont toutes les deux un rayon de convergence supérieur ou égal a R. Donc Vz € |—R, R|,

f'(z) = f(z)e*. On en déduit qu'il existe C € R tel que pour tout z € ]-R,R[, f(z) = Ce*.
Comme f(0) = By = 1, on en déduit que C = - (Car Ce® = Ce = 1siz = 0). On conclut que pour
toutz € |—R,R|, f(z) = le& = 1.

Etape 4 : montrons que pour tout k € N, By, = (Zn 1T )

— La série entiere définissant la fonction exponentielle ayant un rayon de convergence infini, on a
Vz € C,
Vel _ +oo e'*? L. N 2
e = )la—o0 ) (série entiere de e?)
_ +oo 1 +oo (HZ) P . nz
= Yo (Zk:o 5| (série entiere de ")

)k

/\

— Pour tout k,n € N, on note u,, , = . Montrons que (), , est sommable. Pour tout 7 € IN,

+oo |nz L o

Z‘k i ‘n, k" (Définition de u,, ; et propriété du module)
nz| L. N

e (série entiere de %)

. 4o 4 oo |2 :
On obtient le terme général d’'une série convergeant vers e¢" . La double somme est donc bien
sommable.

— On peut donc sommer cette famille dans I'ordre que 1’on souhaite (cas particulier de Fubini). Pour
toutz € |-R,R[,ona:

f(z)

% Yoo (Xpo Unk) (Définition de f)
1y o (T ounk)  (Interversion des sommes)

k . . .
% Yo (Ento %) % (Définition de u,, et sortir les termes ne dépendant pas de n)
— Par unicité du développement en série entiere de f sur |—R, R[, on en déduit que pour tout k > 0,
B, =1 ( +oo pk )
k=" n=1 n!

Remarque. On vient de montrer qu’en réalité la rayon de convergence de f est co.
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