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Référence du développement : X-ENS analyse 2 [1, p.308].

Legons oit on présente le développement : 230 (Séries numériques) ; 243 (Séries entieres); 246 (Séries de
Fourier).

1 Introduction

La série génératrice des nombres de Bernoulli permet alors de calculer les nombres de Bernoulli.
IIs représentent une suite de nombres rationnels correspondant a la valeur de la limite d’une série de
nombre puissance m (variable qui nous permet de construire la dite suite). Cette suite peut s’exprimer
par une série génératrice dont le calcul nécessite un développement en série de Fourier constituant la
base du développement en série entiére cherchée.

2 Série génératrice des nombres de Bernoulli

Schéma du développement

— Proposition : ¢ est développable en série de Fourier et calcul de sa somme.
1. Calcul des coefficients de Fourier de ¢.
2. Calcul de la série de Fourier de ¢.

— Application : calcul d"une série entiere

1. Exprimer f a partir du développement en série Fourier de ¢.
2

) L . . 2
2. Développer en série entiére la fonction z — —7—.

2
72, comme une somme sur k parcourant IN.

(b) Vérifier la sommabilité de la série u,, .

(a) Exprimer z —

3. Calculer la série de f.

Proposition. Soit ¢ la fonction 27t-périodique définie par ¢(x) = e2r pour x € |-, 71| oil z € C\2inZ.
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—e 2)Zn€]N z=2intn *
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Alors ¢ est développable en série de Fourier sur Reet Vx € R, ¢(x) = (e

Démonstration. Soit x € R.



Etape 1: calcul des coefficients de Fourier de ¢ La fonction ¢ est continue par morceaux sur R, on
peut alors calculer ses coefficients de Fourier. Pour n € Z*.

c(p) = % fn (pz(Y . eM¥dx (Définition des coefficients de Fourier)
= % fne?emxdx (Définition de ¢)
X T . , . . ey
= % il—m' e el”x} (Par intégration via une primitive)
2 —7T
1 3T —inm — 32 inm T
= 5o |erme —e Ine (Par calcul de primitive)
z z . .o .
= % e2e T _¢ 26'””} (Simplification par 77)
z z . .
= (D) 3] @ == )
(—1)”(67 877>
= z—2mni

Etape 2 : calcul de la série de Fourier de ¢ La fonction ¢ est C! par morceau sur R. Le théo-
réeme de Dirichlet permet d’affirmer que sa série de Fourier converge en tout point x de R vers

71)71 einx

3 (p(x+0) + ¢(x —0)).Onadonc, Vx € R, § (¢(x +0) + ¢(x — 0)) = (e% e 2) Y ez (ZTW (écri-
ture de la somme en manipulant les termes qui ne dépendent pas de n). O

Application. La fonction f +— =5 est développable en série entiere en 0 :
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flz) = +22 ) (anz,(>22k
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Démonstration. Afin de calculer le développement en série entiere de la fonction f, on va choisir une
valeur de x pour appliquer le développement en série de Fourier de ¢. On songe naturellement a 0 ou
a2rm.

Six=0 Onai(¢(0)+¢(0)=1(e+e’) =1.On ne voit pas apparaitre f(z).

Six=27 Ona 3} (p(n+0)+¢(nr—0) =1 (62 +e 2) (en évaluant les limites sans oublier que ¢

est 27t-périodique soit que la limite supérieure en 7t est une limite supérieure en — 7). Nous allons
donc essayer de faire apparaitre la fonction f.

Etape 1: exprimons f a partir du développement en série Fourier de ¢

— En évaluant la série en 71, on obtient :

n ”17‘[ P
% (e% + e*%) = (ei—¢2 Y oneN % (Evaluation de la série)
z z n(_q1\yn .
= (ef-e7) ez Sl (@7 =(-1)")
z z
z_ -z 1
= (e2—¢2) Yoz 79 (Calcul)

z—2imn

= (el —e3) Y,z 74 (Multiplication par z — 2i7n dans la fraction)

— En divisant par (e% — e’%) # 0 et en regroupant les termes de la sommes (ils sont égaux
pour des n opposés), on obtient :

1 z
z —z\ z +2 Z 72 + 471202
2(e2 —e 2 ~— nelN* ———
n=0 dans la somme 2irtn disparait : compansation



— On transforme le premier membre :

eZqe 2 Z41 1. . z
2<<e5e5)> = 2((6 ez_l)) (Multiplication par e2)
= % (Introduction du —1)
= % iij + 622_1> (Manipulation de la fraction)
= % + ﬁ (Simplification et développement)

On obtient alors : % + ezl—l = fraclz+2Y en: maan

— En multipliant 1'égalité par z et en soustrayant par 3, on obtient pour tout z € C \ 2inZ :

2
z z z __ Z 4 Z : P —_ z Z
5+ a1 — 5 =5 +22 neNs mgme — 3/ Soitapres calcul f(z) =1—-5+2) N T

& 2z z_.* LEN . 2 . N 2z
Etape 2 : développons en série entiére la fonction z — = Il nous reste ensuite a dévelop-
z¢+4men

per en série entiere la somme que nous venons d’exhiber. Pour cela, nous allons développer en
2

. o . e
série entiere la fonction z = Wl
2 . . 2
Etape a: exprimons z — 7> comme une somme sur k parcourant N On a, pour |z| <21
* z 27 _ 1
etn € N*, |52-| <1(carn > Oet £ = ). Donc
L2 = 21 (Factorisation par 472n?)
Z2+4m2n? 22447202 222 X P
4mén
. 22 00 Kk 2% £ N . 1
= ahan Yieo(—1) ) (Série entiere de la fonction x — 177)
_ 00 k ZZ(k+1)
= Y o(=1) W (On rentre la constante dans la somme)
2 . . . . 2
= Y2, (—1)"‘1 ﬁ (Changement d’indice et manipulation des carrés)
mn

Etape b : vérifions la sommabilité de la série u,,; Considérons la série double } u, ; avec u, =

(‘UkHﬁ, pour tout 1,k € N.

— Vérifions sa sommabilité en k : Vn € IN*¥,

(Définition de la suite)

Zk |un,k

(Propriétés du module)

= k 2mn)=
La série converge.
— Calculons sa somme sur k :
|z  bréced
» |un,k Yk )% (Par ce qui précede)
2 . P P3N
= z 1 (Onsortla constante puis on trouve une série entiére usuelle)
@mn)? P

) (27tn)?

= (27”1)272_‘_42 (Multipliction)

PRy 1242 P 2 2 .
— Vérifions la double sommabilité : comme la série ), (2;72”2 converge, on en déduit que
mm)<—|\z

la série sur u, ; est double sommable. On en déduit que nous pouvons sommer dans le sens
que l'on souhaite (cas particulier de Fubini).



Etape 3 : calculons la série de f Pour tout |z| < 2retz # 0,0ona

f(z) = 1-3+2YeN LkeN- Unk (Définition de 1, )
= 1-35 42 en LueN+ Unk (Echabge des sommes)
2% _
= 1—5+2 kene nene (D! (27Zm)2k (Traduction de u,, )

= 1-Z%2+42Y% -t (Z i) z? (Manipulation des sommes)
2 keN* “(27)2F nEN* 72 p

Remarquons que f admet un prolongement par continuité en 0 défini par f(0) = 1 et que I'égalité
est encore vérifiée pour z = 0. On obtient donc, pour tout |z| < 27 :

—1)k-1 1

Remarque. Ce développement en série entiére n’est définie que pour |z| < 27 (son rayon de convergence
est de 27). Cependant, on ne peut pas espérer mieux, car f n’est pas définie en 27t.
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