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Référence du développement : Gourdon [2] (pour le déterminant circulant)

Legons oir on présente le développement : 152 (Déterminant); 182 (Nombre complexe en géométrie) ; 226
(Suites récurrentes).

1 Introduction

Le déterminant est un outil mathématique puissant. Dans cette étude, on 'utilise afin de calculer
la limite d’une suire récurrente particuliére : une suite définie & partir de polygones. En définissant
une suite de polygones définie telle que les sommets soient sur les différents cotés, cette suite converge
vers l'isobarycentre du polygone. Notons qu’elle peut étre définie comme on le souhaite (les nouveaux
sommets doivent juste étre sur un des cotés) sans que cela impacte sa limite.

2 Suite de polygones

Schéma du développement
— Calcul du déterminant circulant
— Application aux calcul de la limite d"une suite de polygones
1. Réécrire la suite récurrente avec une matrice.
2. Ftude des valeurs propres de M.
3. Existence de la limite.

4. Identification de la limite.

ay a4y ... dap
. . . . agp a1 ... Ay
Lemme (Calcul du déterminant d’une matrice circulante). Soit A = . . € M,(C)
a asz ... a1
une matrice circulante et Py = I, ay X*. Alors, det A = [I_; Pa(wk) oit w = e’
1 1 .. .. 1
1 w w? - w1
Démonstration. On note () =
i w1 (wZ)n—l o (wn—.l)n—l
— On remarque que det Q # 0 car c’est un déterminant de Vandermond (car les w' sont deux a deux
distincts).
P(1)  P(w) P(w" 1)
P(1) Pww ... P Hw"!
— On remarque que det(AQ) = det _
P(1) P(w)w" ' ... P(w")(w"1)!



[ det(A) det(Q2) (par multiplicativité du déterminant)
Done det(AQ2) = { P(1)P(w)...P(w" ') det(Q)) (par propriété du déterminant)
Comme det Q) # 0, on obtient le résultat annoncé. O

Théoreme. On consideére une suite de polygones de
n sommets dont les sommets sont pris dans C, soit
un n—uplet de C, définie telle que pour tout k €
N, le polygone Py 1 définit a partir des milieux des
cotés du polygone Pr. On souhaite montrer que cette
suite converge vers l'isobarycentre de Py.

On donne, dans la figure 1, un exemple d'une
telle suite.

FIGURE 1 - Un exemple de suite polygone.

Démonstration. Soit (Py);, une suite de polygone a n sommets. On note alors Py = (zgo), . ,z,go)> €

200 MO .
C'et Py = | 252%,..., % . Montrons que la suite P, converge vers g(1,...,1) ot g est

I'isobarycentre de P.

Etape 1: réécrire la suite récurrente avec une matrice. On peut réécrire cette suite récurrente Py 1 =
MPy; avec

1 1

3 3 0o --- 0
0 3 3

o .. o0 1 1
1 0 i
2 2

Et par récurrence immédiate, on a P, = MFP,. 1l suffit alors de montrer que (Mk> converge dans
M, (C) muni d’une norme d’algebre ||].]|].

Etape 2 : étude les valeurs propres de M. On étudie alors le polynome caractéristique de M.

@ L 0 -0
0 ap %

xm (A) = det (M — Ald) = - 0
0 ... 0 a 3
10 - 0 a

avec apg = % — A. On reconnait un déterminant circulant, et par le lemme

XM(A)ZJﬁP(;—)H—;wf) :]ﬁp(wf) :ﬁP(A_lzwf>

]

Etape 3 : existence de la limite. Comme les w' sont deux a deux distinctes, le polynome caractéristique
de M, xm est scindé a racine simple, donc M est diagonalisable de valeurs propres {1+2—wj |1<j<mn}.
Donc 3Q € GL,(C) telle que M = QDiag (”Tw, o, 1%“’”) QL Or,pourj#mn,ona

1+w j
= |cos | — < 1
2 ~— n ~—~—
calcul on est dans R



ik
etdonc }#} — 0.0n adonc lim;_,,, M¥ = QDiag (0, ...,0,1) Q! qui converge bien dans M,,(C) et

on note cette limite M*. On en déduit, par la récurrence immédiate, limy_,., Py = M* Py que I'on note
X.

Etape 4 : identification de la limite. Par continuité de la limite, on a X = M*X. Or, l'espace corres-
pondant a la valeur propre 1 contient le vecteur (1,...,1), et comme il est de dimension 1, ce vecteur le
génere completement, donc X = (a,...,a), c’est a dire que (Py) converge vers le point d’affixe a.

Enfin, on remarque que si g est 'isobarycentre de P, il est aussi celui de P, car on a

(k) (k)

k
n n n
2 _ Ly 0 Lyna o Lys o _ 2
+1 —~— n = ~~ nH 2 n&=t ~—~~
def de I'isobarycentre ~ '= def de lasuite '~ = def de I'isobarycentre
Par continuité, g est encore 'isobarycentre de X, d’otta = g. O

3 Compléments autours du déterminant et de la diagonalisation

Déterminant

Nous commencgons par définir le déterminant [2, p.134]. Pour ce faire nous devons introduire la
notion de forme n-linéaire alternée et anti-symétrique. On note K un corps commutatif (la théorie reste
vrai pour quelques anneaux)

Formes n-linéaires alternées et antisymétrique

Définition. Soient Eq, ..., E, et F des K-espaces vectoriel. Une application f : E; X --- x E;, — F qui
a (xy,...,x,) associe f(x1,...,x,) est dite n-linéaire si en tout point les n applications partielles sont
linéaire. Si F = K, on parle de forme n-linéaire.

Remarque : Siune application est 2-linéaire, on dit qu’elle est bilinéaire. Remarque : Ona dim £, (E,K) = (dimE)".

Définition. Soit f € L,(E, K).

— festdite alternée si f(x1,...,x,) = 0 lorsque deux vecteurs sont égaux.

— f est dite antisymétrique si 1’échange de deux vecteurs donne une valeur opposée.
Théoréme. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E un K-espace vectoriel et f €
L, (E,K). Alors f est antisymétrique si et seulement si f est alternée.

Démonstration. On raisonne en dimension 2.
= f antisymétrique : f(x1,x1) = —f(x1,x1), donc 2f (x1,x1) = OetcarK # 2: f(x1,%1) = 0.
= f alternée : f(xl,xz) +f(x1,xz) = f(x1 + Xz,Xz) +f(X1 + Xz,xl) = f(x1 + X2, x1 + Xz) =0, donc f(X],XQ) = *f(Xz,Xl).
O

Remarque : Dans le cas d'un corps de caractéristique 2, on a toujours f alternée implique f antisymétrique.

Déterminant sur une famille de vecteurs

Théoreme. L'ensemble des formes n-linéaires alternées sur un K-espace vectoriel E de dimension n est un K-
espace vectoriel E de dimension 1. De plus, il existe une et une seule forme n-linéaire alternée prenant la valeur 1
sur une base donnée de E.

Démonstration. Soit B = (eq,...,e,) une base de E.

— On définie d(x1,...,x4) = €f(x1)...€5(xn) = X11... X0 On note d*(x1,..., %) = Loee, €(0)Xp(1)1 -+ - Xo(n)n- On @
d(e1,...,eqn) =1,dou dv #0.
— f une forme n-linéaire alternée : f(x1,...,%n) = ¥4y, i, X1 -« Xniy f (€1, - €5,) = flen, .. Len)di(xy, ..., xy).

— f € Vect(d") avec d* # 0 : existence de l’espace vectoriel de dimension 1.

— Sif(eq,...,eq) =1,alors f = d°. D’ot1 'unicité.



a

Définition. Soit B une base de E, alors il existe une unique forme n-linéaire alternée sur E prenant la
valeur 1 sur la base B. On 'appelle déterminant et on la note detp.

Remarque : On a également une formule explicite dans ce cas : detg(x1, ..., %1) = Loea, €(0)¥10(1) - - - Xno(n)-

Proposition. Soit f une forme n-linéaire alternée, alors f(x1,...,x,) = f(e1, ..., en)detg(xy, ..., xn).
Démonstration. On applique le théoréme précédent : f € Vect(detp) et son coefficient est donné par 1'application de f a B. O

Proposition (Changement de base). Soient B, B’ deux bases de E, alors detp(xq,...,x,) =
detp Bdetp(xy, ..., xu). On en déduit que dety B detg B’ = 1.

Démonstration. On applique la proposition précédente avec f = detp . O

Théoréme. Soient x1,...,x, € E, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Les vecteurs x1,...,xy sont liés.
2. Pour toute bases B de E, detg(xy,...,x,) = 0.
3. Il existe une base B de E, detg(x1,...,x,) = 0.

Démonstration. Montrons 1 = 2 Soit B une base de E, detp est une forme n-linéaire alterné. On a detg(xy,...,x,) =

detg(Yiy Aixi, ..., Xn) (Aj # O car famille liée), par n-linéarité detg(xy,...,x,) = Y1, A;detg(x;, ..., x,). Par alternée,
detB(xl,. . .,xn) =0.

Montrons 2 = 3 Evident

Montrons 3 = 1 detp alternée donc il existe x; = Y1 Aixi avec A; non tous nuls : la famille est liée.
i#

Déterminant sur un endomorphisme

Déterminant sur une matrice carrée

Valeurs propres

Les valeurs et les vecteurs propres apparaissent dés que nous cherchons a donner a un endomor-
phisme des représentations agréable [1, p.958]. Nous cherchons a les définir et a en donner quelques
propriétés.

Définition. Soit u € L(E). On dit que A € K est valeur propre de u sil existe x € E \ {0} tel que

u(x) = Ax. Un tel vecteur x est alors appelé un vecteur propre associé a la valeur propre A.

Remarque : Dans ce cas, nous somme entrain de dire que Kx est une droite stable par u.

Définition. Soit u € L(E).Si A € K est une valeur propre de u, le sous-espace propre E, associé est le
sous-espace vectoriel Ey = ker(u — Aldg).

Remarque : Un sous-espace propre est 'ensemble des vecteurs propres auquel on ajoute le vecteur nul.

Définition. Soit u € L(E). L'ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u, et est noté
Spk(u). 1l est éventuellement vide.

Remarque : Si M € M,;;(K), on définit les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice comme étant ceux de I’endomor-
phisme de K" — K" et qui X — MX.

Lemme. Soit u € L(E). Alors, A € K est une valeurs propre de u, si et seulement si, x,,(A) = 0. En particulier,
Spk (u) est un ensemble fini.

Démonstration. A est une valeur propre si et seulement si ker(Aldg — u) # {0} (définition) soit (AIdg — u) est non inversible d’ott
det(AIdg — u) = 0. Spx(u) est un ensemble fini car un polyndme non nul posseéde un ensemble fini de racine. O

Définition. Soient u € L(E) et A € Spg(u). La multiplicité de A est sa multiplicité en tant que racine
de xu.



Remarque : Autrement dit, c’est la plus grand entier m > 1 tel que (X — A)™ divise xy.

Proposition. Soit u € L(E). Pour tout A € Spg(u),onal < dimg(E)) < my oit m) est la multiplicité de A.

Démonstration. Provient des définitions de vecteur propre et de leurs multiplicité. O
Lemme. Soit u € L(E). Alors, les sous-espace propres de u sont en somme directe.

Lemme. Soient u € L(E), x un vecteur propre de u associé a la valeur propre A. Alors, pour tout P € K[X], on
a P(u)(x) = P(A)(x). En particulier, si P annule u alors A est racine de P.

Démonstration. On montre par récurrence que u" (x) = A"x. On évalue alors P en u. O

Diagonalisation

N

On cherche a écrire une matrice sous une forme plus agréable afin de facilité sa manipulation
(comme lorsque nous voulons la mettre a la puissance, lors d'un calcul d’exponentielle) [1, p.956]. Cette
opération revient & diagonaliser la matrice, c’est-a-dire trouver une base dans laquelle la matrice est
diagonale.

Critéres de diagonalisation Commengons par définir les matrices diagonalisables puis donnons les
différentes caractérisations a la diagonalisation.

Lemme. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n, u € L(E) et e une base de E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. la matrice Mat(u;e) est diagonale.

2. ilexiste Ay, ..., Ay € Ktelsque Vi € [1;n],u(e;) = A;jsiu; €e

Démonstration. Définition d"une matrice représentative. On remarque de plus que les ¢; sont non nuls car ils proviennent d"une
base. O

Définition. Soit u € L(E). On dit que u est diagonalisable s'il existe une base de E dans laquelle la
matrice représentative de u soit diagonale.

Remarque : Cela revient a dire qu'il existe une base de E formée de vecteur propre de u, ou encore de que E se décompose en
somme directe de droites stables par u.

Théoréme. Soit u € L(E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. I'endomorphisme u est diagonalisable

2.onaE= & E,
AESpk (1)

3. le polyndme x,, est scindé, et pour tout A € Spx(u), ona dimg (E,) = m,, oit my est la multiplicité de A.

Démonstration. Montrons 3 = 2 x, est scindé et les valeurs propres de u sont exactement ses racines : xu = [Trespy () (X — A)F-

En comparant les degré, Y- cgp, (u) A = 1, on en déduit que dimg( @ E;) = dimg(E).
AESpk (u)

Montrons 2 => 1 Clair en recollant les bases des sous-espaces propres.

Montrons 1 = 3 On calcul le polynéme caractéristique sur le représentation diagonale de I'endomorphisme.

Corollaire. Soit u € L(E). Si u possede n = dimg (E) valeurs propres distinctes, alors u est diagonalisable.

Démonstration. Application des propositions et théorémes précédents. O

Théoreme. Soit u € L(E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. I'endomorphisme u est diagonalisable
2. le polynome [Tregpy (u) (X — A) annule u

3. il existe un polynéme P annulant u scindé sans racines multiples. Dans ce cas Spx (u) est contenu dans
ces racines

4. le polyndme minimal y,, est scindé sans racines multiples



5y = H/\GSpK(u) (X - )L)

Démonstration. Montrons 1 =2 Le théoréme précédent et le lemme des noyaux nous donne l'existence de P = [Trespy(u) (X -
A) tel que e = ker(P(u)). Dans ce cas P(u) = 0.

Montrons 2 = 3 Clair par propriétés des valeurs propres et des polyndmes.

Montrons 3 = 4 Le polynéme minimal y, divise P.

Montrons 4 => 5 Les polynomes y,, et x, ont exactement les méme racines qui sont les valeurs propres de u.

Montrons 5 => 1 On applique le lemme de décomposition des noyaux.
O

Lemme. Soient u € L(E) et F un sous-espace stable par u. Si u est diagonalisable, alors up € L(F) est
diagonalisable.

Démonstration. On applique le théoréme précédent a la restriction du polynéme minimal de ur qui est un restriction de celui de
u. O

Théoréme. Soient u,u’ € L(E) tels que u et u’ commutent. S'ils sont diagonalisables, alors ils le sont dans la
méme base.

Démonstration. Si A est une valeur propre de u alors E, est stable par u’. Par ce qui précede, u%A est diagonalisable : il existe donc
une base qui diagonalise u%\. En recollant les différentes base, comme u et u’ sont diagonalisables, on obtient cette base. Od

Applications de la diagonalisation Il y a trois grandes applications a la diagonalisation [3, p.170].
Calcul d'une puissance Le calcul de A™ o1 A est une matrice diagonalisable s’effectue en diagonalisant
A puis A™ = P~1D"P ot1 D" consiste a mettre ses coefficients a la puissance (ce qui est facile).
Résolution d'un systéme de suites récurrentes On se ramene au calcul d’'une puissance de la matrice
sous-jacente au systeme.
Systeme différentiel linéaire a coefficients constants Si on met le systeme sous la forme d’une matrice A,

on souhaite résoudre ’% = AX. On raisonne comme suit

1. on diagonalise A et on trouve D comme matrice diagonale et P comme matrice de passage :
D =P~'DP
ax’

2. on integre le systeme %5~ = DX’ (plus facile car D est diagonale)
3. onrevienta X par X = PX'.

Références

[1] G.Berhuy. Algebre : le grand combat. Calvage & Mounet, 2018.
[2] X. Gourdon. Algebre. Les maths en téte. Ellipses, 2009.
[3] J. Grifone. Algebre linéaire. Cépadues édition, 2015.



