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Référence du développement : Un max de maths [4, p.40].

Legons oir on présente le développement : 153 (Polyndmes endomorphismes et réduction); 156 (Exponen-
tielle de matrice) ; 214 (TIL, TFI).

1 Introduction

L'exponentielle de matrice est a priori non injective et non surjective si on la définie de M,,(C)
dans lui-méme. Cependant, en restreignant les domaines d’entrés ou d’arrivés nous arrivons a obtenir
une application injective, surjective ou méme bijective (pas béte la béte) : on se rameéne alors a une
étude d’image. Lorsqu’on étudie les polynémes d’endomorphismes sur le corps C, I'exponentielle est
surjective.

Le calcul de I'image de l’application exponentielle sur les polynémes d’endomorphismes a coeffi-
cients dans C fait appelle a des raisonnement classique sur les groupes topologiques et via utilisation
de la connexité. Ces groupes possedent des lois internes continues et C[A] en ait un (comme l'image
de I'exponentielle). Utiliser la connexité pour montrer 1’égalité de deux ensembles est un raisonnement
commun. De plus, pour montrer le caractére ouvert ou fermé de exp(C[A]) on utilise des arguments
classiques de cette théorie (ce qui est toujours bon a se souvenir).

2 Exponentielles de matrices surjectives

Théoréme. Pour tout A € M, (C), exp(C[A]) = C[A]*.

Schéma du développement
1. Montrer que C[A]* = C[A] N GL,(C).
2. Montrer que exp (C[A]) C C[A]*.
3. Montrer que C[A]* est connexe dans C[A].

(a) Montrer que C[A]* est ouvert dans C[A].

(b) Montrer que C[A]* est connexe par arc dans C[A]
est ouvert dans C[A]*.

]
4. Montrer que exp (C[A]
C[A]) est fermé dans C[A]*.

A
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5. Montrer que exp (

6. Conclure.

Démonstration. Soit A € M,,(C).

Etape 1: Montrons que C[A]* = C[A] N GL,(C)

C Soit M € C[A]*. Alors A € C[A]NGL,(C) (car C[A]* C C[A] et comme M € C[A]*, AN € C[A]
tel que MN = I,,).



D Soit M € C[A] N GL,(C). Le polyndme caractéristique de M est xp1 = YI' na; X' ou a9 # 0 (sinon
xm = X (21 4;X") et en I'évaluant en M, on obtient que xp(M) = M (/- a;M') = 0et M ¢

n .
GL,(C)). Par le théoreme de Cayley—Hamilton, xp(M) = 0. Donc M _al ZﬂiMl_1> = I,.
0i=1

eC[A]
D’ou M € C[A]*.

Etape 2 : Montrons que exp (C[A]) C C[A]*

— Montrons que exp(C[A]) C C[A]. C[A] est un sous-espace vectoriel de M,,(C). Il est donc fermé
de M,,(C) (vrai en dimension finie, corollaire de 1’équivalence des normes). La matrice exp(A) =

I\%im Yo %Ak est une limite de polyndme en A (continuité). Donc exp(A) € C[A].
—00 :

— Montrons que exp(C[A]) € GL,(C). On a det(exp(M)) = exp(Tr)(M) > 0.

On a alors, exp(C[A]) € C[A] N GL,(C). Par I'étape 1, comme C[A]* = C[A] N GL,(C), exp(C[A]) €
C[A]*.

Etape 3 : Montrons que C[A]* est connexe dans C[A]
Etape a: C[A]* est ouvert dans C[A] Par I'étape 1, on a C[A]* = C[A] N GL,(R).

Etape b : C[A]* est connexe par arc dans C[A] Soient M, N € C[A]*.
— La droite affine complexe z — M(z) = zM + (1 —z)N, z € C est entierement contenue dans C[A].

— On cherche donc un chemin de M a N sous la forme M(y(t)) = y({)M + (1 — v(t))N, pour tout
t € [0,1] ott y est une fonction continue et y(0) = 0, (1) = 1.
— On pose P(z) = det(M(z)) polyndme en z (bien polynomial car composition de det qui est
un polyndéme avec M(z) également un polynome).
— On remarque que P # 0 car P(M(0)) = P(N) # 0 (N est inversible). Donc P ne s’annule
qu’en un nombre fini de points.
— On construit ces chemins en évitant ces points : Vt € [0,1], y(t) = t+ iat(1 — t). Donc
(t,a) — v4(t) est injective.
Donc C[A]* est connexe par arcs.

Comme C[A]* est connexe par arcs et ouvert dans C[A], il est alors connexe dans C[A].

Etape 4 : Montrons que exp (C[A]) est ouvert dans C[A]*

— FEtudions la différentielle en 0 de exp : M,,(C) — GL,(C). On a (par un développement en série
entiere) que Dexp(0) = I,. On en déduite que la différentielle en 0 de exp : C[A] — C[A]* est
bijective (D exp(0) = I, € C[A]).

— Le théoréme d'inversion locale nous assure l'existence de deux ouverts de C[A], 0, (c) € U et
Id, € V tels que I'exponentielle réalise un C!-difféomorphisme de ¢/ a V (exp (C[A]) contient un
voisinage de I).

— On exhibe le voisinage. Soit exp(M) € exp(C[A]). On pose V) = {Vexp(M),V € V}. Soit
Vexp(M) € Vi, V = exp(U) avec U € U et U,V € C[A] (C'-difféomorphisme). Comme I'expo-
nentielle commute avec ses voisins, V exp(M) = exp(U + M) € C[A].

Donc exp(C[A]) est ouvert dans C[A]* car I'image de 'exponentielle est voisin de tous ces points.



Etape 5 : Montrons que exp (C[A]) est fermé dans C[A]*

— C[A]* \ exp(C[A]) = Uptecia)\exp(cla))M exp(C[A]).
c

C[A]* \exp(C[A]) = Upnecia<\exp(cla))Mexp(0) (exp(0) = In)

C  cuppeciap\exp(cla)Mexp(C[A])

D Soient M € C[A]* \ exp(C[A]) et N = Mexp(B) avec B € C[A], alors M = Nexp(—B).
Supposons par l'absurde que N € exp(C[A]), alors M € exp(C[A]) (car exp(C[A]) est un
groupe multiplicatif). Contradiction.

— CJA]* \ exp(C[A]) est donc ouvert dans C[A]* par réunion d’ouverts. On en conclut que
exp(C[A]) est fermé dans C[A]*.

Etape 6 : Conclure Par connexité de C[A]* (étape 3) et comme exp(C[A]) est un ouvert (étape 4) et un
fermé (étape 5) de C[A]*, on a exp(C[A]) = C[A]*.
O

Corollaire. L'image de M,,(C) par I'exponentielle est GL,,(C).

Démonstration. Soit A € GL,(C). Comme A € C[A]* et exp(C[A]) = C[A]*, on a l'existence de B €
C[A] (donc B € M,,(C)) tel que A = exp(B). O

Corollaire. Ona exp (My(R)) = GL,(R)? = {A%2 | A € GL,(R)}.

2
Démonstration. C M € M,(R), alors exp(M) = exp (%) .
D Soit B = A% avec A € GL,(R),ona A = exp (P(A)). Alors, B = A% = exp(P + P(A)).

3 Compléments autours de ’exponentielle de matrices

Exponentielle de matrices

Nous allons étudier la construction de I’exponentielle et quelques une de ces propriétés algébriques
et fonctionnelles [3, p.57]. Soit K un corps tel que K = R ou C.

Définition. Soit A un élément de M,,(K) ; ’exponentielle de A, notée exp A, est la somme dans M, (K)

(qui est complet), de la série normalement convergente Z;{i‘a ‘2—’;.

Proposition. La matrice exp A est un polynome en A.

Remarque : 1l n’existe pas un unique polynéme P tel que pour tout A, P(A) = exp A (on se raméne au cas 1 = 1 et on pense aux
dérivées).

PrOPOSition' Si BA = AB, eXP(A + B ) = Démonstration. Formule du bindme et convergence absolue
exp Aexp B. des séries. O
Corollaire. exp A est inversible d'inverse Démonstration. On applique la proposition précédente a A
exp(—A) et —A. O
Proposition. Ona Pexp(A) p-1= e)(p(PAP_1 ). Démonstration. Argument de continuité. O

Démonstration. Trigonalise (dans C) et on applique la

Proposition. On a det(exp(A)) = exp(Tr(A)).

conjugaison.

Théoréme. L'application exp : My(K) — GLy(K) est une application de classe C! (et méme analytique) ; sa
différentielle en O est l'identité.

Démonstration. Utiliser le théoréme sur les limites des fonctions différentielles dont les dérivées convergent uniformément sur
les compacts ou utiliser le caractere polynomial. Le calcul de la différentielle est un développement a 1’ordre 1. O

Le théoréme d’inversion locale

Le théoreme d’inversion local consiste en la résolution de 1’équation y = f(x) en inversant f, soit
x = f~(y) [2, p.187]. Avant d’énoncer le théoréme, rappelons la définition d"un C¥-difféomorphisme.



Application Ck-difféomorphisme [1, p.707]
Définition (Difféomorphisme global). Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U est un ouvert de
E et V un ouvert de F. Soit k € IN* U {+o0}.

1. Une application f U — V est un Ck-difféomorphisme global (ou simplement CK-
difféomorphisme) si f est bijective de U dans V, etsi f~! est C¥ sur V.

2. On dit que U et V sont CF-difféomorphe il existe un C*-difféomorphisme de U dans V.
Définition (Difféomorphisme local). Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U est un ouvert de
Eetk € IN* U {+oo}.

1. Une application f : U — F est un CF-difféomorphisme local en xy € U s'il existe un voisinage
ouvert V de xq et un voisinage W de f(xo) tels que f|y : V — W est un C¥-difféomorphisme.

2. Une application f : U — F est un C¥-difféomorphisme local U, si f est un CF-difféomorphisme
local en tout point de U.

Les variantes du théoréme d’inversion locale

Théoreme (Théoreme d’inversion locale). Soient U un ouvert de R"*, a un point de U, et f : U — R" une
application de classe C1. On suppose que la matrice jacobienne D f (a) est inversible (i.e. det Df (a) # 0). Il existe
alors un ouvert V contenant a (et contenu dans U) et un ouvert W contenant b = f(a), tels que f (restreinte a
V) soit un difféomorphisme de classe C' de V sur W = f(V).

Idée de la preuve. On peut développer f(x) al’ordre un puis appliqué I'inverse de Df (). O

Démonstration. Utilisation d"un point fixe : on se raméne a un probleme de point fixe en posant F(x) = x — Df(a) "} (f(x) —y).La
solution sera donc une limite d'une suite récurrente définie par F. On conclut en vérifiant la régularité de la solution obtenue. I

Remarque : On peut se placer dans des Banach en supposant que df (a) est bijective de E dans F.

Interprétation : On a ainsi: (x € Vety = f(x)) < (y € Wetx = f!(y)) ennotant f 1 : W — V la
réciproque de f restreinte a V. L'équation y = f(x) admet alors une unique solution dans V, mais elle
peut en avoir d’autre en dehors de V (on peut avoir V # U).

Remarque: Ona D (f71) (y) = Df(x) ! pourx € V.

En pratique, 'application f se présente sous la forme f(x) = (fi(x1,...,%n), ..., fu(x1,...,xn)) et
I'hypothese a vérifiée est

Ifi fi
dx1 dxy
detDf(a) = det | : Do (ar,..,a0) #0
dfn dfn
axy 9x,

Notons que cette hypothese est nécessaire par la dérivée de composition.

Exemple ([2, p.202]) : Soit f : R> — R? tel que f : (x,y) = (s,p) = (x +y,xy). Alors U = {x > y} sont les ouverts connexes
maximaux tels que f : Q — f(Q) soit un difféomorphisme.

Contre-exemple ([2, p.204]) : Soit f(x) = x + x?sin Z six # 0 et £(0) = 0 est dérivable mais pas inversible localement.

Remarque : On obtient le méme résultat en prenant C* a la place de C.

Théoreme (Théoreme d’inversion globale). Soient U un ouvert de R" et f : U — R" de classe Cl. On
suppose que f est injective sur U et que, pour tout u € U la matrice jacobienne Df(u) est inversible (i.e.
det Df(u) # 0). Alors, I'ensemble image f(U) est un ouvert de R" et f est un C'-difféomorphisme de U sur

ACH

Remarque : L'hypothese d’injectivité est nécessaire. En pratique la montrer revient souvent a calculer un inverse. Ce théoreme
perd alors tout intérét.

Contre-exemple ([2, p.2041) : Soit f(x,y) = (x> — y?,2xy) est une difféomorphisme local au voisinage de tout point de U mais pas
un difféomorphisme global.



Application (Inverse globale [2, p.221]) : Soient k > 0 une constante et f : R" — R" une application de classe C! supposée k-
dilatante, i.e. |f(x) — f(y)| > k|x —y|, pour tout x,y € R". Alors, f est un difféomorphisme global de R" sur lui-méme.

Démonstration. — festinjective : f(x) = f(y) entraine (via les normes) que x = y.
— f(IR") est un fermé de R" : caractérisation séquentielle.
— Df(x) inversible pour tout x : calcul des normes de la définition.
— f(R") est un ouvert de R" : Inversion locale au voisinage d’un point.

— Conclure : connexité de R" montre f surjective et on conclut par le théoréme d’inversion globale.
O

Remarque : Ce théoréme est un cas particulier du théoreme d’'Hadamard-Lévy. L'hypothese k-dilatante entraine que f est propre
et que Df(x) est inversible en tout point.

Théoréme (Théoreme d’inversion version holomorphe). Soient U un ouvert connexe de C et f : U — C
une fonction holomorphe. On suppose que f est injective sur U. Alors, I'image f(U) est un ouvert de C et f est
un difféomorphisme holomorphe de U sur f(U), i.e. f~! est holomorphe sur f(U).

Remarque : 11 est remarquable qu’on est besoin d’aucune hypothese sur la dérivée de f : I'injectivité de celle-ci suffit a montrer
que f ne s’annule pas. Sinon, le développement en série entiére de f indiquerait qu’elle se comporte comme x¥, k > 2 qui n’est
Ppas injective.

Application (Inversion de la fonction holomorphe [2, p.2341) : Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité |z| < 1. On suppose
f(0) =0, f'(0) =1et|f(z)| < M pour |z| < 1. Alors, f est un difféomorphisme holomorphe du disque |z| < R sur un ouvert
contenant le disque |w| < £.

a1

z

Démonstration. — Ilexiste R €]0,1[ tel que |f'(z) — 1] < ‘iRI pour |z| < 1:on applique le principe du maximum a et

on choisi R = ﬁ

— f injective sur le disque |z| < R : compare les valeurs de f(z) — z en deux points.
2
— |f(z) —z|] < % pour |z| < 1: calcul d'intégrale
— Conclure : application du théoréme de Rouché a la fonction z — f(z) — w puis le théoréme d’inversion locale version

holomorphe.
O

Application en analyse Nous donnons ici quelques applications de ce théoréme. Ces applications
viennent de problemes d’analyses.

Théoreme (Théoreme de changement de coordonnées). Soient fi,..., fn des fonctions numériques de
classes C! au voisinage d'un point a de R". Les relations uy = fi(x1,...,Xu), ..., Un = fu(x1,...,xn) dé-
finissent un changement de coordonnées sur un voisinage de a si et seulement si le déterminant du Jacobien n’est
pas nul, c’est-a-dire, si les différentielles Df1(a), ..., Dfy(a) sont des formes linéaires indépendantes sur R™.

Démonstration. Reformulation du théoréme d’inversion locale. O

Exemple ([2, p.71]) : Coordonnées polaires

Corollaire. Soient fy,..., fp des fonctions numériques de classes C! au voisinage d'un point a de R". On peut
les compléter par des fonctions fyi1,..., fn en un changement de coordonnées au voisinage de a sur RR" si et
seulement si les différentielles Df1(a), ..., Dfy(a) sont des formes linéaires indépendantes sur R".

Remarque : Ce résultat est une généralisation du théoréeme de la base incompléete en algebre linéaire. Il permet de simplifier
un probleme en changeant les coordonnées de fonctions qui y jouent un role important (résolution d’équations aux dérivées
partielles).

Proposition (Perturbation de l'identité [1, p.714]). Soient E un espace de Banach et g : E — E une applica-
tion C. S'il existe M > 0 tel que, pour tout x € E,
fe = Ig + eg est un C'-difféomorphisme de E dans E.

dxglc(g) < M, alors, pour tout € € }0, 5 [ U'application

Démonstration. — fe est bijective : on se rameéne a un résultat des points fixe et on montre que z — €g(z) est contractante via
le théoréme des accroissements finis.

— fe estbijective : on applique le théoreme d’inversion locale a fe.
O

Proposition (Isométrie de R"* [1, p.715]). Soient n > 2 et f : R™ — R™ une application C' telle que
Vx € R™, Df(x) € GL,(R) et |f(x)|2 = |x|. Alors f est surjective.



Démonstration. — On se restreint au cas ol I'isométrie est définie sur la sphére S, de centre 1'origine et de rayon r qui est
connexe.

— f(Sy) est fermé : image d'un compact.

— f(Sy) est ouvert : théoreme d’inversion locale.
a

Théoréme (Lemme de Morse a deux variables [2, p.330]). Soit U un ouvert de R? tel que 0 € U. Soit
f: U — Rde classe C3. On suppose que la forme quadratique D?(£)(0,0) est non-dégénérée.
1. Si la signature de D?(£)(0,0) est (2,0) alors il existe u et v tels que f(x,y) — £(0,0) —df(0,0)(x,y) =
u(x,y)* +o(x,y)*.
2. Sila signature de D?(£)(0,0) est (1,1) alors il existe u et v tels que f(x,y) — £(0,0) —df(0,0)(x,y) =
u(x,y)? —o(x,y)*.
Démonstration. — Développement de Taylor a I'ordre un avec reste intégrale.

— On effectue une réduction de Gauss et par positivité du déterminant (via la signature du cas 1), on obtient les fonction u
et v. On conclut avec le théoréme d’inversion locale.

— Sila signature est (+, —) on se ramene au cas précédent, si elle est (+, +) on décompose par Gauss. Sinon (elle est (—, —))
et on applique ce qui précede a —f.
a

Application ([2, p.341]) : Etude affine locale d’une surface via le lemme de Morse : décompose selon la signature.

Application en algébre et en géométrie Nous donnons ici quelques applications de ce théoréme. Ces
applications viennent de problemes d’algebre.

Théoréme (Réduction des formes quadratiques [2, p.209]). On note E I'espace des matrices réelles n x n et
S le sous-espace des matrices symétriques. On fixe Ay € S inversible. Soit ¢ : E — S I'application définie par
(M) =t MAgM. Alors, il existe un voisinage V de Ay dans S et une application de A — M € V de classe C!
telle que A)' M AyM.

Démonstration. — Lapplication ¢ est de classe C! car polynomiale de noyau de Dg(I) est les matrices H telles que AgH soit
antisymétrique.
— Décomposition des matrices en somme d’une matrice symétrique et une matrice antisymétrique : supplémentaire du
noyau de D¢(I) est dans F. On restreint alors ¢ a F et on applique le théoréme d’inversion locale.
O

Remarque : Pour toute forme quadratique suffisamment proche d'une forme quadratique non dégénérée, elle lui est équivalente
(on s’y ramene par changement de base). Elles ont en particulier la méme signature. Donc les matrice de méme signature donnée
forment un ouvert de S.

De plus, en appliquant ce résultat a Ag = I, on voit que tout matrice A symétrique suffisamment proche de l'identité admet
une racine carré symétrique.

Application (Lemme de Morse & n variables [2, p.3541) : Soit U un ouvert de R? tel que 0 € U. Soit f : U — R de classe C3. On
suppose que la forme quadratique D?(f)(0,0) est non-dégénérée de signature (p,n — p) et que Df(0) = 0. Alors, il existe un
difféomorphisme x — u = ¢(x) entre deux voisinage de l'origine, de classe C', tel que ¢(0) = O et f(x) — f(0) = uf + - -- +uj —
ugﬂf---fu,%.
Idée de la preuve. — Formule de Taylor a I'ordre un avec reste intégral : existence d’une matrice Q symétrique.

— Réduction des formes quadratiques : décomposition de Q(x) = M(x)Q(0)M(x).

— Théoreme d’inversion local sur la matrice M.

O

Le TIL transforme un systéme quelconque (de classe C') de deux équations a deux inconnues se
discute comme un systéme linéaire de rang le rang de la matrice jacobienne.
Application (Systeme de deux équations a deux inconnues [2, p.211]) : Soient U un ouvert de R? et ¢ : U — RR? une application de
classe C! telle que ¢(x,y) = (f(x,y),g(x,)). Etudions le systéme d’équation f(x,y) = u, g(x,y) = v olt u et v sont données.

— Si Dg est de rang 2 en un point de U, alors il existe un ouvert V (donné par le TIL) tel qu'il existe une unique solution.

— Si D¢ est de rang 1 en tout point de U, alors le systéme possede soit une infinité de solution, soit aucune.

— Si Dg est de rang 0 en tout point de U, alors le systéeme posseéde une solution si et seulement si u = A et v = B tout point
(x,y) € U est alors solution.

Théoreéme (Image de I'exponentielle de matrice [4, p.48]). Soit A € M, (C), ona exp(C[A]) = C*[A].
Corollaire. 1. exp(M,(C)) = GL,(C)

2. exp(Mn(R)) = {A%, A € GL,(R)}

3. GL,(C) ne possede pas de sous-groupe arbitrairement petit.
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