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Références du développement : 40 développements en analyse [1, p.207], intégration et probabilité [2,
p.220].

Legons oit on présente le développement : 250 (Transformée de Fourier) ; 260 (Espérance, variance, moment);
264 (Variables aléatoires discretes).

1 Introduction

Le théoreme central limite (aussi improprement appelé théoreme de la limite centrale ou centrée)
établit la convergence en loi de la somme d’une suite de variables aléatoires vers la loi normale. Intui-
tivement, ce résultat affirme que toute somme de variables aléatoires indépendantes tend dans certains
cas vers une variable aléatoire gaussienne. Ce théoréme et ses généralisations offrent une explication de
I’'omniprésence de la loi normale dans la nature : de nombreux phénomenes sont dus a I'addition d"un
grand nombre de petites perturbations aléatoires.

Historiquement, c’est bien le théoreme qui est central, ce qui rend l'appellation « théoreme de la
limite centrale » impropre en toute rigueur. Elle est cependant souvent employée, les mathématiciens
francais considérant que 1’adjectif « central » s’applique au centre de la distribution, par opposition a sa
queue.

2 Théoréme central limite

Schéma du développement (lecons 250 et 260)

Preuve du théoréme 1
1. Centré et réduire les variable du théoréme.

2. Calcul de la fonction caractéristique d’une variable suivant une loi normale (lemme 1) :
théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale.

3. Ftude de la convergence de la suite des fonctions caractéristiques induite par X;.
(a) Calcul de la fonction caractéristique de la variable 57%
(b) Calcul du développement limité de cette fonction caractéristique.
(c) Etude d’une majoration (lemme 2)

(d) Etude dela convergence.




Schéma du développement (lecon 264)
— Preuve du théoréme 1

1. Centré et réduire les variable du théoréme.

2. Ftude de la convergence de la suite des fonctions caractéristiques induite par X;.

(a) Calcul de la fonction caractéristique de la variable %

(b) Calcul du développement limité de cette fonction caractéristique.
(c) Etude d’une majoration (lemme 2)
(d) Etude dela convergence.

— Preuve de I'application 1

Théoreme 1. Soit (Q), F,P) un espace probabilisé. Soit (Xy), N+ Une suite de variables aléatoires réelles,

indépendantes et identiquement distribuées et éléments de L(Q), F,P). On suppose en outre que Var(Xy) # 0.
Alors, ona

Vi (X~ E[X1]) 5 N0, Var(Xy))

Démonstration. Soit (X, ), - Une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et identiquement
distribuées et éléments de L?(Q), F,P). Onnote S, = Y, X; et X, = %Sn.

l::tape 1: centré et réduire Quitte a centrée et réduire les variables aléatoires, on peut supposer que

E[X;] = 0 et Var(X;) = 1. (Sinon, on pose Y, = X"%Eg?% et si /nY, n_>i> N (0, Var(Xy)), alors
ar( Aq [e°]

Vi (%~ E[X)]) 5 Var(KN (0,1) = N(0, Var(X1))

Etape 2 : calcul de la fonction caractéristique d’une variable suivant une loi normale
Lemme 1 ([2, p.220]). Soit X ~ N'(0,1), alors gx () = e 2.

Démonstration. Montrons que si X ~ N(0,1), alors pour tout z € C, E [¢**] = er.

— tr>elest holomorphe

2
— E[e*] = \/% / j;o e**~ T dx (Application du théoreme d’holomorphie sous le signe intégrable).
Soit,
x2
E[e**] = \/%7 [ e T dx (Précédent)
= ﬁe% f j;o e 2(x =27 gy (Factorisation et sortie d"une constante)
22 2
= \/12?37 f;o e*dey (Changement de variable y = x — z)
22 (e }2
= e7 (fjoQ e_/Tdy =V2m)

N

— Par unicité du prolongement analytique : E [¢*] = 7.
a2 2
2

— Onendéduit que px(t) =E [¢*] =e 2 =e

Etape 3 : étude de la convergence de la suite des fonctions caractéristiques induite par X; D’aprés
le théoreme de Paul Lévy, il suffit de montrer la convergence simple sur R de la suite des fonctions

. . P . . _2

caractéristique <(p Su > vers la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite t — e~ 2
Vi) neN*

(lemme 1).



Etape a : calcul de la fonction caractéristique de la variable 57% Soit t € R, ¥n € IN*, comme
X1, ..., Xu sont mutuellement indépendantes et identiquement distribuées, on a

(t) = E {exp(it\s—})} (Définition de la fonction caractéristique)

= E |exp(-L NG " 1Xi)| (Définitionde S;)

E [T, exp(Z£X;)| (Propriété de exp)

T
" E { p(TX )| (Indépendance des X;)
= [T ¢x, (ﬁ) (Définition de la fonction caractéristique)
n
((px1 (ﬁ)) (Les X; sont identiquement distrbuées)

O

Etape b : calcul du développement limité de cette fonction caractéristique Comme X; €
L?(Q, F,P), sa fonction caractéristique est de classe C? et par la formule de Kronig, on a ¢, (0) =

iE[X;] = 0et g% (0) = —E[X3] = —Var(X;) = —1. Ainsi, ¢x, admet un développement limité au

voisinage de 0 de la forme ¢px, =1 — % +0 O(hZ).
—

Etape c : étude d’une majoration

Lemme 2. Soita,b € D(0,1). Alors, pour tout n > 1, on a |a" — b"| < n|a — b|.

Démonstration.
|a" —b"| = ’( b)Y —ga" 1o kbk’ (Développement)
< |a—b|Zk:O a”‘l_kbk‘ (Inégalité triangulaire)
< nla—bl (a"‘l_kbk‘ <1

O

Etape d : étude de la convergence D’apres le développement limité de ¢yx,, on dispose d’une
fonction € : R — C telle que ¢x, (h) =1 — h; + h2e(h), avec }llirr(l) e(h) =0.
—
Il est également possible de choisir un rang N € IN* tel que Vi > N,

t2
’1—2 <lem-—-£2<ne —£2<0
n

de sorte que d’apres le lemme, pour tout 7 > N, on ait :

‘(ps,:l(t)—( _zt;)”‘ = el - (1- £ (Caleul de S (1)
< ”‘¢X1(ﬁ)_ ( —%)‘ (Lemme 2)
_ (%)2 )2 t £2 4
= n ‘1 e ¥ (W) € (7) -1+ Zn‘ (Développement de ¢x, (h))
= %n ‘e (ﬁ ‘ (Simplification)
- ’e (&) (Simplification)
— 0 Limite deeen 0

De plus (1 - %)n — exp(—": ) donc finalement par inégalité triangulaire, ¢ s, 51 (t) — exp(—%).
O



Application 1. Soit p € 0,1[. Soit (Yy), e+ une suite de variables aléatoires réelles telles que pour tout
n € IN*, Yy, suivent la loi binomiale B(n, p). Alors, on a

Y, —np c N
=g e OV

Démonstration. Soit (X), o une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement
distribuées suivant une loi de Bernoulli B(1, p). En appliquant le théoréme central limite a cette suite
de variables de carré intégrable, on a

L
Vi(Xu = p) =2 N(0,p(1-p))
c’est-a-dire, (en sortant la variance)

Lia Xi —np —"Py £, A(0,1)

np(l—p) ~ noe
car . .
— 1 Yo Xi—np
X, —v) = - X —p) = ==l T
Vin(Xy —p) = vn(- 1:21 i—p) NG
Or, pour tout n € IN¥, les variables aléatoires Y, et )/ ; X; ont la méme loi. O
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