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Référence du développement : Gourdon [1, p.284].

Lecons ot on présente le développement : 203 (Compacité) ; 228 (Continuité et dérivabilité) ; 239 (Fonctions
par intégrales).

1 Introduction

Un célebre théoreme de Weierstrass affirme que toute fonction continue sur un segment de R est
limite uniforme sur ce segment d’une suite de polyndmes. La démonstration originale de ce théoréme
fut donnée a 1’aide de la convolution et des suites de fonctions particulieres que nous appelons approxi-
mation de 'unité.

Notons que cette démonstration n’est pas constructive : on ne donne pas la suite de polynéme qui
converge vers la fonction continue. On se "contente” de prouver leur existence. Une deuxiéme démons-
tration constructive existe. Elle fait intervenir les polynoémes de Bernstein et les probabilités, mais nous
n’en parlerons pas ici.

L'objectif du développement est donc de montrer le théoréme suivant :

Théoréme (Weierstrass). Pour tout f : [a,b] — R continue oit [a, ] est un segment de R, il existe une suite
de polynome convergeant uniformément vers f sur [a,b).

2 Preuve du théoréme de Weierstrass

Cadre On note C? I'ensemble des fonctions continues nulle en dehors d’un compact (soit les fonctions
continues a support compact). On muni cet ensemble de la loi de convolution *, ce qui nous permet de
définir la convolée pour toutes fonctions de C?.

Théoreme (Weierstrass). Pour tout f : [a,b] — R continue oit [a,b] est un segment de R, il existe une suite
de polyndme convergeant uniformément vers f sur [a,b].

Schéma du développement
1. Montrer que la suite de fonctions (f * x,),enN converge uniformément vers f dans R.

2. On définit une approximation de 1'unité p, et on montre que f * p;, est un polyndéme dans

le cas ot le support de f est [—3; 5].

3. On conclut la preuve

Démonstration. Soit f € C? et (xn)nen une approximation de I'unité. Nous allons montrer le théoréme
en trois étapes.

Etape 1: montrons que la suite de fonctions (f * x,,),c converge uniformément vers f dans R.  Soit
€ > 0, montrons que limy,co||(f * X1n) — fl|e = 0.



Comme f € C?, par le théoréme de Heine, f est uniformément continue sur son support. De plus,
elle est nulle partout ailleurs donc f est uniformément continue sur R. on en déduit :

I >0V(xy) R x—yl <n, [f(x)—fly)l<e
Soit N € IN tel que pour tout n > N, on ait f‘ H>y Xn(t)dt < e. (Lexistence d'un tel N est assuré par

la définition de x;,. En effet, comme Va > 0, lim, f‘t|> N Xn(t)dt = 0, si on pose & = 7, par définition
de la limite on trouve N.) Soit n > N, on a alors, pour tout x € R:

[f*xa(x) = f(x)] = |fj;o flx=)xa(t)dt — f(x)]| (def convolution)
= [T f = xa®)dt— f(x) [T3 xa(t)dt]  (Fne N, [T xu(t)dt = 1)
= |f+oo (x —1) = f(x))xn(t)dt| (linéarité)
< ff::’|f< — 1) = f(2) | xn(b)dt (¥n € N, xu > 0)

|
f|t\277‘f(x —1) _f(x)|7(n( )dt
JENF(x =) = f(x m( )dt

On veut alors majore chacun des deux termes du membre de droite de l'inégalité. On a :
f‘t|>17|f(x —t)— f()|xn(H)dt < 2||flleo f\f\>77 Xn(t)dt (def de norme sup et linéarité)
2 = . et
< 2[|f|le€ (Hypothese sur N)

f M exu(t)dt  (f est uniformément continue)
ef _+'7 Xn(t)dt  (linéarité de [)
€ ff;o xn(H)dt  ([— 17, +1] C [—00; +00] et croissance de [)
€ (foo)(n )dt =1 par def)

|f#xn(2) = f(0)] < 2] flleo +1e
En passant au sup sur IR, on obtient que :
1f*xn = flleo = (2]l +1)e

Comme, f est bornée (car elle continue a support compact), ||f||, < o0, ona:lim||[f * x» — f||c = 0
D’ott la convergence uniforme.

(séparation de [)

ST (= 1) = f () xn (1)t

IN N

On en déduit que :

Etape 2 : on définit une approximation de I'unité p, et on montre que f * p, est un polynéme dans le

cas ou le support de f est [— %; %} Pour tout n € IN, on pose

) pn: R — C
an = [,(1—£)"dt et AN { (1—t2)"/a, si <1
0 sinon
On remarque que py, est bien une approximation de 1'unité. (En effet,
+oc0 +1
[
définition de p, définition de a,
De plus, on a que
a, = 2[0 (1—t2)"dt  (par t?)
> 2f0 t(1—t2)"dt (part > 0)
= {M} l (par calcul de [ avec primitive)
n+1 0 p p
= n%rl (par calcul)
Doncsia >0 (eta < 1),ona‘v’n € IN*:
f\t\za pa(t)dt = 2 f tz ndt (par t2)
% (1—a2)" (en majorant brutalement I'intégrale)

ININA

2(n+1)(1—a?)" (par le calcul de a,)
Et comme |1 — a?| < 1, on obtient la limite que I’on cherche.)



Soit I = [— %, %] Soit f € C? telle que son support soit I. Montrons que f * p, est un polyndme. On
apourtoutx € I:

S~~~
commutativité def support de f

"+-00 +%
Frr)® = AR pr-nrmd =[x nfbd

De plus,six € Iett € I,ona |x —t| < 1 (car la longueur de l'intervalle I est de 1). On en déduit que
pu(x—1t) = 7(1_%?)2)", soit
pn(x —t)an = (1—(

|
~
~—
N
~—
=

(multipliant par a;)

—x2 + 2xt — tz) (en développant le carré)

i—0 I; (—x2— tz)j (2tx)k=i > (en développant la somme dans k)

N (i (i
Fo () (20 (1) 4
ot A = ((~ 1)ix2i+ (1))

= Y2 oqr(t)xk avec g; un polynome.
D’oty, de ce qui précede, on a:

(f * pr)x f/ (2% ) at

Soit par linéarité de 1'intégrale (comme la somme est finie), on en déduit que :

2n 1
(f*pu)(x) = Z (/—:2 qk(t)f(t)dt> xk

h=0 2
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(2tx) ) ) (en développant la somme dans k)

qui est bien une fonction polynéme sur I. De plus, par le point précédent comme f est limite uniforme
de f * py, on en déduit que f est limite uniforme sur I d"une suite de fonctions polynomes.

Etape 3 : on conclut la preuve Soient [a,b] un segment de R et f : [a,b] — R une fonction continue.
Soit [c,d] un intervalle de R tel que [a,b] C [c,d] (existe car un intervalle de R est un fermé borné).
On peut alors prolonger contintiment f sur [c, d]| par des fonctions affines valant 0 en c et f(a) en a (de
méme pour [b, d]). Puis, on prolonge f sur tout R par 0 hors de [c,d]. Donc f ainsi prolongée appartient
acl.
d

_dte
En effectuant un changement de variable affine (on pose y = = 2 car “1< est le centre du segment

et d — ¢ sa longueur) on peut se placer dans le cas ot [c,d| = { %, 2} On applique ainsi le résultat

obtenu précédemment et f est limite uniforme de fonctions polynomiales sur [c,d], elle I'est donc en
particulier sur [a, b] (car [a,b] C [c,d]).
O

Remarque. Une fonction qui est limite uniforme de fonctions polynomiales est une fonction polyno-
miale.

3 Compléments autours de 1"utilisation de la convolution

Convolution

On souhaite définir la convolution pour les fonctions de C? qui est 'ensemble des fonctions conti-
nues a support compact. Cet ensemble est a un sous-espace vectoriel qu'on munit de la loi de convolu-

(en développant la somme dans n)



tion x telle que pour tout f,g € C?, on définit leurs convolée par :

fxg: R — C
x oo JISfx - tg(hat
On rappelle que cette loi est commutative (en effectuant le changement de variable u = x —t) et

distributive par rapport a ’addition (linéarité de I'intégrale).

Approximation de 1'unité

On appelle séquence de Dirack ou encore approximation de 1'unité toute suite (x,) de fonctions
positives de C vérifiant :

Vi eN, [TJxa(t)dt=1 et VYa>0, limy e [y, xn(t)dt =0
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