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Introduction

Le but de ce stage était d’introduire la notion d’anneaux de valuation.

Ce rapport a été rédigé en suivant la logique globale de la section “valuation rings”
du chapitre 5, du livre Introduction to Commutative Algebra de M.F ATIYAH et [.G
MACDONALD [AM], et en y incorporant la rédaction des exercices se rapportant
au chapitre ainsi que des compléments nécessaires a la compréhension.

L’introduction des anneaux de valuation est assez récente puisque qu’elle date du
début du XX¢s.

Tous les anneaux considérés seront commutatifs et unitaires.

l. Préliminaires

I.A. Rappels

Définition 1.1 Un idéal mazimal m d’un anneau commutatif A # (0) est un idéal
tel qu’il existe exactement deux idéaux qui le contiennent, a savoir lui-méme et
I’anneau entier.

En d’autres termes, m # A et VI C A, I idéal de A, si m C [ alors I = A ou
I =m.

Définition 1.2 Soit A un anneau, A est un anneau local s’il admet un unique
idéal maximal.
Rappel 1.1 : Théoreme de KRULL.

Soit A un anneau non nul, I un idéal de A, I # A, alors il existe m un idéal
maximal de A tel que I C m.

Définition 1.3 Soit A un anneau integre. On appelle K = {% |a, be A} le corps
des fractions de A, parfois noté Frac(A).

ProrosiTioN 1.A.1
Soient A un anneau, A # (0) et m = {z € A |z7' ¢ A}. Aest local si, et seulement
si, m est un idéal de A. Dans ce cas, m est I'idéal maximal de A.




Preuve

e Supposons que m est un idéal de A.
Soit [ un idéal de A.
Si I contient un élément inversible de A alors I = A.
Sinon, il ne contient aucun inversible de A donc I C m.
On en déduit que m est I'unique idéal maximal de A et que A est local.

e Supposons maintenant que A est local, d’idéal maximal max(A).
max(A) C m sinon max(A) = A.
Siz € m, () C max(A) car max(A) est I'idéal maximal de A. Donc z € max(A)
et m C max(A).
On a donc montré que max(A) = m donc m est un idéal de A.

Rappel 1.2 : Lemme de ZORN

Si un ensemble ordonné est tel que toute chaine (sous-ensemble totalement or-
donné) possede un majorant, alors il possede un élément maximal.

Rappel 1.3 : Premier théoreme d’isomorphisme de Emmy NOETHER

Soit f: A — A’ un homomorphisme de groupes, d’anneaux ou de modules, alors
A/ ker f est isomorphe a Im f.

1.B. Anneaux de fractions

Définition 1.4 Soit S C A, non vide. On dit que S est une partie multiplicative
de Asile S, 0¢ S et S eststable par multiplication.

Définition 1.5 Soient A un anneau et S une partie multiplicative de A. La loca-
lisation de A par rapport a la partie multiplicative S est ST'A = (A x S)/R ou
(a,s)R(d,s) si, et seulement si, Ju € S, u(as’ — a’s) = 0.

ProrosiTIiON 1.B.1
S—1A est un anneau.

Preuve

(cf : cours de L3)



Définition 1.6 Si A est un anneau integre alors S = A\ {0} est une partie
multiplicative de A et S7™1A est le corps de fractions de A.

PROPOSITION [.B.2
Si p est un idéal premier de A alors S = A\ p est multiplicative et on note

A, = STTA.
Définition 1.7 A, est dit localisé de A en p.

THEOREME 1.1
Soient A un anneau et p un idéal premier de A. A, est un anneau local, d’idéal
maximal pA, == {2 | a € p,s ¢ A\ p}.

Preuve

AP:{%a (IGA, S%A\p}
Montrons que pA, est un idéal de A,.

Soient <, L € pA, et + € Ay.

s17 s2

a C ac

S1  S3 5153

Comme p est un idéal, ac € p car a € p et 2 € pA,.

5183

a b ass + bsq

S1 S2 5152

Comme p est un idéal et a,b € p, asy + bs; € p donc “5821—*;251 € pA,.
Donc pA, est un idéal de A,.
Remarquons que 1 = % ¢ pA, donc pA, # A,.

Soit =% ¢ {a € 4, | 1 dpA,}.
ugpdoncueSett=a""eA,.

Donc pA, = {z € A, | 1 ¢ A}
D’apres la proposition I.A.1, A, est local, d’idéal maximal pA,. O

Remarque : Si A est un anneau integre, p € Spec A, A C K = Frac(A) et A,
s'injecte dans K par § — .

ACA, CK.



THEOREME 1.2
Les idéaux propres de pA, sont de la forme I A, avec I un idéal de A, I C p.

Preuve
IAy, I Cp,estunidéal de A, par les méme arguments que précédemment.

Réciproquement, soit J un idéal de A, alors J C pA,. Soit ¢ : A — S7'A telle
que p(a) = § pour tout élément a de A.

¢ est un morphisme d’anneau (c¢f : cours de L3).

@ H(J) est un idéal de A et ¢ 1(A) C ¢! (pAy) = p donc TA, C J avec
I=¢p'(J).

vVeeldJ, % € A, donc § = £ € J car J est un idéal de A,.

On en déduit que a € I donc que ¢ € [ A,.

Dot J C A, et J = IA,. O

I.C. Extension de corps et Théorie de GALOIS

Définition 1.8 Soient A et B deux anneaux tels que A est un sous-anneau de B.
On dit que B est une extension de A.

On dit que = € B est algébrique sur A s'il existe P € A[X] non nul, tel que
P(z)=0.

Sinon, on dit que x est transcendant sur A.

Définition 1.9 Soient A et B deux anneaux tels que A est un sous-anneau de B.
On dit que = € B est entier sur A s’il existe ag, aq,...,a,_1 € A non nuls, tels que
ap + a1 x + -+ ap1 2" 2" = 0.

Remarque : entier = algébrique. La réciproque est fausse en général, elle est vraie
si A est un corps.

Définition I.10 Soient k& un corps, k' une extension de k£ et z un élément de £’
algébrique sur k.

On appelle polynome minimal de x un polynéme non nul de k[ X] de degré minimal
tel que P(x) = 0.

Rappel 1.4 : Un idéal principal est un idéal engendré par un seul élément.

Rappel 1.5 : Un anneau principal est un anneau dont tous les idéaux sont

principaux.



THEOREME 1.3
Soient k& un corps, k&’ une extension de k et x un élément de k’.

Si x est algébrique sur k de polynome minimal II, alors [k[z] : k] = degIl, k[z] est
un k-espace vectoriel de dimension n = deg P et de base (1,x,...,2""1).

De plus, si €2 est un corps algébriquement clos et g un homomorphisme de £ dans
), alors g peut étre étendu a k[z].

Preuve
Soit f, défini de la maniere suivante :

fx:k:[X]—Hf’
eck—e
X—zek.

Par définition de f,, Im f, = k[x]. D’apres le rappel 1.3, k[X]/ker f, ~ Im f,.
Im f, est integre donc ker f, est un idéal premier de k[X]| qui est principal.

On a alors ker f, = (0) ou ker f, = (II(X)) avec II un élément irréductible de
k[X].

Si ker f, = (0) alors f, est injective, donc k[X]| ~ k[x] et VP € k[X], P # 0,
P(x) # 0, donc z est transcendant sur k.

Sinon, ker f, = (II(X)), II(x) = 0 donc z est algébrique sur k.

Remarque : 11 est le polynome minimal de z, il est défini a un inversible pres.

De plus, (II(X)) est un idéal maximal de k[X] donc k[X]/ker f, = k[z] est un
corps.

VP € k[X], 3Qp, Rp € k[X] tels que :
P(X) =Qp(X) -II(X) + Rp(X) avec deg Rp < degIl.
Comme P(z) = Qp(z) -E(/:Q%—Rp(x), VP € k[X], fo(P) = Rp et f, : k[X] — k]

=0
est surjective, donc k[x] = k[z],_1 ot n = degI.

On en déduit que k[z] = {ap + vz + -+ a,_12" " | o; € k} donc k[z] est un
espace vectoriel et {1,z,...,2" "1} est une famille génératrice de k[z].

Si {1,2,...,2" 1} est lié, on obtient une relation D(x) = 0 de degré strictement
plus petit que n avec D un multiple de II. Donc D = 0.



D’ou : k[z] est un espace vectoriel de dimension n = deg Il sur ket {1,z,..., 2" '}
forment une base de k[z].

Soit 2 un corps algébriquement clos. On montre qu’il existe ® qui prolonge
gk — Qtelle que ® : k[z] — Q.

e k[z]C K

Comme () est algébriquement clos, II a au moins une racine dans §2.
On choisit n’importe quelle racine de II dans €2, on la note x;.

On définit f,, : k[X] — ©Q de la maniére suivante :

fuy s K[X] — Q
eckmre
X = x €

On obtient alors :

kK k[X] k[X]/(S)
g fox
0r

Soit (S) = ker f,,, avec S un polynome irréductible de k[X]. On sait que
ker f,, # (0) car il contient II.

(S) est un idéal premier de k[x] contenant (II) qui est maximal. Donc (S) = (II).
1 suffit donc d’envoyer X € k[X]/(I) sur z; € Q pour définir f/ : k[X]/(IT) — Q.

10



Comme f, est bijective, f. o f, : k[z] — Q prolonge g.

I.D. Extension d’anneau, éléments entiers

Définition I.11 Soit A un anneau. Un A-module M est un groupe abélien tel
que :

AxXx M— M

(a,m) — a-m,

avec - distributif par rapport aux additions 4, et +4, associatif et 14 - m = m.

Définition I.12 Un A-module de type fini est un A-module qui admet un systeme
fini de générateurs.

Définition 1.13 Un A-module fidéle M est un A-module tel que :

Vae A, aM = {(0) =a=0.

LEMME I.D.1 LEMME DE NAKAYAMA 1.
Soient A un anneau local d’idéal maximal m et M un A-module de type fini.

SimM = M, alors M = (0).

Preuve
M est de type fini donc M = (uq,...,u,) avec n minimal. Supposons M # (0),
comme mM = M, il existe ay,...,a, € m tels que :

Up = AU+ + AplUy
un( l—a, )=au+ -+ ap_1Up_1.
~——

¢m sinon lem

11



Donc 1 — a,, est inversible, et :
Uy = (1 —an) Harug + - + Gp_1tp_1).

Ce qui contredit la minimalité de n donc M = (0).

LEMME 1.D.2 LEMME DE NAKAYAMA 2.
Soient A un anneau local d’idéal maximal m, M un A-module de type fini, N un
sous-module de M.

SiM =mM+ N alors M = N.

Preuve
Ona M/N =mM + N/N = m(M/N). D’apres le lemme 1.D.1, M/N = (0) donc
M = N.

]

LEMME 1.D.3 LEMME DE NAKAYAMA 3.

Soient A un anneau local d’idéal maximal m et M un A-module de type fini. Soient
Ti,...,Tpn € M/mM des éléments qui engendrent M/mM et N = (z1,...,x,).
Alors N = M.

Preuve
N est un sous module de M par définition.

Soit m € M/mM, m = @y &1 + - -+ + GpZp. Doncm:glx1+---+an3§n+a ou «

-~

eN
est un élément de mM. Donc M = N 4+ mM et d’apres le lemme [.D.2, M = N.
O

Définition I.14 L’ensemble A des éléments z € B entiers sur A est appelé cloture
intégrale de A dans B.

Si A= A, on dit que A est intégralement clos.

Si A = B, on dit que B est entier sur A ou que I'extension A C B est entiere.

12



PRrROPOSITION I.D.1
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) = € B est entier sur A;

(ii) A[x] est un A-module de type fini;

(iii) Alz] est contenu dans un sous-anneau C' de B qui est un A-module de type
fini;

(iv) il existe un A[z]-module fidele M qui est un A-module de type fini.

Preuve
(i) = (ii). Par définition, il existe ay,...,a, € A tels que

H(z) = 2" +az" '+ 4a, =0.

Soit P € A[X], comme le coefficient dominant de II est 1, on peut effectuer la
division euclidienne : P = IIQ) + R avec deg R < n donc P(z) = R(z) et

Alz] = A1 + Az + Az + - + Az

(ii) = (iii). Il suffit de choisir C' = Alz].

(iii) = (iv). On prend C' = M. Soit y € Alz], yC = (0) implique y - 1 = 0 et donc
y = 0. C est bien fidele.

(iv) = (i). Soit (21, ..., 2,) un systeme de générateurs du A-module M.

On considere la matrice M de coefficients a;; donnés par : zz; = >, <j<n Qji%j;
.e., -m = Mm, M est une matrice de '’endomorphisme “multiplication par z”
dans le systeme de générateurs (z1, ..., 2,).
Soit x(X) = det(M — X Id) le polynome caractéristique de M.
X o X
Remarque : Soit B=| :+ .. ¢ |.II(X)=det(B—XI,) € Z[X11, ..., Xu][X].
an e Xnn

Or Z[X11,. .., Xon) CQ[X11, ..., Xon] C Q ol Q est algébriquement clos, on peut
appliquer le théoreme de CAYLEY - HAMILTON : II(B) = 0.

Par Papplication : L X1, ..o, Xpn] > A , on obtient que x(M) = 0.
Xz‘j = Qg4
1— 1A7

On s’intéresse maintenant a I’endomorphisme < multiplication par x(x) >.

Comme x(z) = co+c1x+- -+ 12" 1+ (—1)"z", une matrice de 'endomorphisme
est : coly, + LM+ - 4 o M4 (=1)" M = x(M).

13



Or x(M) = 0 donc 'endomorphisme de multiplication par y(z) est nul,
X(x)M = 0 mais M est fidele donc x(z) = 0, = est entier sur A.

COROLLAIRE 1.D.1
Soient x;, 1 < i <n des éléments de B entiers sur A, alors 'anneau Az, ..., ;]
est un A-module de type fini.

Preuve

On fait une récurrence sur n.

o Initialisation : Soit z1 € B, entier sur A, alors il existe un polynéme P € A[X]
de coefficient dominant 1 tel que P(x;) = 0. On a donc Afx,] = A[21]deg(p)-1

et (1,21,...,%aeg(p)—1) €st un systeme de générateurs de A[z{] en tant que A-
module.

e Hérédité : On suppose que Alxy,...,T,] est un A-module de type fini.
Soit {ey,...,e,} un systeme de générateurs de Az, ..., Zy).

Alzy,. . x| [tme] = {Z;ZO r aije)wl,, . |ai; €A reN } Or Zpi1

. —1
est entier sur A, Sy + SiTmi1 + -+ + Bporah, g + b = 0.

Ainsi toutes les puissances supérieures a p de x,, 1 s’expriment en fonction des
puissances inférieures ou égales a p — 1 de 1.

Done Afay, ...l ia] = {02 (0 aises) whay |y € A}
et {xfnﬂej | 0<i<p—-1,1<75< n} est un systeme de générateurs de
Alxy, ..., Tpm, Tme1] qui est done un A-module de type fini sur A.

COROLLAIRE [.D.2
La cloture intégrale de A dans B est un sous-anneau de B.

Preuve

Soit C' la cloture intégrale de A dans B. Il suffit de montrer que C est stable pour
'addition et la multiplication. Soient z,y € C, alors le module A[x,y] contient xy
et  +y. Par la proposition 1.D.1(iv) et le corollaire 1.D.1, zy et x + y sont entiers
sur A. O]

COROLLAIRE 1.D.3
Soient A C B C C trois anneaux tels que les extensions A C B et B C C soient
entieres, alors 'extension A C C' est entiere.

14



Preuve
Soit x € C' et soient ag,...a,_1 € B tels que

"4 a1z - 4 ag = 0.

Alors, par le corollaire 1.D.1, 'anneau B’ = Alay, ..., a,_1] est un A-module de
type fini et B’[z] est aussi un B’-module de type fini. Donc B'[z] est un A-module
de type fini. Par la proposition I.D.1(iii), on conclut que x est entier sur A. ]

COROLLAIRE 1.D.4
Soit A C B une extension d’anneaux et soit C' la cloture intégrale de A dans B,
alors C' est intégralement clos dans B.

Preuve
Soit z € B, entier sur C :

AcCCcClz

Or A C C est une extension entiere et C' C C|x] est aussi une extension entiere,
d’apres le corollaire I.D.1. D’apres le corollaire 1.D.3, A C C[z] est une extension
entiere, donc x € C.

Ainsi, si x € B est entier sur C', alors il est entier sur A, ce qui nous donne par

définition de C, z € C et C = C.
]

Il. Anneaux de valuation

IlLA. Généralités

Définition I1.1 Soient K un corps et A un sous-anneau de K. A est un anneau
de valuation de K siVo € K, 2 #0,x € Aouxz~! € A.

EXEMPLE

1 Soit K un corps, K est un anneau de valuation de K.
N Zy,= {% €eQ ’ s ¢ pZ}, p premier, est un anneau de valuation de Q.

15



Preuve

Soit z € Q, * = ¥, on choisit u et v premiers entre eux. Si p ne divise pas u,
alors 7! € Z,,. Sinon p ne divise pas v, car u et v sont premiers entre eux, donc
T € L. [

ProrosiTiON I1.A.1
Un anneau de valuation A est un anneau local.

Preuve
On considere le sous-ensemble m de A défini de la maniere suivante :

m={zecdat¢A}.

On a a fortiori 1 ¢ m donc m # A.
Montrons que m est un idéal.

Soient z € m,y € A, xy € A. On suppose que xy ¢ m :

Jue A, zyu=1.

Il en découle que yu = 2! € A, ce qui contredit z € m.
Soient z,y € m. Si x ou y est nul, alors on a évidemment = + y € m.

Si z et y sont non nuls alors

x—i—y:y(:cy’l%—l):x(ym’l—i—l).

On vient de montrer que m est stable par produit par un élément de A.
De plus, 2y~ ou yz~! est dans A, d'ott 2yt +1 ou yz~'+1 € A, donc x+y € m.

On a donc montré que si A est un anneau de valuation, alors m est un idéal de A.
Par la proposition I.A.1, A est local, d’idéal maximal m.

]

PrROPOSITION I1.A.2
Soient K un corps et A un anneau de valuation de K. Soit A" un sous-anneau de
K tel que :

ACACK,

alors A’ est un anneau de valuation.

16



Preuve
Ve K,z € Adoncx € A ouax=t € A, doncat e A.

]
ProrosITION I1.A.3
Soit A un anneau de valuation, alors A est intégralement clos.
Preuve
Soit © € K entier sur A.
SizreA,x—x=0,n=1et a; = —x.
Sinon z7! € A et
l+aa '+ +aa " =0
14271 (a1 4+ 4 anx_"H) =0
b (— (a1 + et anx_"+1)) =1
Onadonc:z=—(a;+ - +a,xz ") € A
]

Notations : Soient K un corps, {2 un corps algébriquement clos et
Y2={(A,f),AC K un anneau, f: A — Q un homomorphisme }.

On définit une relation d’ordre partielle sur ¥ :

(Avf)j<A/7f/) si. ACA et f/|A:f‘

On veut appliquer le lemme de ZORN (le rappel 1.2) & ¥<.

On considere une chaine de <. On pose (E,®) tel que E = J A et ®(x) = fa(x)
pour A tel que x € A. Alors (E, ®) est un élément majorant de la chaine.

On se retrouve alors dans les conditions d’application du lemme de ZORN (le rappel
1.2) donc X< possede un élément maximal, que l’on note (B, g).

LEMME I1.A.1
B est un anneau local et m = ker g est son idéal maximal.

17



Preuve
D’apres le rappel 1.3 appliqué a g : B+ {2, on a :

B 5 Q
o
B/kerg

g(B) = g(B/kerg) et g(B/kerg) ~ B/kerg. g(B/kerg) est un sous-anneau de
2, donc c’est un anneau integre. On en déduit que B/ ker g est intégre et donc que
ker g est premier.

ou By = {%’ | b,s€ B,s¢ m= kerg} et ¢ (%’) = %. g’ est bien définie, i.e., ne
dépend pas du représentant choisi.
Donc (Bn, ¢') € X et (B, g) est un élément maximal de X<, d’ou (B, g) = (Bw, d').
De plus, By = S7'B avec S = B\ m donc son idéal maximal est

mB, =mB =m.

C’est-a-dire : B est local, d’idéal maximal m. O

LEMME I1.A.2
Soit € K un élément non nul. Alors m[z] # B[z] ou m[z™!] # Blz™!].

Preuve
On suppose que m[z] = Blz] et m[z~!] = Blz™], Jag, a1, ..., an, Bo, B, -, Ba € m
tels que :

l=ap+az+ -+ a,2" (0.1)

1= o+ o+ 4 gz (0.2)

On choisit n et d minimaux. Comme ils jouent des roles symétriques, on suppose
n > d > 1. En multipliant (0.2) par 2™, on obtient :
" = ,6()93'” +Bll,n—1 4. _{_den—d
21— Bo) = Bia™ 4o Baa

18



Comme [y € m, 1 — [, est inversible.
"= (1- )" (5136"*1 +ot ﬁdx"’d)

On injecte dans (0.1) :
l=ap+az+ -+ ap(l—Bo) " (Bia" " + -+ Bga" )
1 = -+ 1T + 4 CYn(l — 60)*1ﬁdx"*d
+ an(1 = Bo) " Bacaa" P+ (1= Bo) T B

On obtient donc une nouvelle relation de degré strictement inférieur a n, ce qui
contredit la minimalité de n.

On conclut alors que m[x] # B[z] ou m[z~!] # Blz™1].

THEOREME I1.1
Soit (B,g) un élément maximal de ¥, alors B est un anneau de valuation du
corps K.

Preuve

Soit x € K tel que z # 0. On veut montrer que x € B ou 27! € B.

D’apres le lemme 11.A.2, m[x] # B[z] ou m[z~!] # Blz~!] et il est clair que m|[x]
est un idéal de B[z]. Comme z et 27! jouent des roles symétriques, on suppose
que m[z] # Blx].

D’apres le rappel 1.1, il existe alors m’ C B[z] tel que m’ est un idéal maximal de
Blz] qui contient m[z]. On a donc :

mfz] C m' C Bz]
De plus, m’N B est un idéal de B car c’est I'image réciproque de m’ par 'injection
de B dans Blz]. De plus, m C m[z] C m’ et m C B, donc m C w' N B.

Comme m' N B # B sinon m’ = B[z], on en déduit que m’ N B est un idéal de B
qui contient I'idéal maximal m de B, donc m’ N B = m.

Comme m est I'idéal maximal de B et m’ est un idéal maximal de B[z], il découle
que k := B/m et k' := Blz]/m’ sont des corps.

On a f: B — Blz|/m’ ou f est la composée de l'injection de B dans Blz| et du
passage au quotient de B[z| dans B[z]/m’. Le noyau de f est alors ’ensemble des
éléments de B qui sont dans m’, ¢’est a dire BNm’' = m.
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D’apres le rappel 1.3, on a donc une injection de B/m dans B[z|/m’ :

B B[]

| |

B/m—— Blz]|/w’

B[:E]:{b0+b1$++bnl‘n | n EN,bZ‘GB}
k' = Blz]/m' = {bg + T+ -+ ba” | n €N, b; € B/m}
= k[z].

On en déduit que Z est algébrique sur k : 351, Ba, ..., B4 € k tels que
P(Z) = Ba+ Ba1Z + -+ + f127 1 + 79 = 0, donc k' = k[Z] est une extension de
degré n < d — 1 de k, d’apres le théoreme [.3.

Comme (B, g) est un élément maximal de ¥<, on a g : B — 2 et kerg = m et,
par le rappel 1.3, on a g : B/m — .

De plus, comme §2 est algébriquement clos, P a au moins une racine dans €2, on
étend g a g’ : B'/m’ — Q, tel que g’ associe T & I'une des racines de P dans ).

On a donc trouvé (B[z], ®) tel que (B[z],®) = (B,g), or (B,g) est un ¢élément
maximal de ¥« donc B = B[z], d’'ou z € B car x € Bx].

]
Notations : Soit K un corps. Soient A, B deux anneaux locaux de K.

On dit que B domine A, A <4qom B, si A est un sous-anneau de B et que
max(A) = max(B) N A, ot max(A) (resp. max(B)) est I'idéal maximal de A (resp.
B).
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La relation de domination, <q.m,, est une relation d’ordre sur
Y<,... = {A, A sous-anneau local de K}.

COROLLAIRE [I.A.1
Soit K un corps et A un sous-anneau local de K, alors il existe V', un anneau de
valuation de K, qui domine A.

A —V——sK

Preuve
Soit 2 la cloture algébrique de A/ max(A). Comme A est un sous-anneau de K,
on a :

A K

|

A/ max(A)

N

Q

Soit h : A — Q. On a donc un couple (A,h) € 3. Il existe alors un élément
maximal (B, g) € X< avec (4, f) < (B, g). Par le théoreme I1.1, B est un anneau
de valuation et A est un sous-anneau de B.

AC B¢ K

|

A/ max(A)

N

Q

max(A) = ker h C max(B) N A donc max(A) = max(B) N A. B domine A. O

COROLLAIRE II.A.2
% Exercice 27, chapitre 5, [AM].

A est un élément maximal de ¥« pour <gom si, et seulement si, A est un anneau
de valuation de K.
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Preuve
17¢ étape : On veut appliquer le lemme de ZORN (cf : le rappel 1.2).

Soit ® une chaine de <, . Soit B = J .4 A4, on montre que B est un majorant
de .

Soient xz,y € B, 3A;, Ay € ® tels que x € Ay, y € Ay. Comme P est une chaine,
Ay <gom Az ou Ay <gqom A1, donc x € As et zy € Ay, ie., v+ 1y € Ay ouy € Ay,
donc xy € Ay et x +y € Ay

On a donc zy, z+y € B, B est un sous-anneau de K qui contient tous les éléments
de ®.

On pose mg = UA@ my ou my est 'idéal maximal de A.

Soient x € B, y € mp, 3A; € ¢ tel que y € my,, JA; tel que z € As.
Si A1 <dom Ag, alors y € my,, donc xy € my,, xy € mp.

SiAs <dgom A1, x € Aj xy € my,, vy € mp.

Soient x,y € mp, JA;, Ay € P tel que y € my,, € my,.

Si Ay <gom As, alors y € my,, donc x +y € my,,  +y € mp.

SiAs <dgom A1, x €Ema,, c+y Emy,, v+y €mg.

mp est un idéal de B.

Soit x € B\ mp, 3JA € ¥ tel que z € A.

Si x n’est pas inversible dans B, alors x n’est pas inversible dans A, donc x € m4
et on en déduit que x € mp, ce qui contredit x € B\ mp. On en déduit que z est
inversible dans B. Doncm = {z € B | ! ¢ B}.

Réciproquement, si x € mp et x inversible dans B, alors il existe A;, Ay € ® tels
que r € my,, 271 € my,. Comme ® est une chaine, A; < Ay ou Ay < A;.

Par la proposition I.A.1, B est un anneau local, d’idéal maximal mpg et B est un
majorant de ®. On peut alors appliquer le Lemme de ZORN (le rappel 1.2), ¥,
admet un élément maximal.

2¢ étape : On montre 1’équivalence A anneau de valuation de K si, et seulement
si, A est un élément maximal de ¥ .

<) Soit A un élément maximal de X<, . A est un sous-anneau local de K, par le
corollaire II.A.1, il existe V un anneau de valuation de K qui le domine. Or A est
maximal, donc V' = A. A est un anneau de valuation.
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=) Soit V un anneau de valuation de K.

Si V n’est pas un élément maximal de X<, , alors il existe B € ¥« maximal
tel que VC BC K.

Ve e K :
Soit z € V, alors x € B.

Soit ¢ V, alors x7! € V, car V est un anneau de valuation et 7! est non

inversible dans V', donc 27! € my. Comme my =V Nmp, 27! € mp, c’est & dire,
z~! est non inversible dans B, donc z ¢ B.

On vient de montrer que V' = B, donc V est un élément maximal de ¥« .

COROLLAIRE II.A.3
Soient V' un anneau de valuation de K et K’ une extension de K. Il existe V'
anneau de valuation de K’ qui domine V.

Deplus V' NK =V, my NK =my.

Preuve

V est un anneau local, sous-anneau de K’, donc il existe un élément V', sous-
anneau de K', maximal pour <g.,, qui le domine. Par le corollaire I1.A.2, V' est
un anneau de valuation de K’.

V——K

|

V/ K/

Comme V'’ domine V, my =my, NV. Soit a € KNV’ w(a) > 0.
o 1" cas :a € my N K.
Sia ¢V, comme V est un anneau de valuation de K, a=' € my,, donc
a~! € my» C V. On en déduit que a est inversible dans V', ce qui contredit
a € my, et donc que a € Vet a € V Nmys, donc a € my.
e 2¢ cas : a € K, a inversible dans V.
Siag¢V,a ' e€my, donca! €my, ce qui contredit a € V. Donc a € V.
On a donc montré que si a € K NV, alors a € V. Réciproquement, si a € V,
alors a € V', donca e KNV
m
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COROLLAIRE II.A .4
Soient A un sous-anneau d’un corps K. La cloture intégrale A de A dans K est
I'intersection de tous les anneaux de valuations de K contenant A.

Preuve
Soit V' un anneau de valuation qui contient A. Comme V' est intégralement clos,
ACV.Onadonc AC () V, ol tous les V sont des anneaux de valuations.

Pour montrer I'inclusion réciproque, on montre par contraposée que si x ¢ A, alors
il existe un anneau de valuation V' tel que = ¢ V.

Soit # ¢ A, alors x ¢ A’ := A[z7!], sinon z = ag + oz~ + -+ + agr¢, donc
¥ = qpz? + a12?t 4 - + a4 ce qui contredirait * ¢ A. On a donc 7! non
inversible dans A’, donc 2! € m/, I'idéal maximal de A’. De plus, par le corollaire
II.A.1, il existe V' un anneau de valuation de K qui contient A’, d’ou :

A—s A = Al 1——=V——=K

%

On a donc 27! + 0 dans Q car x~! € wm’. Si x € V, alors
l=g(z -2~ =g(x) - g(x~') =0 : contradiction.

On a donc x ¢ V.

ProrosiTION I1.A .4
% Exercice 28, chapitre 5, [AM].

Soient A un anneau integre et K son corps de fractions. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) A est un anneau de valuation de K ;
(ii) Si I et J sont deux idéaux de A, alors I C J ou J C I.

Preuve

(i) = (ii) A est un anneau de valuation de K.
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Vee K,r€ Aoux~! €A
Supposons [ ¢ J. 3y € I, y ¢ J. Soit © € J. Comme A est un anneau de
valuation, % € Aou e A
Or, 2 ¢ A, sinony=2-2¢cl. DoncgeAet:U:
On en déduit donc que J C I.

(ii) = (i) Les idéaux de A sont totalement ordonnés pour I'inclusion.
Soit z € K, Ju,v € A tel que x = 2.
Si (u) C (v), alors Jy € A tel que u = vy. On a alors z =y € A.
Sinon, (v) C (u), alors Jy € A tel que v = uy. On a alors z7! =y € A.
A est un anneau de valuation.

-~y €el.

z
Y

EXEMPLE
Soient A un anneau de valuation et p un idéal premier de A.

5 D’apres le théoreme 1.2, la propriété (ii) est vérifiée dans A,, donc A, est un
anneau de valuation.

Rappel 11.1 : 1l existe une bijection entre les idéaux de A qui contiennent p et
les idéaux de A/p :

Idéaux de A qui contiennent p 7 idéaux de A/p
pCl=1/p.

1 Les idéaux de A/p sont donc totalement ordonnés pour l'inclusion et A/p est
un anneau de valuation de son corps de fractions.

ProrosiTION I1.A.5
% Exercice 29, chapitre 5, [AM].

Soit A un anneau de valuation d’un corps K. Alors tout sous-anneau de K qui
contient A est de la forme Ay, ol p est un idéal premier de A.

Preuve
Tout sous-anneau de K de la forme A, est un sous-anneau de K qui contient A,
c’est un anneau de valuation.

Soit B un sous-anneau de K qui contient A, A C B C K, donc B est un anneau
de valuation, d’apres la proposition I1.A.2.

On pose p =mp N A. p est premier car c’est I'image réciproque de mpg qui est un
idéal maximal. On a alors p C A, Nmp.

Soit s € A\ p, alors s ¢ mp et s est inversible dans B, i.c., + € B.
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On en déduit, Va € A, ¢ € B, donc 4, C B.

D'ou AC A, C BetpA, C A, Nmp.

Or, d’apres le théoreme 1.1, pA, est I'idéal maximal de A,.

Comme 1 ¢ mp, 1 ¢ A, Nmp, donc A, Nmp est un idéal propre de A,.
De plus A, Nmp, contient I'idéal maximal, donc pA, = A, Nmp.

On en déduit que A, <gom B. Comme A, est un anneau de valuation, d’apres
le corollaire II.A.2, il est maximal pour <g,, dans ’ensemble des sous-anneaux
locaux de K, donc B = A,.

O

ProprosiTION I1.A.6
% Exercice 30, chapitre 5, [AM].

Soit A un anneau de valuation d’un corps K. Soit U ’ensemble des inversibles de
A qui est un sous-groupe du groupe multiplicatif K* de K. Soit I' = K*/U.

Si &,m € I sont représentés par z,y € K, on dit que £ > n si 2y~! € A. Comme A
est un anneau de valuation, cette relation est une relation d’ordre totale sur I' et
est compatible avec la structure de groupe (Yw € ', £ > n = £ w > nw).

Soit v : K* + I' 'homomorphisme canonique.
Alors Vz,y € K*, v(z + y) > min (v(x), v(y)).

Preuve
Montrons que > est un ordre total sur I' compatible avec la structure de groupe.

e Montrons que > ne dépend pas du représentant choisi. Soient £, n € I', z, 2" € &,
et 1,y € n, on suppose zy ' € A.
Comme z,2' € &, et y,y €m, on a, 2’27t € U et yy'~! € U. On en déduit que
1, /—1

o'yt =2 (a7 ) (y )y = () 2y (yy' ). Done 2’y 7! € A, et ordre
—— =N —

€A €A €A
> ne dépend pas du représentant choisi.

e Il est évident que 'ordre > est réflexif, transitif et antisymétrique.

e Montrons que > est total. Soient £ = ¥ et n = y. Comme A est un anneau de
valuation, zy ™ ou a7y € A, i.e., E>noun > E.
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e Montrons que > est compatible avec la structure de groupe. Soient £ =2, n =79y
et w=2z Sin>¢E, alors yz! € A.
On a alors zz(y2) ' = z(zz7" Nyt =yr~! € A, donc nw > &w.

Comme x et y jouent des roles symétriques, on suppose v(z) > v(y), donc xy~* € A
et min(v(z),v(y)) = v(y).
On a alors

-1

(+y)y =2y '+ 1_€A4, donc v(z +y) > v(y)

cA €A
i.e., v(x +y) > min (v(x),v(y)).
[l

Définition I1.2 Le groupe I' ainsi défini est appelé le groupe des valeurs de A.

En général, la loi est notée +.

COROLLAIRE I1.A.5
% Exercice 31, chapitre 5, [AM].

Soient I' un groupe abélien totalement ordonné et K un corps. Une valuation de
K a valeurs dans I' est une application v : K* + I telle que, Vz,y € K* :

L v(zy) = v(z) +v(y).
2. v(z +y) > min(v(x),v(y)).
Alors V = {z € K* | v(z) > 0} est un anneau de valuation de K.

Preuve
Soit x € K. Si x € V, alors il n’y a rien a montrer. Sinon, v(z) < 0,
v(zx™) = v(z) +v(z™!) = v(1), donc v(z™!) =1 — v(x).

De plus, v(z) = v(1-x) = v(z) +v(1), donc v(1) = 0. On a donc v(z~') > 0, donc
271 € V. Donc V est un anneau de valuation, d’idéal maximal
m={z e K*|v(x) > 0}.

Définition I1.3 L’anneau V ainsi défini est appelé anneau de valuation de v.

Par le corollaire IT1.A.5 et la proposition I1.A.6, il y a équivalence entre les définitions
I1.1 et II.3 d’un anneau de valuation.
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Remarque : Ainsi, le corollaire I11.A.3 s’interprete de la manieére suivante :

Soient V' un anneau de valuation définie par une valuation v : K — I' U co ou
K = Frac(V), K’ une extension de K, alors il existe w, une valuation de K,
w: K'— T"Uoo telle que w|g = v.

On verra plus tard 'exemple de M. SPIVAKOVSKY (III.B).
Définition I1.4 Soient A un anneau integre et I' un groupe totalement ordonné.

On appelle valuation de A a valeurs dans I, une application v : Frac(A) — I'u{oco}
telle que v vérifie les conditions 1 et 2 dans le corollaire I1.A.5 et v(0) = 4o0.

Par convention, Va € T', a + (+00) = (+00) + (+00) = +00.

Définition I1.5 Le corps Ky = V/max(V) est le corps résiduel de la valuation v
ot V =ov"HT").
EXEMPLE
1 v, 0 Q= Z telle que vy(§) = vp(a) — vy(b) et, si a € Z, v,(a) est I'exposant
associé a p dans la décomposition de a en facteurs premiers.
v, est la valuation p-adique de Q.
Z,, est 'anneau de valuation de v,,.
Z est le groupe de valeurs de Z,.
Z]pZ est le corps résiduel de v,

ProrosiTiON I1.A.7
Soit v une valuation d’un anneau A, pour tout (ai,...,aq) € A,

v (Zfil ai> > inf {v(a;) | 1 <i<d}. De plus, sl existe k € {1,...,d} tel que

Vi # k, v(x;) > v(xy), alors il y a égalité dans I'inégalité précédente.

Preuve
Comme v est une valuation, v(z +y) > inf(v(z),v(y)). On suppose par récurrence

m

que pour toute famille de cardinal m > n, on a v (> ;" a;) > infi<;<pm(v(a;)).

Aurangn+1:

v (Z ai) =0 (anﬂ + Zai> > inf <v(an+1),v (Z ai>>

> inf (v(an+1), Inf ("U(CW))

<i<n

>inf{v(a;) | 1 <i<n+1}.
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On se ramene au cas n =2 : v(z) < v(y), v(z +y) > v(x).

De plus

1

(z) = v((z +y) + (—y)) > inf(v(z +y),v(~y))
et

v(z +y) = v(z) = inf(v(z+y),v(y))
or, si inf(v(z + y),v(y)) = v(y), on obtient une contradiction avec v(x) > v(y).
Donc inf(v(z 4+ y),v(y)) = v(x + y) et v(z) = v(x + y).
Par récurrence, on obtient ’égalité voulue.

]

Définition II.6 Soient I' un groupe abélien totalement ordonné et A un sous-
groupe de I'. A est isol€ si, quels que soient 0 < § < o avec a« € A, on a 5 € A.

COROLLAIRE I1.A.6
% Exercice 32, chapitre 5, [AM].

Soit I" un groupe abélien totalement ordonné. Soit A un anneau de valuation d'un
corps K dont I' est le groupe des valeurs.

Si p est un idéal premier de A, alors v(A \ p) est 'ensemble des éléments positifs
dans un sous-groupe isolé A de I'. L’application de Spec(A) dans ’ensemble des
sous-groupes isolés de I' est une bijection.

Preuve

On montre que (v(A\p)) =v(A\p)U—v(A\p).
Sixzev(A\p), —x=—v(a) € —v(A\ p) donc —v(A\p) C (v(A\p)).

Soient x,y € v(A\ p)U—v(A\p), z=v(a),y=v(b),aouat,boubt e A\p.
x4y =uv(a)+v(b) =v(ab). Trois cas possibles :

1ecas : a,b € A\ p ab € Aet ab ¢ p car p est premier.

2¢cas :a bt € A\petalb7t € A\ p car p est premier.

3ecas :a b e A\poubtae A\p. Les deux possibilités étant symétriques,
prenons a1, b€ A\ pet a~lbe A\ p car p est premier.
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z+y =v(a)+v(b) =v(ab).

Comme A est un anneau de valuation : ab ou a='b~! € A.

Siabe Aetab € palors aba™! =b € pcar a! € A et p est un idéal de A, ce qui
est impossible par hypothese.

Sia'b'cAeta b ' €palorsat =a'b'bcpcarbc Aetpest un idéal
de A.

On a donc montré que A" :=v(A\ p) U —v(A\ p) est un sous-groupe tel que :

v(A\p) C A C(v(A\p)),
d’ou I'égalité annoncée.
On suppose que A’ n’est pas isolé.
Il existe y € A\ p et z € p tels que 0 < v(z) < v(y), i.e, yr~! € A.

Comme p est un idéal de A, x (yz~') = y € p, ce qui contredit I'hypothese

cp €A

yeA\p.
(v(A\ p)) est donc isolé.
Soient A un sous-groupe isolé de I et p = {a € Alv(a) ¢ A}.

Soient = € p, y € A. Comme A est isolé, Ve € A, v(z) > e, sinon 0 < v(x) < e et
v(x) € A, ce qui contredirait x € p.

On a v(y) > 0.
v(zy) = v(x) +v(y) = v(z)
Ve e A, v(xy) > v(x) > e, v(zy) & A, xy € p.

Soient z,y € p
v(z +y) > min(v(z), v(y))

Ve e A, v(z) > e, v(y) >e, doncv(x+y)>ectv(z+y) ¢ A z+yep.
Donc p est un idéal.

En outre, A = (v(A\ p)) est un sous-groupe de I', donc A est stable par addition.
Il en découle que A \ p est stable par multiplication et donc que p est premier.

Spec(A) ‘ { sous-groupes isolés de I'}
p (v(A\p))
{a € Alv(a) ¢ A} A
La bijection est décroissante. O
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EXEMPLE
Soient A un anneau de valuation du corps K et p un idéal premier de A.

1 Le groupe des valeurs de A/p est A =v(A\ p).
Les éléments de p dans A constituent la classe de 0 dans A/p, donc v(A/p) = A.
1 Le groupe des valeurs de A, est I'/A.

Remarque : Soient A un anneau integre et K = Frac(A). La valuation v : A — T’
se prolonge de maniere unique en une valuation de K par v(%) = v(a) — v(b).

Preuve
Soit r € K,z =¢,a€ A, be A\ {0}. On pose v'(x) = v(a) — v(b).

Cette définition ne dépend pas du représentant choisi pour x.

T 5=
ab~lde ™t =1
donc
v(ab™'de™) = v(a) + v(d) +v(b™") +v(c™)
=v(a) —v(b) +v(d) —v(c)
=0
v(a) —v(b) = v(c) —v(d),

= v(ad + bc) — v(bd)
= v(ad + be) — v(b) — v(d),
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Soit v” un autre prolongement de v a K. Soit x € K.

Siz € A, alors v/'(z) = v"(x) = v(x).

Sinon, 7! € A, v”(:v:c_l) v"'(1) = ( )=0car 1 € A. Et v” est une valuation,
donc v"(zz™t) = 0" (z) + 0" (z7!) =
i.e., V() = —v"(xz71) = v/ (a~ 1) v (1) — v (z7!) =/ (z). Dou v’ ="

[

COROLLAIRE I1.A.7
% Exercice 33, chapitre 5, [AM].

Soient k un corps quelconque, I' un groupe ordonné et A = k[I'].
A =Vect(zy,a € T'). A est un anneau integre. Soit u = A\, + -+ + \yZa, avec
Vi<i<n,A#0etag <ag<-- <.

Si u n’est pas inversible dans A, on définit v(u) = «;.

Preuve
Soient u,w € A,

U= MNZTo, + -+ A\ZTa,,
W= &g+t Unlpy,

avec ap < -+ < ap et By <--- < fgdonc a1 B < oy V1 <4, 5 <.
uw = )\1/L1$a1$51 T+t )\nﬂdxanxﬁda
uw = A1#1$01+51 +eoet Anﬂdxa,L+ﬁda
v(uw) = ag + 1 = v(u) + v(w).
v(u+ w) > min(v(u), v(w)).

1y a égalité si \jx,, # —p1235.

N’importe quel groupe ordonné est donc le groupe des valeurs d'une valuation.

EXEMPLE

1 A= K(( {Z]GN (ZzEZ i>ig(5) A(dsi )Xi> Y

On rappel que ( (X)) est constitué des séries de Laurent en X a coefficients

dans K et que K[[Y]] est constitué des séries formelles en Y a coefficients dans
K.

(Z(jﬂ') € K}
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On définit la valuation v : v(P € A) = inf {(j,4) } ag # 0} pour Pordre
lexicographique.

L’anneau de valuation de A par rapport a v est {P € A | v(P) > 0}.

v(P) > 0 siinf(j,7) > 0, i.e., inf(j,7) = (a,b) avec a >0 oua =0 et b > 0.
Sia>0,alors P e YK((X))[[Y]]

Sia=0etb>0,alors P € K[[X]].

On adonc {P € A | v(P)>0}=K[X]]+YK({(X))[Y]

1 Sous groupes isolés : (0) C (0 x Z) C Z* :
(0) = v(A\ (X, Y)).
(0xZ)=v(A\YA).
72 =v(A\ (0)).
La bijection p <+ v(A \ p) est donc bien décroissante.

11.B. Valuation discrete

Définition I1.7 v est une valuation discrete si son groupe des valeurs est ZU{oo}.

Remarque : ATTENTION, il existe d’autres définitions. Par exemple, pour
O. ZARISKI, les valuations discretes sont les valuations de groupe des valeurs

I'=2%7;

lex*

Définition II.8 Soit V' un anneau integre de corps des fractions K. V est un
anneau de valuation discréte, ou DVR (Discrete Valuation Ring), s’il existe une
valuation discrete v de K telle que V' soit I'anneau de valuation de v.

Rappel 11.2 : Soit I un idéal de A, I" = (ajas - - - a,|a; € I).

Rappel 11.3 : Soit A un anneau, A est noethérien si tous les idéaux de A sont de
type finis, i.e., engendré par un nombre fini d’éléments de A.

Définition I1.9 La dimension de KRULL d’un anneau A est la borne supérieure
de la longueur des chaines d’idéaux premiers de A.

PROPOSITION II.B.1

Soit A un anneau integre local noethérien, de dimension de KRULL 1, d’idéal maxi-
mal m et de corps résiduel k£ = A/m. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est un DVR;

(ii) A est intégralement clos dans Frac(A);

(iii) m est principal;

(iv) dimpm/m? =1;
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(v) Tout idéal non nul de A est une puissance de m;
(vi) Il existe t € A tel que tout idéal non nul de A est de la forme (t™) avec m € N.

Définition I1.10 ¢ est appelé < uniformisante > de A et est défini a un
inversible pres.

Preuve

(i) = (ii) déja vu, voir la proposition II.A.3.

(il) = (iii)
e Soit a € m, non nul.

Rappel 11.4 : Le radical de (a) est : VaA = ﬂpCaAp, p idéal premier de A.

Comme A est de dimension de KRULL 1, Spec(A)={(0),m} et vaA = m.
De plus, A est noethérien donc m = (ay,...,a,,) et il existe N € N tel que
alV. a ... a) € aA.
mV = <aqf(1) e aum(m)) avec u(l) + - +u(m) = N'.
Si N’ > mN, alors mY C aA.

e Soit ng le plus petit entier tel que m™ C aA.
Si ng = 1, alors (a) = m, donc m est principal.
Sinon, m™~! & aA. Donc, 3b € m™ ' b ¢ aA. Posons © = ¢ € Frac(A), alors
7t ¢ A, sinon b = g -a € aA, ce qui est faux par hypotheése. Donc x7! n’est
pas entier sur A, car A est intégralement clos.
Par la proposition I.D.1 (iv), z7'm ¢ m, sinon m serait un A[z~*]-module fidele
de type fini sur A. Cependant, x7'm C A car Vm € m,bm € m™ puisque
bemm~!et m™ C aA.
Donc z7'm est un sous-A-module de A, donc c’est un idéal de A et 2~ m n’est
pas inclus dans 'idéal maximal de A. z7'm = A.
De 13, on conclut que m = zA = (x) car Va € A,3Im € m,a = v~ 'm, d’ou
ra =m.

(iii) = (iv) m/m? est un groupe additif. On définit :
(A/m x m/m?) — m/m?
(@,m) — am = am.

Cette application est bien définie : @ = b, n=malorsb=a+v, p =m+p avec
vemet p€m? On adonc :
bpu = am + ap + vm + vp

2
€m2 car p€m2 €M7 car vmem  cm3 donc €m?2
NS >

vV
€m?2
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et o
bu =am

ce qui définit une structure de k-espace vectoriel sur m/m?.

Comme m est principal, Vm € m,m = ax, m = ax = ax.

Donc m/m? est engendré pas 7.

Par le lemme 1.D.3, si m/m? = (0), alors m = (0), ce qui contredit dim A = 1.
Donc m/m? # (0).

On en déduit que m/m? est de dimension 1.

(iv) = (v) et (vi) Par le lemme 1.D.3, si dim;m/m? = 1, alors m est
principal.
Soit I un idéal de A, I # (0), I # A. Il existe n € Ntel quem™ C I et m"* ¢ I.

Remarque - I C metVn' >n, m"” C 1.

Soit ng le plus grand entier tel que I C m™, par la remarque précédente ng
existe.

Donc I C m™ et I ¢ m™*t! Soit y € I\ m™t y = az™ et a ¢ m, sinon
y € m™*l Comme A est local, m est 'ensemble des éléments non inversibles de
A, donc a est inversible.

Comme a est inversible, 2 € [ donc (z™) =m™ C [I.

On obtient alors [ = m" = (™).

(v) = (vi) m/m? # (0), sinon, par le lemme 1.D.3, si m/m? = (0), alors m = (0),
ce qui contredit dim A =1.
Soit € m/m?, (x) C met (x) € m", Vr > 2. Donc (z) = met (z") =m", r > 1.

(vi) = (i) Les idéaux de A sont donc totalement ordonnés pour 'inclusion. Par la
proposition II.A.4, A est un anneau de valuation de son corps de fractions.
De plus, Va € A, (a) = (") avec un r unique.
En effet, si a = ut” = vt® avec r < s, alors t"(u — vt*~") = 0. Donc u = vt*~" et
t5~" est inversible. On en déduit donc que tout idéal de A est A, ce qui contredit
A de dimension 1.
D'ou:Va € K = Frac(A), a = ut”, r € Z, u inversible dans A. On pose v(a) = r;
v est une valuation de groupe des valeurs Z, d’anneau de valuation A.
Donc A est un DVR.

Cette proposition contient les criteres usuels pour reconnaitre un DVR.
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I1l. Applications et utilisations de la théorie

I11.A. Théoreme d’Ostrowski - Analyse p-adique

Définition ITI.1 Soit K un corps. Une norme sur K est une application x — |z|,
de K dans RT telle que :

LVeeK,|z|]=0&2=0;
2. Va,y € K, |zy| = |z||y|;
3. Vo,y € K, |z +y| < |z| + |yl

Définition III.2 Deux normes sur un corps K sont dites équivalentes si elles
définissent la méme topologie.

ProrosiTioN ITI1.A.1
Deux normes | - |1 et | - |2 sont équivalentes si, et seulement si, il existe s € R*t tel
que l'on ait |z|; = |z|5 quel que soit x € K*.

Preuve

Si | - | est une norme sur un corps K, alors |z| < 1 si, et seulement si, la suite de
terme général 2" tend vers 0 quand n tend vers +oo.

On en déduit le fait que si |- |; et | - |2 sont équivalentes, alors

{r e K| |z|; <1} ={z € K| |z|2 < 1}.

Si ce dernier ensemble est réduit a {0}, on a |z|; = |z|s = 1 quel que soit x € K*.
Sinon, soit z € K* vérifiant |z|; < 1. Siy € K*, a € Z et b € N, alors

|ybzn_“|1 <1l& |ybx_“|2 < 1.

On en déduit le fait que :

{T eQ
log |y[1 log |y2

et donc que les deux quotients Tog 2|1 Tog ]2 sont les bornes supérieures d’un
ensemble borné non vide de Q. Les deux quotients sont donc égaux, ce qui montre
que la fonction y — log|y|; est constante sur K* et permet de conclure.

. log|y\1} _ {T . @'r _ log\ylz}
log | x|y log [x[s

O

T a

Définition ITI.3 On définit la norme p-adique sur Q par Vz € Q, z = p" ¢, tel

que p ne divise ni @ ni b, |z|, =p~".
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THEOREME I1I.1
Théoreme d’Ostrowski. Toute norme non triviale sur Q est équivalente a la
valeur absolue usuelle | - |, ou a une certaine valeur absolue p-adique |.|,.

Preuve
Soit | - | une norme non triviale sur Q.

S’il existe k € N tel que |k| > 1, alors |k| =14+ ---+ 1| <k|l| =k
kfois

Donc il existe o €]0; 1] tel que |k| = k“.

Soit m € N, alors la décomposition de m en base k est :
m:Zaiki, a; €{0,1,...,k—1}, a, #0.
i=0

m > k" |a;| <a; <k-—1.

n

ml <> fadl [ = (k= 1) Y K]
=0

i=0
>0
~ =
= : k(e 1 ke(k —1) k—1
< (k-1 E*) = (k-1 = —
(=) 0 = (b= ) = ST — e
=|k|>1
——
>0
o (k=1
< oy S
N——
c
|m| < C'm®.

Comme C' est indépendant de m, on peut remplacer m par m”™, d’ou
Im"| = |m|™ < Cm™. En passant a la racine n-itme on obtient : [m| < exp(% In C)m®.
En passant ensuite & la limite quand n tend vers U'infini, on obtient : |m| < m®.

|k| = k% donc In|k| = alnk,
In | k|
Ink

Im| < m® donc In|m|=alnm = Inm,

In|m| _ Inlk|

Inm — Ink’
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Si |m| > 1 alors, de méme, il existe 3 tel que : |m| = m?, |k| < kP.

nlk| _ 1 <y s
Donc ?' | < Inlml oy Pégalité.
nk Inm
n Inlk| _ In|k™m| _ nlnlk|l+n|m| 75 ~
De plus, Vm € N, In € N tel que [k"m| > 1 et T = 550 = =505 d'ot
Inlk| _ In|m]|
Ink = lnm °

Soit v € Q, z = £¢ a,b € N donc |x|:|%|:%et |2]oo = %

Infk| _ In|k
In|z| = ln%‘ =Inla| —In|b| = (Ina —Inb) ?n|k| = %klln|$|oo.
ﬁiﬂo = 1lnn|z| = a donc |z| = |z]% et | - | est équivalente & | - |-

Sinon, Vk € N, |k| < 1. A fortiori, Vp € N, p premier, |p| < 1. Comme |.| est non
triviale, par la décomposition en facteurs premiers, Jp premier, tel que |p| < 1.
S’il existe p et ¢ de normes strictement plus petites que 1 alors, par le théoreme
de Bézout :

Jup,, v, € Z,1 = up,p"™ + v,q"
d’ou :
L= Junp™ + 0aq"| < [unl[p"| + [vallg"| < Ip]™ + lg|™

Or, quand n est suffisamment grand, 1 > |p|™+]|¢|", ce qui améne une contradiction.
Donc |.| est équivalente & la norme p-adique |.|,.

]

111.B. Géométrie algébrique

Définition IIT1.4 Soit k£ un corps. On dit que F' C k™ est un fermé (de Zariski)
si I C k[Xy,...,X,), F={(as,...,a,) €K™ |VP €I P(ay,...,a,) =0}
I(F)={P € k[Xy,...,X,] | Pestnul sur F}.

Remarque : I C I(F).

Définition II1.5 On dit que F est irréductible si I(F') est premier.
Définition I11.6 Soit F' irréductible.

On appelle anneau de F, 'anneau k[F] := k[Xy,..., X,]/I(F).

On appelle corps de F, k(X1,...,X,)/I(F) le corps des fractions de k[F].
Définition II1.7 La dimension de F est dim(F') := dim k[F].
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THEOREME I11.2
Théoreme de DEDEKIND, NOETHER, RIEMANN.

Soit F' une courbe < normale > projective (pas de définition donnée ici). Il y a une
bijection entre les points de F' et les anneaux de valuations de k[F] contenant k,
ces anneaux sont des DVR.

THEOREME I11.3
Théoreme de ZARISKI.

Soit F' un fermé projectif irréductible. Il y a une application surjective continue
pour la topologie de ZARISKI qui envoie I’ensemble des anneaux de valuations de
k[F] (i.e., la variété de RIEMANN — ZARISKI) sur les points de F.

Ces théoremes donnent un apercu de ce qui pourrait étre étudié ensuite. Leurs
démonstrations font appel aux théoremes vus pendant ce stage mais aucune preuve
ne sera fournie ici.

Exemple de M. Spivakovsky ([Spi]) : une extension non triviale

On s’intéresse a Clu, v](yvy = {_ggzzg

Q(0,0) £ 0}.

Clu, v]uwy C Clu,v}
ou C {u,v} est l'ensemble des séries en u et v de rayons de convergence non
nul.
Onposet =u+ Y~ Ho" =u+e’ —1.
Comme C{u, v} est factoriel,
Vf e C{u,v}, f=1"p ou ¢ n’est pas divisible par t.

On considere alors I'application :

Vf e C{u,v}, v(f) = (n,ord @) € Zi,,.

f =1, g = t"¢p. fg = t"T™p¢, t ne divise ni ¢, ni ¢ donc ¢ ne divise pas
0.
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Comme ord,, est une valuation, on a :

V(fg) = (n +m, Ord(u,v) QO(b)
= (n,ordy,, ¢) + (m, ord,. @)
=v(f)+v(g)

Quitte a intervertir f et g, supposons n > m :

v(f+g9) =v(t"o+t"9)
=v (" (" "o+ 9))
>min (v (f),v(g)).

2

v est donc une valuation et son groupe des valeurs est Zi,, .

u=t-> 70 Lo

n=1n!

De plus, ¢ ne divise pas > oo, 50", sinon > oo, 0" =tp et v! = v = (u+v)po,
ce qui est impossible. Donc, v(u) = (0,1). De méme :

viu+v) =v(t— v™) = (0,2)

NE
3|,_.

!

n=2

1, 1 ,
vt gt =uli = 3 = 03)
V(U+Z,—'U]):V(t— Z ,—'vj):((),n+1).
jzlj. j:n—i—l‘]'

On montre alors que la restriction de v a Clu,v] admet Z comme groupe des
valeurs :

Vs € Clu,v], s(u,v) =Y Aapu0® =tdp = (u+e" —1)¢
s(1—e,v) = > Ap(l — )’ =0
VneN, s(1—e",n)=> lp(l —e)n’ =0

ce qui est impossible car e est transcendant, donc ¢ ne divise pas s et
v(s) = (0,m).

Il est commode de regarder le développement en série de ggzz; , car ce développement

contient des informations cruciales, notamment grace au polygone de Newton.

40



Une valuation sur Clu, v}, s’étend a C{u,v} ou Clu,v] par le corollaire I1.A.3.
Mais, ATTENTION, le groupe des valeurs peut changer, et méme changer de dimen-
sion !

41



Bibliographie

[Abh] S.S. Abhyankar, Resolution of singularities and modular galois theory ,
Bull. Amer. Math. Soc. 38 (2001), 131-169

[AM] M.F. Atiyah, I.G. Macdonald, Introduction to Commutative Algebra,
Addison-Wesley Publishing Co., Reading, Menlo Park, London, Don Mills,
1969

[C] P. Colmez, Les nombres p-adiques, notes de cours de M2.

[Spi] M. Spivakovsky, Valuations in function fields of surfaces, American Journal
of Mathematics, Vol. 112, No.1 (Feb., 1990).

[Vaq] M. Vaquié, Valuations, Resolution of singularities (Obergurgl, 1997), 539 —
590, Progr.Math., 181, Birkhauser, Basel, 2000

[Z] O. Zariski, P. Samuel, Commutative Algebra, Vol. 11, Springer-Verlag, New
York, 1960.

42



	Préliminaires
	Rappels
	Anneaux de fractions
	Extension de corps et Théorie de GALOIS
	Extension d'anneau, éléments entiers

	Anneaux de valuation
	Généralités
	Valuation discrète

	Applications et utilisations de la théorie
	Théorème d'Ostrowski - Analyse p-adique
	Géométrie algébrique


