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Introduction

Une question classique en géométrie est de décrire l'intersection des formes
de la géométrie que l'on considère (di�érentielle, analytique ou algébrique).
L'illustration la plus élémentaire en géométrie algébrique est celle de l'inter-
section d'une famille de variétés associées à la donnée de polynômes (i.e. une
famille d'hypersurfaces de l'espace a�ne). Le théorème de Bézout fournit une
réponse à ce problème. L'objet de ce mémoire est de présenter un énoncé et
une preuve de ce résultant dans le cas des courbes, i.e. des hypersurfaces du
plan ou, de manière équivalente, des polynômes en deux variables.

Si l'on voit une hypersurface comme l'ensemble des zéros d'un polynôme,
alors la question revient à chercher les zéros communs de famille des polynômes
associés. Cette question est une question très ancienne dans cette branche
des mathématiques. Les résultats sur l'intersection entre des droites et des
coniques dans le plan sont connus depuis longtemps. On sait, de même, que
les solutions rationnelles de deux polynômes homogènes de degré deux ont le
même comportement que les solutions d'un polynôme de trois variables de
degré trois.

On ne sait pas vraiment qui a observé le premier que, en général, deux
courbes planes de degré respectivement p et q s'intersectaient en pq points.
Ce que l'on sait, c'est que vers 1680 I. Newton a développé une méthode
d'élimination pour de telles équations, ce qui a produit le résultant : un
polynôme en une variable de degré pq dont les zéros donnent l'abscisse des
points d'intersections de deux courbes planes. La construction correspon-
dante pour n polynômes en n variables fut faite en 1764 par E. Bézout.
Le traitement qu'en �t E. Bézout était entièrement algébrique, bien qu'il
en �t une interprétation pour n � 2 et n � 3. Le nombre d'intersections de
deux courbes planes est au plus le produit de leur degré.

On peut en dire plus lorsqu'on se place, non plus dans le plan euclidien,
mais dans le plan projectif. En associant à un point de la courbe un cer-
tain entier que l'on nommera multiplicité d'intersection, il est possible de
démontrer que le nombre d'intersections de deux courbes, compté avec mul-
tiplicité, est exactement égal au produit de leur degré. C'est ce qu'on appelle
le théorème de Bézout qui est l'objet de ce mémoire.

Par ailleurs, et bien que nous n'abordions pas ce point de vue dans ce
texte, il est intéressant de noter qu'en géométrie algébrique moderne une
courbe n'est plus dé�nie de manière topologique comme l'ensemble des zéros
d'un polynôme, mais de manière algébrique en tant qu'idéal engendré par un
polynôme. Ce point de vue est plus riche car il permet, entre autre, de faire
la distinction entre la courbe dé�nie par l'idéal engendrée par le polynôme F ,
et celle engendrée par le polynôme F 2. Le théorème de Bézout reste valide
dans ce cadre.

�

Pour ce mémoire, nous avons utilisé les références [1, 2, 3, 4].
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1. Préliminaires

1.1. Quelques propriétés de la localisation.
Tout les anneaux considérés dans la suite seront supposés commutatifs

et unitaires.

Soit A un anneau commutatif et S une partie multiplicative de A. On
rappelle une construction de la localisation de A par S, notée S�1A. Consid-
érons la relation � sur S�A. On dit que ps, aq � ps1, a1q si et seulement si il
existe t P S tel que tpas1 � a1sq � 0. Cette relation est une relation d'équiv-
alence sur l'ensemble S � A. Une dé�nition de l'anneau S�1A est donnée
par S�1A � S �A{ �. Cette construction véri�e la propriété universelle de
localisation.

Dé�nition 1.1. On dit qu'un anneau A est local s'il possède un unique idéal
maximal.

Remarque. Souvent, nous dirons que le couple pA,Mq est un anneau local,
si l'anneau A a pour unique idéal maximal M.

Proposition 1.1. Soit A un anneau. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) L'anneau A est local.

(2) Il existe un idéal M de l'anneau A tel que, pour tout élément x P A,
on a x RM si et seulement si l'élément x est inversible.

Preuve : On suppose que l'anneau A est local d'idéal maximal M. Soit alors
un élément x R M. Supposons, par l'absurde, que l'élément x n'est pas
inversible. Alors l'idéal engendré par x, noté pxq n'est pas égal à l'anneau A.
Par le théorème de Krull, il existe un idéal maximal M1 tel que pxq � M1.
Or l'anneau A est local, donc M � M1, et x P M, ce qui est absurde. Donc
l'élément x est inversible.

Réciproquement on suppose qu'il existe un idéal M tel que si x RM alors
l'élément x est inversible. Soit un idéal L tel queM � L � A. Si L �M, alors
il existe x P L tel que x RM. Cela impose, par hypothèse, que l'élément x est
inversible. Donc L � A. On a montré que l'idéal M est maximal. Supposons,
par l'absurde, qu'il existe un autre idéal maximal M1 distinct de M. Alors il
existe un élément x PM1zM. Cet élément est donc inversible et M1 � A, ce
qui est absurde, car l'idéal était supposé propre. Donc M est l'unique idéal
maximal de A. Ce qui montre bien que l'anneau A est local. �

Si A est un anneau et P, un idéal premier de A, on sait que le sous-
ensemble AzP est une partie multiplicative de A.

Corollaire 1.1. Soit A un anneau, et soit P un idéal premier de A. Alors
en notant S � AzP, l'anneau S�1A est local d'idéal maximal P � pS�1Aq.
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Preuve : La preuve s'appuie sur la proposition 1.1 précédente.
Considérons un élément x R P. La propriété de localisation rend inversible

tout élément n'appartenant pas à P, donc dans l'anneau S�1A, l'élément x
est inversible. Donc l'anneau pS�1A,Pq est local. �

Remarque. Par convention, on note AP l'anneau localisé S�1A pour S �
AzP.

Lemme 1.1. Soit A un anneau, soit I un idéal de A, soit S une partie
multiplicative de A, soit J un idéal de S�1A. On note ϕ : A Ñ S�1A le
morphisme de localisation. Alors on a les propriétés suivantes :

(1) I X S � H si et seulement si I � S�1A � S�1A

(2) ϕ�1pJq � S�1A � J

Preuve : p1q On a les équivalences suivantes :

I � S�1A � S�1Aô 1 P I � S�1Aô pS�1q�AX pI � S�1Aq � H

S'il existe s P I X S, alors pS�1q�A X pI � S�1Aq � H, car s
1 P I � S�1A.

Réciproquement si I � S�1A � S�1A, alors, en particulier, pour tout s P S,
l'élément s

1 est dans I � S�1A. Donc il existe x P I et r P S tel que s
1 �

x
r .

Donc il existe t P S tel que tsr � tx. En notant z cet élément, on constate
que z P I X S.

(2) L'ensemble ϕ�1pJq est un idéal de A. De plus ϕpϕ�1pJqq � J , donc
l'idéal engendré par ϕpϕ�1pJqq, à savoir ϕ�1pJq � S�1A est inclu dans J .
Réciproquement, soit x

s P J , alors
x
s �

s
1 �

x
1 P J . Donc x P ϕ

�1pJq. �

1.2. Quelques propriétés des corps algébriquement clos.

Dé�nition 1.2. On dit qu'un corps k est algébriquement clos si tout polynôme
de degré supérieur ou égal à un, à coe�cients dans k, admet au moins une
racine dans k.

Exemple 1.1. Le corps R des nombres réels n'est pas algébriquement clos,
car le polynôme X2 � 1 n'admet pas de racine dans R. Le corps C des
nombres complexes est algébriquement clos.

Proposition 1.2. Un corps algébriquement clos est in�ni.

Preuve : Raisonnons par contraposée. Soit k un corps �ni. Alors il existe
n P N tels que k � ta1, a2, ..., anu. Considérons dès lors le polynôme P pXq �±n
i�1pX � aiq � 1k. Alors, pour tout i P J1, nK, P paiq � 1k � 0k. C'est un

polynôme non constant qui n'admet pas de racine dans k. Donc k n'est pas
algébriquement clos. �

Théorème 1.1. Un corps k est algébriquement clos si et seulement si tout
polynôme homogène non constant F P krX,Y s se décompose en un produit
de polynômes de la forme bX � aY avec pa, bq P k2.
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Preuve : On suppose le corps k algébriquement clos. Soit F P krX,Y s un
polynôme homogène de degré d. Il existe des éléments ai,j P k tels que F �°
i
ai,d�iX

iY d�i. Alors, dans l'anneau kpY qrXs, on a F � Y d
°
i
ai,d�ip

X
Y q

i.

Posons F 1 �
°
i
ai,d�ipX

1qi P krX 1s. C'est un polynôme en la variable X 1

de degré d. Il découle du fait que le corps k est algébriquement clos que le

polynôme F 1 se factorise sous le forme F 1 � λ
d±
i�1
pX 1�ciq. Nous en déduisons

la formule suivante :

F � Y dF 1pX{Y q � λ
d¹
i�1

p
X

Y
� Y � ciY q � λ

d¹
i�1

pX � ciY q

On a bien prouvé la première implication.
Prouvons la réciproque. Soit F 1 P krXs un polynôme de degré d. Il existe

des éléments ai P k tels que F 1 �
d°
i�0

aiX
i. Construisons le polynôme suivant :

F � Y dF 1p
X

Y
q �

ḑ

i�0

aiX
iY d�i

Par hypothèse, le polynôme F se décompose de la manière suivante, F �
d±
i�1
pbiX � aiY q. Une factorisation par Y d permet de réécrire le polynôme

sous la forme F � Y d
d±
i�1
pbi

X
Y � aiq. Nous pouvons en déduire la relation

Y d
d±
i�1
pbi

X
Y �aiq � Y dF 1pXY q dans l'anneau kpY qrXs. Donc, comme l'anneau

kpY qrXs est intègre, F 1pXq �
d±
i�1
pbiX � aiq. Le polynôme F 1 admet une

décomposition en polynômes de degré un. Donc le corps k est algébriquement
clos. �

Remarque. La preuve du théorème précédent est fondée sur un principe
d'homogénéisation et de déshomogénéisation pour des polynômes en deux
variables. Ce principe sera présenté en détail dans la partie 4.1 pour des
polynômes en trois variables.

Corollaire 1.2. Soit k un corps algébriquement clos, et soit F P krX,Y szt0u
un polynôme homogène. Soit pa, bq P k2zp0, 0q tel que F pa, bq � 0, alors le
polynôme bX � aY est un facteur de F .

Preuve : En vertu du théorème 1.1, on sait que l'on peut écrire F sous la

forme d'un produit
d±
i�1
pbiX�aiY q de facteurs non nuls. Comme F pa, bq � 0,

il existe un facteur de F , disons bjX � ajY tel que bja� ajb � 0.
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Autrement dit, nous avons

a aj
b bj

� 0.

Il existe donc un élément λj P k tel que aj � λja et bj � λjb, ce qui conclut
la preuve. �

2. Le résultant

2.1. Dé�nition.

Soit A un anneau et soient

f :�
m°
i�0

αiY
i P ArY s

g :�
n°
i�0

βiY
i P ArY s

deux polynômes à coe�cients dans A. Nous supposerons toujours les coe�-
cients αm, βn � 0 et m,n ¥ 1.

Dé�nition 2.1. On appelle résultant de f et g, et l'on note Respf, gq l'élé-
ment de l'anneau A dé�ni par :

���������������������������

α0 0 � � � 0 0

α1 α0
. . .

...
...

... α1
. . . 0

...
...

...
. . . α0 0

αm�1
...

... α1 α0

αm αm�1
...

... α1

0 αm
. . .

...
...

... 0
. . . αm�1 .

...
...

. . . αm αm�1

0 0 � � � 0 αmlooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooon
n colonnes

β0 0 � � � 0 0

β1 β0
. . .

...
...

... β1
. . . 0

...
...

...
. . . β0 0

βn�1
...

... β1 β0

βn βn�1
...

... β1

0 βn
. . .

...
...

... 0
. . . βn�1 0

...
...

. . . βn βn�1

0 0 � � � 0 βn

���������������������������looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon
m colonnes

,/////////////////////.
/////////////////////-

m+n lignes

Remarque. Le fait que dans la matrice sous-jacente au déterminant présenté
ci-dessus, appelée matrice de Sylvester, les coe�cients αm et βn soient alignés
n'est qu'un hasard.

Remarque. Par convention, si n � m � 0, alors on pose :

Respf, gq �

"
0, si f � g � 0,
1, sinon.
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Il est possible de donner une dé�nition alternative du résultant, vu comme
le déterminant d'une certaine application linéaire.

On identi�e l'ensemble des polynômes unitaires de degré n à coe�cients
dans A à l'espace An via la bijection

Xn �
n�1̧

i�0

an�iX
i ÞÑ pa1, . . . , anq.

Soit m : Ap � Aq Ñ Ap�q l'application qui au couple de polynômes pP,Qq,
de degré respectifs p, q, associe le produit PQ.

Proposition 2.1. Le résultant de P,Q s'identi�e au déterminant de la ma-
trice jacobienne de m au point pP,Qq.

Preuve : Il existe des éléments αi P A et βj P A tels que P � Xp�
p�1°
i�0

αp�iX
i

et Q � Xq�
q�1°
j�0

βq�jX
j . L'applicationm associe aux éléments pα1, � � � , αpq P

Ap et pβ1, � � � , βqq P Aq, l'élément pα1�β1, � � � ,
°

i�j�k

αp�iβq�j , � � � , αpβqq de

Ap�q, pour 0 ¤ k ¤ p� q � 1.
L'application m est di�érentiable, car polynômiale composante par com-

posante. On peut alors calculer la matrice jacobienne qui lui est associée :

�
B

Bun
p
°

i�j�k

αiβjq



0¤k¤p�q�1, 0¤n¤p�q�1

où un �

"
βn pour 0 ¤ n ¤ q � 1
αn�q pour q ¤ n ¤ p� q � 1

Cette matrice est égale à :�
�������������

αp 0 � � � 0 βq 0 � � � 0

αp�1 αp
. . .

... βq�1 βq
. . .

...
...

. . . . . . 0
...

...
. . .

...
...

. . . . . .
... β1

...
. . . 0

α1
...

. . . αp 0 β1
. . . βq

... α1
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 � � � α1 0 0 � � � β1

�
������������

On reconnaît la matrice de Sylvester dé�nissant le déterminant. Le déter-
minant de la matrice jacobienne dem est bien égal au résultant des polynômes
P,Q. �

2.2. Quelques propriétés importantes du résultant.

Lemme 2.1. Soit A un anneau intègre, et f, g P ArY s deux polynômes non
nuls. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) On a Respf, gq � 0.
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(2) Il existe P,Q P ArY szt0u, degpP q   m et degpQq   n tels que
fQ � gP .

Preuve : On considère le système d'équations suivant :

p
m̧

i�0

αiY
iq � p

n�1̧

i�0

viY
iq � p

ņ

i�0

βiY
iq � p

m�1̧

i�0

uiY
iq

La condition (2) revient à l'existence d'une solution non triviale de ce sys-
tème. En développant l'équation précédente et en identi�ant coe�cient co-
e�cient, on obtient :$'''&

'''%
αmvn�1 � βnum�1

αmvn�2 � αm�1vn�1 � βnum�2 � βn�1um�1

. . .

α0v0 � β0u0
On peut réécrire ce système sous forme matricielle et on reconnait la trans-
posée de la matrice de Sylvester dé�nissant le résultant

0 �

�
�������������������

α0 0 . 0 0 β0 0 . 0 0
α1 α0 . . . β1 β0 . . .
. α1 . 0 . . β1 . 0 .
. . . . . . . . . .
. . . α0 0 . . . β0 0

αm�1 . . α1 α0 βn�1 . . β1 β0
αm αm�1 . . α1 βn βn�1 . . β1
0 αm . . . 0 βn . . .
. . . . . . . . . .
. 0 . αm�1 . . 0 . βn�1 0
. . . αm αm�1 . . . βn βn�1

0 0 . 0 αm 0 0 . 0 βn

�
������������������

�

�
�������������������

�u0
.
.
.
.

�un�1

vm�1

.

.

.

.
vn�1

�
������������������

D'après les formules de Cramer sur la résolution de systèmes d'équations,
l'existence d'une solution non triviale dans le corps des fractions de A, noté
k, équivaut donc à la nullité de Respf, gq. Mais l'existence d'une solution non
triviale dans k équivaut à l'existence d'une solution non triviale dans A. En
e�et, il su�t alors de multiplier les solutions par un dénominateur commun. �

Théorème 2.1. Soit A un anneau factoriel. Soient f, g P ArY s deux polynômes
non nuls, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) On a Respf, gq � 0.

(2) Les polynômes f et g ont un facteur commun non constant dans
ArY s.

Preuve : On suppose (2), alors il existe h P ArY s avec degphq ¡ 0 tel que
f � f̃h et g � g̃h. On déduit donc l'égalité fg̃ � gf̃ , avec degpf̃q   n et
degpg̃q   m. Le lemme 1.1 implique donc la nullité du résultant Respf, gq.
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Réciproquement, si le résultant Respf, gq est nul, d'après le lemme 1.1, il
existe P,Q P ArY szt0u, avec degpP q   m et degpQq   n tels que fQ � gP .
Dans un anneau factoriel, tout élément non nul et non inversible admet une
décomposition en irréductibles. Les facteurs irréductibles d'une décomposi-
tion de g apparaissent tous dans une décomposition de fQ. Or, ils ne peuvent
pas tous apparaître dans une décomposition de Q car degpQq   degpgq. Ceci
prouve que l'un d'eux apparaît dans une décomposition du polynôme f .
Donc les polynômes f et g possèdent un facteur commun. �

Lemme 2.2. Soit k un corps, et soient f, g P krX,Y, Zs des polynômes
homogènes en trois variables. Alors l'égalité suivante est véri�ée :

ResZpf, gqpa, bq � ResZpfpa, b, Zq, gpa, b, Zqq

Preuve : Notons n � degpfq � degpgq , et Spx, yq � pui,jpx, yqq1¤i,j¤n la
matrice de Sylvester associée au résultant par rapport à Z des polynômes f
et g. Soit pa, bq un élément de k2. Alors, on a les égalités suivantes :

detpSpx, yqqpa, bq � p
°

σPSn

εpσq
±
i
ui,σpiqpx, yqqpa, bq

�
°

σPSn

εpσq
±
i
ui,σpiqpa, bq

� detpSpa, bqq

Or detpSpx, yqqpa, bq � ResZpf, gqpa, bq et detpSpa, bqq � ResZpfpa, b, Zq, gpa, b, Zqq.
On en déduit l'égalité voulue. �

Corollaire 2.1. Soit k un corps algébriquement clos et soient f, g P krX,Y, Zs
des polynômes homogènes en trois variables. Soit pa, bq P k2 tel que le ré-
sultant ResZpf, gqpa, bq soit nul. Alors les polynômes fpa, b, Zq et gpa, b, Zq
admettent une racine commune.

Preuve : D'après le lemme 2.2, on a l'égalité suivante :

ResZpf, gqpa, bq � ResZpfpa, b, Zq, gpa, b, Zqq

D'après le théorème 2.1, on en déduit que les polynômes f et g possèdent
un facteur commun, noté h. Comme le corps k est algébriquement clos, le
polynôme h possède une racine dans k, noté c. Donc c est une racine com-
mune de f et g. Ce qui conclut la preuve. �

Théorème 2.2. Soit A un anneau, soient F et G deux polynômes homogènes
dans ArX1, . . . , Xs, Y s de degrés respectifs m et n. Si les degrés en Y de F
et G, considérés comme des éléments de l'anneau ArX1, . . . , XssrY s, sont
respectivement m et n, leur résultant est soit nul, soit un polynôme homogène
de degré mn dans ArX1, . . . , Xss.

Preuve : On peut écrire F et G sous la forme

F � Am �Am�1Y � . . .�A0Y
m

G � Bn �Bn�1Y � . . .�B0Y
n

9



avec Ai, Bi des polynômes homogènes de degré i dans ArX1, . . . , Xss. De plus
A0 � 0 et B0 � 0 par hypothèse. Le résultant ResptX1, . . . , tXsq est alors
égal à :

�
������������������

tmAm 0 . 0 0 tnBn 0 . 0 0

tm�1Am�1 tmAm . . . tn�1Bn�1 tnBn . . .

. tm�1Am�1 . 0 . . tn�1Bn�1 . 0 .

. . . . . . . . . .

. . . tmAm 0 . . . tnBn 0

tA1 . . tm�1Am�1 tmAm tB1 . . tn�1Bn�1 tnBn

A0 tA1 . . tm�1Am�1 B0 tB1 . . tn�1Bn�1

0 A0 . . . 0 B0 . . .
. . . . . . . . . .
. 0 . tA1 . . 0 . tB1 0
. . . A0 tA1 . . . B0 tB1

0 0 . 0 A0 0 0 . 0 B0

�
�����������������

En multipliant la ième colonne par tn�i�1 pour 1 ¤ i ¤ n, et la pn� jqème

colonne par tm�j�1 pour 1 ¤ j ¤ m, on obtient :

tpRptX1, . . . , tXsq � tqRpX1, . . . , Xsq

où p � npn�1q
2 �mpm�1q

2 et q � pm�nqpm�n�1q
2 , d'où, on déduit queRptX1, . . . , tXsq �

tmnRpX1, . . . , Xsq. Ce qui conclut la preuve. �

Théorème 2.3. Soit A un anneau intègre et soient F,G deux polynômes
unitaires de ArXs de degrés respectifs n et m. On note pλ1, � � � , λnq ( resp.
pµ1, . . . , µmq) les racines de F ( resp. G) dans une clôture algébrique du corps
des fractions de A. Alors le résultant de F,G est égal à RespF,Gq �

±
i,j
pλi�

µjq.

Preuve : Dans la mesure où les coe�cients de F et G s'expriment en fonction
des λi, respectivement µj , il est légitime de considérer le résultant de F,G
comme un polynôme dépendant des λi et des µj . En considérant le résultant
comme un polynôme en les variables pλ1, � � � , µmq le théorème 2.2 nous assure
qu'il est de degré mn. De plus ce polynôme s'annule s'il existe i, j tels que
λi � µj . En e�et, s'il existe i, j tels que λi � µj , alors les polynômes F et
G ont une racine commune, donc un facteur commun. D'après le théorème
2.1, le résultant de F et G est donc nul. Donc le polynôme RespF,Gq est un
multiple du polynôme

±
i,j
pλi�µjq. Il existe a P A tel que Respλ1, � � � , µmq �

a
±
i,j
pλi � µjq. En évaluant en un point, on peut montrer que RespF,Gq �±

i,j
pλi � µjq.

Remarque. Pour des polynômes F,G P krXs de coe�cients dominants αn et
βm, on a l'égalité RespF,Gq � αmn β

n
m

±
i,j
pλi � µjq

Corollaire 2.2 (Multiplicativité du résultant). Le résultant est multiplicatif.
C'est-à-dire que, pour tous polynômes F,G,H P ArXs, l'égalité suivante est
véri�ée : RespF,GHq � RespF,Gq � RespF,Hq.
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Preuve : C'est un corollaire du théorème 2.3, car les zéros du polynôme GH
sont exactement les zéros de G et les zéros de H.

Corollaire 2.3. Soit A un anneau et soient F et G deux polynômes de ArXs.
Soit p P N. Alors il existe c P A tel que RespXpF,Gq � cRespF,Gq.

Preuve : Notons n le degré de F ,m celui deG et pλ1, � � � , λnq (resp. pµ1, . . . , µmq)
les racines de F (resp. G) dans une clôture algébrique du corps des fractions
de A. Les racines de XpF sont alors pλ1, � � � , λn�1, � � � , λn�pq où pour tout
i P Jn� 1, n� pK, λi � 0. Le théorème 2.3 assure donc que :

RespXpF,Gq �
n¹
i�1

m¹
j�1

pλi � µjq �
m¹
j�1

p�µjq
p �

m¹
j�1

p�µjq
p � RespF,Gq

Théorème 2.4. Soit A un anneau et soient F et G deux polynômes de
ArXs de degrés respectifs m et n tels que n ¥ m. Alors, pour tout polynôme
U P ArXs de degré inférieur ou égal à m� n, l'égalité suivante est véri�ée :
RespF,Gq � RespF,G� UF q.

Preuve : La preuve de théorème est calculatoire. Elle sera admise. Cepen-
dant l'idée de la preuve consiste à e�ectuer des opérations élémentaires sur
les colonnes du déterminant. Notons M la matrice de Sylvester associée au
résultant de F et G etM 1 celle associée au résultant de F et G�UF . Passer
de M à M 1 se fait en ajoutant à chaque colonne de M une combinaison
linéaire des autres colonnes de M .

3. L'espace projectif

3.1. Dé�nition de l'espace projectif.

Dé�nition 3.1 (Dé�nition d'un espace projectif). Soit k un corps et E un
espace vectoriel sur k.
On introduit une relation d'équivalence notée � sur Ezt0u :

x � y ô Dλ P k�, x � λy

On dé�nit alors l'espace projectif sur E comme étant l'ensemble quotient
E{ �.
On note cet ensemble PpEq et on lui associe l'application π : E Ñ PpEq
induite par la propriété universelle du quotient.

Remarque. Si la dimension de l'espace vectoriel E est n, alors la dimension
de PpEq est n� 1.

Remarque. Pour un espace vectoriel E sur k de dimension �nie il existe
n P Nzt0u tel que E s'identi�e à kn. Dans ce cas, nous noterons Pn�1pkq
pour Ppknq.
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3.2. Repères de l'espace projectif.

Dé�nition 3.2 (Repère dans un espace projectif). Lorsque E est de di-
mension �nie n, on nomme repère projectif de PpEq tout pn � 1q-uplet
pp1, . . . , pn�1q de PpEq tel qu'il existe une base pe1, . . . , enq de E véri�ant :
(i) πpeiq � pi, @i P J1, nK

(ii) πp
n°
k�1

ekq � pn�1.

Si x P E a pour coordonnées px1, . . . , xnq dans la base pe1, . . . , enq, on note
rx1 : . . . : xn�1s les coordonnées dites homogènes de πpxq associées à cette
base.

Cette dé�nition fait sens. En e�et, si pp1, ..., pn�1q est un repère de PpEq
provenant de deux bases pe1, . . . , enq et pe11, . . . , e

1
nq de E alors πpeiq � πpe1iq

et πpe1 � . . .� enq � πpe11 � . . .� e1nq pour tout i P J1, nK.
Les n premières égalités impliquent que pour tout i P J1, nK, il existe λi P k�
tel que ei � λie

1
i.

La dernière se réécrit donc πpλ1e11 � . . . � λne
1
nq � πpe11 � . . . � e1nq ce qui

signi�e qu'il existe λ P k� tel que λ1e11 � . . .� λne
1
n � λpe11 � . . .� e1nq.

Comme pe11, . . . , e
1
nq est une base de E, on a �nalement λi � λ pour tout

i P J1, nK. Les coordonnées homogènes d'un élément de PpEq ne dépendent
donc pas de la base de E dont on se sert pour construire le repère projectif.

Proposition 3.1 (Changement de repère dans le plan projectif). Soient E
un espace vectoriel et PpEq l'espace projectif associé. Soient pp1, . . . , pn�1q
et pp11, . . . , p

1
n�1q deux repères projectifs de PpEq. Alors il existe une appli-

cation v : PpEq Ñ PpEq qui transforme le repère pp1, . . . , pn�1q en le repère
pp11, . . . , p

1
n�1q .

Preuve : D'après la dé�nition 1.3 il existe deux bases pe0, . . . , enq et pe10, . . . , e
1
nq,

véri�ant respectivement :
(i) πpeiq � pi, @i P J1, nK

(ii) πp
n°
k�1

ekq � pn�1.

(i') πpe1iq � p1i, @i P J1, nK

(ii') πp
n°
k�1

e1kq � p1n�1.

Alors il existe un automorphisme de E noté u P GLnpEq qui transforme la
base pe0, . . . , enq en la base pe10, . . . , e

1
nq.

On considère l'application ũ : Ezt0u Ñ PpEq qui à x associe πpupxqq. Cette
application est telle que pour tout x P Ezt0u et λ P k, on ait ũpλxq � ũpxq.
Ainsi, par propriété universelle de factorisation, l'application ũ induit une
application v : PpEq Ñ PpEq qui transforme le repère pp1, . . . , pn�1q en le
repère pp11, . . . , p

1
n�1q. En e�et, pour tout 1 ¤ i ¤ n � 1, le calcul montre

vppiq � π � upeiq � πpe1iq � p1i. �
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Remarque. L'application v est indépendante du choix des bases pe0, . . . , enq
et pe10, . . . , e

1
nq.

Proposition 3.2. Soit E un espace vectoriel de dimension �nie. Soit P P
PpEq. On peut compléter P en un repère projectif.

Preuve : Comme π : Ezt0u Ñ PpEq est surjective, il existe e P Ezt0u tel que
πpeq � P . Comme e � 0 et que E est de dimension �nie, on peut compléter
e en une base pe, e2, ..., enq de E. Cette base induit un repère projectif dont
la première composante est P . �

4. Courbes planes

4.1. Dé�nition.

Dé�nition 4.1 (Courbe a�ne plane). Soit k un corps. On appelle courbe
a�ne plane C le sous-ensemble de k2 dé�ni par C � tx P P2pkq;F pxq � 0u
où F P krX,Y s est un polynôme non constant. Le degré de la courbe C est
le degré du monôme de plus haut degré de F .

Remarque. Soit un polynôme F P krX,Y szk. Nous noterons V pF q la courbe
a�ne plane associée.

Dé�nition 4.2 (Courbe projective plane). Soit k un corps. On appelle
courbe projective plane C le sous-ensemble de P2pkq dé�ni par la donnée
de C � tx P P2pkq;F pxq � 0u où F P krX,Y, Zs est un polynôme ho-
mogène non constant. Le degré de la courbe C est le degré commun à tous
les monômes de F .

Remarque. Soit un polynôme F P krX,Y, Zszk. Nous noterons V�pF q la
courbe projective plane associée.

4.2. Homogénéisation et déshomogénéisation.

Soit P̃ un polynôme de krX,Y s. Le principe d'homogénéisation est une
application de krX,Y s dans krX,Y, Zs, qui au polynôme P̃ pX,Y q associe
le polynôme P pX,Y, Zq :� ZdP̃ pXZ ,

Y
Z q, où d � degpP̃ q. Le polynôme P P

krX,Y, Zs ainsi obtenu est homogène de degré d.

Remarque. Il nous semble important de noter que ce polynôme P est a priori
un élément de l'anneau kpZqrX,Y s. Il s'agit de véri�er qu'il appartient à
l'image de krX,Y, Zs par la localisation. Si tel est le cas, comme krX,Y, Zs
est intègre, le morphisme de localisation est injectif, et donc il est légitime
d'identi�er P à son antécédent dans krX,Y, Zs.
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Preuve : Il existe des entiers n,m P N et ai,j P k, avec n�m � d, tels que

P̃ pX,Y q �
n°
i�0

m°
j�0

ai,jX
iY j . Par dé�nition P pX,Y, Zq � Zd

n°
i�0

m°
j�0

ai,jp
X
Z q

ipYZ
j
q.

P pX,Y, Zq �
ņ

i�0

m̧

j�0

ai,jX
iY jZd�i�j avec d� i� j ¥ 0

Donc le polynôme P est bien un élément de l'image de krX,Y, Zs par la
localisation.

De plus, pour tout élément λ P k :

P pλX, λY, λZq � pλZqdP̃ p
λX

λZ
,
λY

λZ
q � λdZdP̃ p

X

Z
,
Y

Z
q � λdP pX,Y, Zq

Ainsi, le polynôme P de krX,Y, Zs est homogène de degré d.

Dé�nition 4.3 (Homogénéisé). Le polynôme P construit ci-dessus est ap-
pelé l'homogénéisé de P̃ .

Exemple 4.1 (Homogénéisation). Considérons la courbe a�ne de degré
deux dé�nie par P pX,Y q � XY � 1. C'est une hyperbole. On plonge cette
courbe dans le plan projectif en multipliant par ZdegpP q � Z2 le polynôme P
pris en pXZ ,

Y
Z q. Le polynôme décrivant notre hyperbole dans l'espace projectif

est donc QpX,Y, Zq � Z2pXZ
Y
Z � 1q � XY � Z2

Soit P un polynôme homogène de krX,Y, Zs. Le principe de deshomogénéi-
sation est une application des polynômes homogènes de krX,Y, Zs dans
krX,Y s, qui au polynôme P pX,Y, Zq associe le polynôme P̃ :� P pX,Y, 1q.

Dé�nition 4.4 (Deshomogénéisé). Le polynôme P̃ P krX,Y s ainsi dé�ni se
nomme le déshomogénéisé de P .

Exemple 4.2 (Déshomogénéisation). Réciproquement, on considère la courbe
projective dé�nie par le polynôme homogène de degré deux QpX,Y, Zq �
XY � Z2. La courbe en question est l'ensemble des points de rx : y : zs P
P2pkq tels que xy � z2 � 0. On souhaite se replacer dans le plan a�ne qui
est en bijection avec tpx, y, 1q; px, yq P k2u. Diviser l'égalité précédente par
zdegpQq � z2 est donc loisible. On obtient alors que dans le plan a�ne, notre
courbe est l'ensemble des points px1, y1q P k2 tels que

x

zloomoon
x1

y

zloomoon
y1

�1 � 0.

Proposition 4.1. L'homogénéisation et la deshomogénéisation sont des ap-
plications réciproques l'une de l'autre.

Preuve : Notons khrX,Y, Zs l'ensemble des polynômes homogènes de krX,Y, Zs,
14



ϕ :

"
krX,Y s Ñ khrX,Y, Zs

P̃ pX,Y q ÞÑ P pX,Y, Zq � ZdP pXZ ,
Y
Z q où d � degpP̃ q

et

ψ :

"
khrX,Y, Zs Ñ krX,Y s

P pX,Y, Zq ÞÑ P̃ pX,Y q � P pX,Y, 1q

Soit P̃ P krX,Y s. ψpϕpP̃ pX,Y qqq � 1degpP̃ qP̃ pX1 ,
Y
1 q � P̃ pX,Y q donc

ψ � ϕ � IdkrX,Y s.

Soit P P khrX,Y, Zs. ϕpψpP pX,Y, Zqqq � ZdegP pX,Y,1qP̃ pXZ ,
Y
Z q � P pX,Y, Zq

donc ϕ � ψ � IdkhrX,Y,Zs.

Donc homogénéisation et déshomogénéisation sont deux procédés récipro-
ques l'un de l'autre.

4.3. Composantes irréductibles.
Soit A un anneau factoriel. Soit P P ArX,Y s un polynôme non constant.

Comme l'anneau ArX,Y s est factoriel, le polynôme P admet une décomposi-
tion en produit de facteurs irréductibles. Cette remarque permet de dé�nir la
notion de composantes irréductibles des courbes planes projectives ou a�nes.

Dé�nition 4.5 (Composante irréductible). Soit k un corps.

(1) Soit C une courbe a�ne plane dé�nie par un polynôme non constant
f P krX,Y s. Les composantes irréductibles de C sont les courbes
a�nes planes associées aux facteurs irréductibles de f .

(2) Soit C une courbe projective plane dé�nie par un polynôme homogène
non constant F P krX,Y, Zs. Les composantes irréductibles de C sont
les courbes projectives planes associées aux facteurs irréductibles de
F .

Remarque (Composante irréductible commune). Soit A P tk, krZsu et F,G P
ArX,Y s. On dit que les courbes V pF q (ou V�pF q) et V pGq (ou V�pGq)
ont une composante irréductible commune s'il existe un facteur irréductible
commun aux polynômes F et G.

Théorème 4.1. Soit C,D deux courbes projectives planes dé�nies respective-
ment par F,G P krX,Y, Zs. Les courbes C,D ont une composante commune
si et seulement si RespF,Gq � 0.

Preuve : C'est une reformulation dans un cadre plus restreint du théorème
2.1.

Lemme 4.1. Soient F et G deux polynômes homogènes de krX,Y, Zs. Dé�nis-
sons les polynômes F̃ pX,Y q :� F pX,Y, 1q et G̃pX,Y q :� GpX,Y, 1q, qui
correspondent aux polynômes F et G deshomogénéisés. Si les polynômes F
et G sont sans facteur commun, alors il en va de même pour les polynômes
F̃ et G̃.
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Preuve : Nous allons démontrer le résultat par contraposée. Supposons que
les polynômes F̃ et G̃ possèdent un facteur commun noté Q̃ de degré supérieur
à 1. Il existe alors des polynômes F̃ 1 et G̃1 dans krX,Y s tels que :"

piq F̃ pX,Y q � Q̃pX,Y qF̃ 1pX,Y q

piiq G̃pX,Y q � Q̃pX,Y qG̃1pX,Y q

Nous noterons n � degpF̃ q, m � degpG̃q, d � degpQ̃q, n1 � degpF̃ 1q et
m1 � degpG̃1q. On déduit des égalités piq et piiq que n � d�n1 et m � d�m1.

"
pi1q F pX,Y, Zq � ZnF̃ pXZ ,

Y
Z q � ZdQ̃pXZ ,

Y
Z qZ

n1F̃ 1pXZ ,
Y
Z q

pii1q GpX,Y, Zq � ZmG̃pXZ ,
Y
Z q � ZdQ̃pXZ ,

Y
Z qZ

m1

G̃1pXZ ,
Y
Z q

Le polynôme dé�ni par QpX,Y, Zq � ZdQ̃pXZ ,
Y
Z q est un élément non con-

stant de krX,Y, Zs. C'est donc un facteur commun des polynômes F et de
G.

Nous avons ainsi démontré, par contraposée, que si les polynômes F et G
sont sans facteurs communs alors il en va de même pour les polynômes F̃ et
G̃. �

Proposition 4.2. Soit F̃ un polynôme de krX,Y s, d'homogénéisé F . Si Q̃
est un facteur non constant de F̃ , alors l'homogénéisé Q de Q̃ est un facteur
de F .

Preuve : Soit Q̃ un facteur non constant du polynôme F̃ . Il existe alors un
polynôme F̃ 1 dans krX,Y s tel que :

F̃ pX,Y q � Q̃pX,Y qF̃ 1pX,Y q

Nous noterons n � degpF̃ q, d � degpQ̃q, et n1 � degpF̃ 1q. On déduit de
l'égalité ci-dessus que n � d� n1.

F pX,Y, Zq � ZnF̃ p
X

Z
,
Y

Z
q � ZdQ̃p

X

Z
,
Y

Z
qZn

1

F̃ 1p
X

Z
,
Y

Z
q

Le polynôme dé�ni par QpX,Y, Zq � ZdQ̃pXZ ,
Y
Z q est un élément non con-

stant de krX,Y, Zs. C'est donc un facteur du polynôme F . �

Proposition 4.3. Soient F un polynôme homogène de krX,Y, Zs dé�nissant
une courbe projective plane notée V�pF q. Si le point ra : b : cs P P2pkq est
tel que F pa, b, cq � 0, et si ra : b : cs n'est pas un point à l'in�ni (i.e. c � 0).
Alors pac ,

b
cq P k

2 est un zéro du déshomogénéisé de F .

Preuve : Soit F un polynôme homogène de krX,Y, Zs de degré d. Il ex-
iste des éléments ai,j P k2 tels que F pX,Y, Zq �

°
i,j
ai,jX

iY jZd�i�j . Soit,

de plus, un élément ra : b : cs de P P2pkq tel que F pa, b, cq � 0. Dans
ce cas

°
i,j
ai,ja

ibjcd�i�j � 0. On obtient après factorisation par cd l'égalité
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cd
°
i,j
ai,jp

a
c q
ip bcq

j � 0. Comme c est non nul, on en déduit que F pac ,
b
c , 1q � 0,

i.e l'élément pac ,
b
cq est un zéro du déshomogénéisé de F . �

Pour conclure, nous résumons ce paragraphe sur les opérations d'homogénéi-
sation et de déshomogénéisation en présentatnt un diagramme qui explique
leur compatibilité au niveau des polynômes et des points. Soit f P krX,Y szk
un polynôme, supposé sans facteur irréductible multiple.

f P krX,Y s

homogénéisation

""

V p�q

��

f̃ P krX,Y, Zs

déshomogénéisation

bb

V�p�q

��
V pfq

homogénéisation

""

Nullstellensatz

CC

7
4

0
-

)
&

"
�

�
�

�
�

�



�

V�pf̃q

déshomogénéisation

bb

Nullstellensatz

[[

�



�
�

�
�

�

�
"

&
)

-
0

4
7

Remarque. Le théorème du Nullstellensatz n'est valable que dans un corps
k algébriquement clos.

Notons en�n que l'on a :

V�pf̃q � tra : b : 1s; fpa, bq � 0u Y tra : b : 0s; f̃pa, b, 0q � 0u.

Les éléments du sous-ensemble tra : b : 0s; f̃pa, b, 0q � 0u de V�pf̃q son
appelés points à l'in�ni de la courbe V pfq.

5. Définition de la multiplicité d'un point d'intersection de

deux courbes

Dans cette section, nous allons introduire la notion de multiplicité d'in-
tersection de deux courbes.
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5.1. Quelques dé�nitions préliminaires.
Soient F,G P krX,Y szk deux polynômes. Soient C,D les courbes a�nes

planes qui leur sont respectivement associées. Soit P � pa, bq P k2 un point
tel que F pa, bq � 0. Dans ce paragraphe, nous allons introduire des notions
utiles pour la suite.

Dé�nition 5.1. Soit P un point du plan euclidien k2. On dit que les courbes
C,D s'intersectent proprement en P si les polynômes F,G n'ont pas de fac-
teur (irréductible) commun non constant H P krX,Y s tel que HpP q � 0.

Soit P � p0, 0q l'origine de k2. Il existe une famille pFiqm¤i¤n de polynômes,
unique, telle que, pour tout entier i, le polynôme Fi P krX,Y s soit homogène
de degré i, et F � Fm�Fm�1� . . .�Fn. Rappelons que, pour tout entier i,
le polynôme Fi est appelé composante homogène de degré i de F . La courbe
a�ne plane associée au polynôme Fm est appelé cône tangent de C.

Dé�nition 5.2 (Multiplicité au point P ).

(1) Si P � p0, 0q, la multiplicité à l'origine du polynôme F est le nombre
m est dé�ni ci-dessus. Nous le noterons m �: mp0,0qpF q. C'est aussi
le degré du cône tangent de C.

(2) Si P � pa, bq P k2, la multiplicité au point P du polynôme F est
dé�nie par mP pF q :� mp0,0qpF

T q, où F T pX,Y q � F pX � a, Y � bq.

Décomposons le polynôme sous la forme F T pX,Y q :� F pX � a, Y � bq �
Gm�Gm�1� . . .�Gn. De même, d'après le théorème 1.1, le polynôme Gm se
décompose sous la forme Gm �

±
Lrii , où Li � αiX � βiY , avec αi, βi P k2.

Dé�nition 5.3 (Droites tangentes). Les droites αipX � aq � βipY � bq sont
appelées les droites tangentes de F en P � pa, bq.

Dé�nition 5.4. Soit T est un changement de repère du plan a�ne. Notons
F T et GT les polynômes dé�nissant respectivement les deux courbes CT :�
tx P k2;F pT pxqq � 0u et DT :� tx P k2;GpT pxqq � 0u.

5.2. Une approche axiomatique de la multiplicité d'intersection.
Soient F et G deux polynômes de krX,Y s non constants qui dé�nissent

des courbes planes a�nes, notées C et D. Nous souhaitons dé�nir la mul-
tiplicité d'intersection de ces deux courbes en un point P P k2. Nous in-
troduisons les axiomes suivants pour dé�nir une application I de l'ensem-
ble k2 � pkrX,Y szkq2 dans N Y t8u. Pour tout P P k2, et tout couple
pF,Gq P pkrX,Y szkq2, nous dé�nissons :

(1) IpP, pF,Gqq est un entier positif, pour tous polynômes F , G, et point
P tels que les courbes C et D s'intersectent proprement en P . Si les courbes
C et D ne s'intersectent pas proprement en P alors IpP, pF,Gqq � 8 .

(2) IpP, pF,Gqq � 0 si et seulement si le point P R C XD.

(3) Si T est un changement de coordonnées du plan a�ne tel que, pour
Q P k2, T pQq � P , alors IpQ, pF T , GT qq � IpP, pF,Gqq.
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(4) IpP, pF,Gqq � IpP, pG,F qq.

(5) IpP, pF,Gqq ¥ mP pF qmP pGq avec égalité si et seulement si F et G
n'ont pas de droites tangentes communes au point P .

(6) Si F �
±
F rii etG �

±
G
sj
j . Alors IpP, pF,Gqq �

°
i,j
risjIpP, pFi, Gjqq.

(7) Pour tout polynôme A P krX,Y s, IpP, pF,Gqq � IpP, pF,G�AF qq.

Théorème 5.1. Pour tout couple pF,Gq P pkrX,Y szkq2, pour tout point
P P k2, il existe au plus un entier IpP, pF,Gqq véri�ant les axiomes (1) à
(7) précédents.

Preuve : Il su�t de donner un algorithme constructif pour calculer IpP, pF,Gqq
en utilisant seulement les propriétés (1) à (7). Comme la propriété (3) as-
sure que les changements de coordonnées ne modi�ent pas la multiplicité
d'intersection, on peut supposer que P � p0, 0q. Par ailleurs, à moins que
les polynômes F et G ne dé�nissent la même courbe, on peut supposer qu'il
existe un point où les courbes s'intersectent proprement. Nous supposerons
donc, par la propriété (1) que le nombre IpP, pF,Gqq est �ni. La propriété (2)
nous permet le calcul dans le cas où IpP, pF,Gqq � 0, i.e lorsque P R C XD.
Nous procéderons donc par récurrence, on suppose que IpP, pF,Gqq � n ¡ 0
et que l'on sait calculer IpP, pF,Gqq lorsque IpP, pF,Gqq   n.
Notons respectivement r, s P N, les degrés des polynômes F pX, 0q, GpX, 0q P
krXs. Comme la propriété (4) assure la symétrie de la multiplicité d'inter-
section par rapport à F et G, on peut supposer que r ¤ s.

Premier cas : Si r � 0. Alors Y divise le polynôme F , et il existe H P
krX,Y s tel que F � Y H. Par la propriété (6), on en déduit l'égalité suiv-
ante : IpP, pF,Gqq � IpP, pH,Gqq � IpP, pH,Gqq. Le polynôme G s'écrit
sous la forme GpX,Y q � Xmpa0 � a1X � . . . � anX

nq � Y QpX,Y q, avec
a0 � 0, et QpX,Y q P krX,Y s. Par la propriété (7), nous en déduisons l'é-
galité IpP, pY,Gqq � IpP, pY, pXmpa0 � a1X � . . . � anX

nqqq. De plus, par
la propriété (6), l'entier IpP, pY, pXmpa0 � a1X � . . . � anX

nqqq s'exprime
comme :

IpP, pY,Xmqq � IpP, pY, pa0 � a1X � . . .� anX
nqqq

Or le point P � p0, 0q n'appartient pas à l'intersection de Y avec le polynôme
pa0 � a1X � . . . � anX

nq, car a0 � 0. Nous en déduisons donc que la mul-
tiplicité d'intersection IpP, pY, pa0 � a1X � . . . � anX

nqqq est nulle, par la
propriété (2). En�n, comme les polynômes Xm et Y n'ont pas de droites
tangentes communes, alors d'après la propriété (5), la multiplicité d'inter-
section IpP, pY,Xmqq � mP pY qmP pX

mq � m. Ainsi IpP, pY,Gqq � m. Or
comme P est sur la courbe dé�nie par le polynôme G, le nombre m est
strictement positif. Donc IpP, pH,Gqq   n. On peut donc conclure le calcul
par récurrence.

Deuxième cas : Si r ¡ 0. Nous allons nous ramener au premier cas en
utilisant les propriétés (7) et (4).
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Posons H � G � Xs�rF . Alors d'après la propriété (7), la multiplicité
d'intersection IpP, pF,Gqq � IpP, pF,Hqq. De plus degpHpX, 0qq � t   s. En
itérant le processus, quitte à intervertir le rôle de F et H, par la propriété
(4), si t   r, ce calcul nous fournit deux polynômes A,B P krX,Y s tels que
IpP, pA,Bqq � IpP, pF,Gqq, et degpApX, 0qq � 0.
Nous nous sommes ainsi ramené au premier cas, ce qui conclut la preuve de
l'unicité. �

Dé�nition 5.5. Soient P P k2 et C,D deux courbes a�nes planes, dé�nies
respectivement par les polynômes non constants F,G P krX,Y s. S'il existe,
l'entier IP pC,Dq :� IpP, pF,Gqq est appelé multiplicité d'intersection des
courbes C et D au point P .

5.3. Existence de la multiplicité d'intersection : acte I.
Dans ce paragraphe, nous admettons certains passages de la preuve du

théorème 5.2 qui dé�nit la multiplicité d'intersection de deux courbes a�nes
planes.

Soient F,G P krX,Y s deux polynômes non constants. Soit P � pa, bq P k2.
On dé�nit l'anneau OP pk

2q par la formule OP pk
2q :� krX,Y spX�a,Y�bq. Cet

anneau est un anneau intègre qui contient krX,Y s.

Proposition 5.1. Soient F,G P krX,Y s deux polynômes non constants, et
P P k2. La k-algèbre OP pk

2q{pF,Gq est �nie.

Preuve : Pour plus de clarté, nous allons découper la preuve en plusieurs
étapes.
� Étape 1 : Montrons que l'anneau OP pk

2q est local. Pour cela, nous allons
montrer que l'idéal pX � a, Y � bq est premier dans krX,Y s. Considérons
le morphisme d'évaluation de l'anneau krX,Y s dans l'anneau k, qui à un
polynôme P pX,Y q associe l'élément P pa, bq. Ce morphisme est surjectif, et
son noyau est l'idéal pX � a, Y � bq. Par le lemme de factorisation, nous en
déduisons l'existence d'un isomorphisme d'anneau entre krX,Y s{pX�a, Y �
bq et k. Comme k est un corps, l'idéal pX � a, Y � bq est donc maximal. Cet
idéal est donc, en particulier, premier. En appliquant le corollaire 1.1, on en
déduit que l'anneau OP pk

2q est local.
D'après le théorème de correspondance des idéaux, le passage au quotient

ne modi�e pas cette propriété, donc l'anneau OP pk
2q{pF,Gq est local.

� Étape 2 : Montrons que l'anneau OP pk
2q est noethérien. Soit J un idéal

de OP pk
2q. Si J � OP pk

2q, alors l'idéal J est engendré l'élément unité de
l'anneau. Il est donc de type �ni. On supposera désormais que J � OP pk

2q.
Notons ϕ : krX,Y s Ñ OP pk

2q, le morphisme de localisation. D'après le
lemme 1.1, l'idéal ϕ�1pJq est tel que ϕ�1pJq � S�1krX,Y s � J . Or d'après
la proposition p1q de ce même lemme ϕ�1pJq � S�1krX,Y s � S�1krX,Y s si
et seulement si ϕ�1pJq X S � H. Or ici S � krX,Y szpX � a, Y � bq. Donc
ϕ�1pJq�S�1krX,Y s � S�1krX,Y s si et seulement si ϕ�1pJq � pX�a, Y �bq.
Ainsi ϕ�1pJq � pX � a, Y � bq, ou ϕ�1pJq � pY � bq, ou ϕ�1pJq � pX � aq,
qui sont tous de type �ni. En�n, la proposition p2q du lemme 1.1 nous assure
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que J � ϕ�1pJq � S�1krX,Y s est de type �ni. Donc l'anneau OP pk
2q est

noethérien.
Le passage au quotient ne modi�e pas cette propriété, donc l'anneau OP pk

2q{pF,Gq
est noethérien.

On rappelle que la dimension d'un anneau dans la théorie de la dimension
de Krull est donnée par le supremum de la longueur des chaînes croissantes
d'idéaux premiers.

Comme OP pk
2q est un anneau local, dont l'idéal maximal est engendré

par deux éléments, alors il est de dimension de Krull inférieure ou égale à
deux. Par ailleurs, en appliquant le Hauptidealsatz succésivement à l'anneau
local noetherien OP pk

2q , puis à l'anneau local noethérien OP pk
2q{pF q, on

en déduit que dimpOP pk
2q{pF,Gqq ¤ dimpOP pk

2qq � 2 ¤ 0.
Donc l'anneau pOP pk

2q{pF,Gqq est de dimension de Krull nulle.
� Étape 3 : Conclusion. Par un argument classique d'algèbre commutative,

on en déduit alors que la k-algèbre l'anneau pOP pk
2q{pF,Gqq est �nie.

Théorème 5.2. Soient F,G P krX,Y s deux polynômes non constants, et
P P k2. L'entier dimkpOP pk

2q{pF,Gqq véri�e les axiomes (1) à (7) précé-
dents. En particulier, IpP, pF,Gqq � dimkpOP pk

2q{pF,Gqq.

Remarque. La proposition 5.1 assure que cela a du sens de parler de la
dimension de la k-algèbre OP pk

2q{pF,Gq.

Preuve : Nous allons prouver partiellement ce théorème. Une preuve détaillée
est donnée dans Algebraic Curves de W. Fulton [2].
� (2) : La dimension de la k-algèbreOP pk

2q{pF,Gq est nulle si et seulement
si pF,Gq � OP pk

2q, si et seulement si F pP q � 0 ou GpP q � 0. En e�et,
l'idéal pF,Gq � OP pk

2q si et seulement si il existe U, V,D P krX,Y s tels que
FU �GV � D, avec D inversible dans OP pk

2q. Si F pP q � GpP q � 0, alors
DpP q � 0, donc d'après le corollaire 1.2, le polynôme bX�aY est un facteur
de D. Or bX�aY P pX�a, Y �bq. Donc D n'est pas inversible dans OP pk

2q.
Donc par contraposée, si pF,Gq � OP pk

2q alors F pP q � 0 ou GpP q � 0.
Réciproquement montrons que si F pP q � 0 alors F est inversible dans

OP pk
2q, par contraposée. Supposons que le polynôme F est non inversible.

Alors il existe A,B P krX,Y s tels que F � pX � aqA � pY � bqB, donc
F pP q � 0, ce qui conclut. Donc pF,Gq � OP pk

2q.
Donc pF,Gq � OP pk

2q, si et seulement si F pP q � 0 ou GpP q � 0.
Donc OP pk

2q{pF,Gq � 0 si et seulement si P R V pF q X V pGq.
� (4) : L'idéal pF,Gq est égal à l'idéal pG,F q. Nous en déduisons l'égalité

dimkpOP pk
2q{pF,Gqq � dimkpOP pk

2q{pG,F qq
� (7) : Pour tout polynôme A P krX,Y s, on a l'égalité entre les idéaux

pF,Gq � pF,G � AF q. Nous en déduisons que dimkpOP pk
2q{pF,Gqq �

dimkpOP pk
2q{pF,G�AF qq.

Les théorèmes 5.1 et 5.2 garantissent que le graphe I précédent est une
application.
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5.4. Existence de la multiplicité d'intersection : acte II.
Nous présentons dans ce paragraphe la notion de multiplicité d'intersec-

tion de deux courbes projectives planes. Cette approche est moins théorique
et plus e�ective.

Soit k un corps. Soient F,G P krX,Y, Zs deux polynômes homogènes non
constants représentant respectivement deux courbes projectives planes C et
D, supposées sans composante commune. On note ResZpF,Gq le résultant
de F,G P krX,Y srZs. En vertu du corollaire 2.1, l'on conclut que l'ensem-
ble des solutions de l'equation ResZpF pa, b, Zq, Gpa, b, Zqq � 0 correspond
à l'ensemble des points de V�pF q X V�pGq de la forme ra : b : cs, avec
c P k. Autrement dit, il existe ra : b : cs P V�pF q X V�pGq si et seulement si
pbX � aY q divise ResZpF,Gq d'après le théorème 1.1.

Soit pa, bq � p0, 0q. On note ιpa:bqpF,Gq le plus grand élément ` P N tel
que pbX � aY q` divise ResZpF,Gq. Soit J : k2 � pkrX,Y szkq2 Ñ N Y t8u
l'application dé�nie par

ppa, bq, pf, gqq ÞÑ ιpa:bqpf̃ , g̃q,

si f̃ , g̃ sont sans facteurs communs. Par convention, J prend la valeur 8 si
les courbes correspondantes ont une composante commune.

Théorème 5.3. Pour tout point pa, bq P pk�q2 et tout couple de polynômes
pf, gq P pkrX,Y szkq2, l'élément Jppa, bq, pf, gqq véri�e les axiomes (1), (3)
à (7) précédents, ainsi que l'axiome (2') suivant : Jppa, bq, pf, gqq � 0 si et
seulement il existe c P k tel que ra : b : cs P V�pf̃q X V�pg̃q.

Preuve : Nous allons véri�er un à un que les axiomes sont véri�és.

Axiome 1 : Jppa, bq, pf, gqq ¥ 0 est acquis. Si C et D ne s'intersectent
pas proprement en P , alors les polynômes f et g ont un facteur commun,
donc d'après la proposition 4.2, les polynômes f̃ et g̃ ont aussi un facteur
commun. D'après le théorème 2.1 leur résultant est donc nul. L'on déduit
que Jppa, bq, pf, gqq � 8.

Axiome 2' : la preuve découle directement de la remarque du début du
paragraphe.

Si P � ra : b : cs P C̃ X D̃, alors fpa, bq � 0 et gpa, bq � 0. Donc
f̃pa, b, 1q � 0 et g̃pa, b, 1q � 0. Ainsi les polynômes f̃pa, b, Zq et g̃pa, b, Zq pos-
sèdent un facteur commun. D'après le théorème 2.1 et le lemme 2.2, nous en
déduisons que Respf̃ , g̃qpa, bq � 0. Donc d'après le théorème 1.1 le polynôme
bX � aY est un facteur du polynôme Respf̃ , g̃q. Donc ιpa:bqpf̃ , g̃q ¥ 1. Ainsi
Jppa, bq, pf, gqq � 0.

Réciproquement, si Jppa, bq, pf, gq ¥ 1, alors ιpa:bqpf̃ , g̃q � 0. Par dé�nition,

cela signi�e que bX � aY est un facteur de ResZpf̃ , g̃q. Donc le nombre
ResZpf̃pa, b, Zq, g̃pa, b, Zqq est nul. D'après le corollaire 2.1, nous en déduisons
que les polynômes f̃pa, b, Zq et g̃pa, b, Zq ont une racine commune notée c.
Cela conclut la preuve.
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Axiome 3 : Soit T un changement a�ne de coordonnées tel que T pQq � P .
Notons Q � pc, dq et P � pa, bq. Le polynôme noté fT est tel que, pour tout
x P k2, fT pxq � fpT pxqq.

Nous allons montrer que �fT pc, d, Zq � f̃pa, b, Zq.
Par dé�nition, nous avons l'égalité suivante : fT pc, dq � fpa, bq. Par

ailleurs les degrés des polynômes f et fT sont égaux ; en notant n ce de-
gré commun, nous obtenons que : ZnfT p cZ ,

d
Z q � Znfp aZ ,

b
Z q, ce qui revient

à dire que �fT pc, d, Zq � f̃pa, b, Zq.
Nous déduisons de l'égalité précédente, valable pour tout f P krX,Y s

et tous points P,Q P k2 tels que T pQq � P , que ResZp
�fT ,�gT qpQq �

ResZpf̃ , g̃qpT pP qq. On déduit de cette égalité que ιpa:bqpf̃ , g̃q � ιpc:dqp
�fT ,�gT q.

Donc Jppa, bqpf, gq � Jppc, dqpfT , gT qq.

Axiome 4 : Notons m et n les degrés respectifs de f̃ et g̃. Passer de la
matrice qui donne ResZpf̃ , g̃q à celle qui donne ResZpg̃, f̃q se fait en permu-
tant nm colonnes. Donc ResZpf̃ , g̃q � p�1qmnResZpg̃, f̃q. Donc ResZpf̃ , g̃q �
p�1qmnResZpg̃, f̃q ont les mêmes facteurs (irréductibles) aX � bY . Donc
ιpa:bqpC,Dq � ιpa:bqpD,Cq. Donc Jppa, bqpf, gqq � Jppa, bqpg, fqq

Axiome 5 : La démonstration de cet axiome est extrêmement fastidieuse,
nous vous renvoyons au théorème 54.6 du livre Algrebraic geometry for be-
ginners de C. Musili [4].

Axiome 6 : Soient h̃, g̃1, g̃2 des polynômes homogènes de krX,Y, Zs. Par
le corollaire 2.2, qui démontre la multiplicativité du résultant :

ResZph̃, g̃1g̃2q � Resph̃, g̃1q � Resph̃, g̃2q

Donc ιpa:bqph̃,�g1g2q � ιpa:bqph̃, g̃1q�ιpa:bqph̃, g̃2q, car �g1g2 � g̃1g̃2. Donc l'égalité
suivante est véri�ée : Jppa, bqph, g1g2qq � Jppa, bqph, g1qq � Jppa, bqph, g2qq.

Décomposons alors les polynômes f et g sous la forme suivante f �
±
i
fαi
i

et g �
±
j
g
βj
j . Nous en déduisons par récurrence sur degpfq � degpgq que

Jppa, bqpf, gqq �
°
i,j
αiβjJppa, bqpfi, gjqq.

Axiome 7 : Notons m � degpfq, n � degpgq. On peut supposer que n ¥ m
grâce à l'axiome 4.

La démonstration de l'unicité de l'objet dé�ni dans le théorème 5.1 n'utilise
que le fait que le polynôme A P krX,Y s est de degré inférieur ou égal à n�m.
Nous montrerons que, pour tout polynôme u P krX,Y s, tel que degpuq ¤
n�m, on a l'égalité suivante : Jppa, bq, pf, gqq � Jppa, bqpf, g � ufqq.

Notons d � degpg � ufq, et l � degpuq
Si d � n, alors g � uf est de degré n, donc

(1) �g � uf � Znpgp
X

Z
,
Y

Z
q � ufp

X

Z
,
Y

Z
qq � g̃ � f̃ � ũZn�l�m
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Comme le polynôme ũZn�l�m est de degré n � m, nous pouvons utiliser
le théorème 2.4 qui assure que ResZpf̃ , g̃ � f̃ � ũZn�l�mq � ResZpf̃ , g̃q.
Donc en combinant avec l'égalité (1), on obtient le résultat : ResZpf̃ , g̃q �
ResZpf̃ , �g � ufq. Donc on en déduit que ιpa:bqpf̃ , g̃q � ιpa:bqpf̃ , �g � ufq. Donc
Jppa, bq, pf, gqq � Jppa, bqpf, g � ufqq.

Si d   n, alors on a toujours l'égalité : ZnpgpXZ ,
Y
Z q�ufp

X
Z ,

Y
Z qq � g̃� f̃ �ũ.

Par ailleurs, on a aussi Zn�dZdpgpXZ ,
Y
Z q � ufpXZ ,

Y
Z qq � Zn�d�g � uf . Nous

utilisons l'égalité g̃� f̃ � ũ � Zn�d�g � uf , pour en déduire que ResZpf̃ , g̃� f̃ �
ũq � ResZpf̃ , Z

n�d�g � ufq. Par le théorème 2.4 et le corollaire 2.3, il existe
c P k tel que l'égalité suivante soit véri�ée : ResZpf̃ , g̃q � cResZpf̃ , �g � ufq.
L'on conclut par le même argument que précédemment que Jppa, bq, pf, gqq �
Jppa, bqpf, g � ufqq.

Remarque. Dans la preuve des théorèmes de Bézout (formes faible et forte),
nous montrerons comment l'on peut toujours supposer pa, bq � p0, 0q via un
changement de coordonnées. Cette remarque implique en particulier que la
construction prend un sens en général.

Dé�nition 5.6. Soient k un corps. Soient C,D deux courbes projectives
planes respectivement associées aux polynômes homogènes non constants
F,G P krX,Y, Zs, supposés sans facteur irréductible commun. On appelle
multiplicité d'intersection de C et D au point P � ra : b : cs, c � 0, l'entier
IP pC,Dq :� Ippac ,

b
cq, pF pX,Y, 1q, GpX,Y, 1qq.

Remarque. Si a � 0, on peut montrer que la dé�nition ci-dessus est encore
égale à Ippac ,

b
cq, pF p1, Y, Zq, Gp1, Y, Zqq. (Idem si b � 0.) Nous admettons ce

point.

6. Énoncé et démonstration du théorème de Bézout

6.1. Quelques résultats préliminaires. Dans toute ce paragraphe, nous
noterons k un corps algébriquement clos, et P2pkq :� k3zt0u{ � le plan
projectif, où � est la relation d'équivalence dé�nie dans la dé�nition 3.1.

Lemme 6.1. Soient C et D deux courbes dé�nies par des polynômes en deux
variables F et G dans le plan euclidien. Si les polynômes F et G sont sans
facteur commun, alors l'ensemble C XD est �ni.

Preuve : Les polynômes F et G sont sans facteur commun dans krXsrY s,
ils n'ont donc pas de facteurs commun dans kpXqrY s. Comme kpXq est un
corps, l'anneau kpXqrY s est euclidien. Donc le plus grand diviseur commun
de F et G existe et vaut 1. Par conséquent, il existe R,S P kpXqrY s tels
que RF � SG � 1. De plus il existe un polynôme non nul D P krXs tel
que A :� DR P krX,Y s et B :� DS P krX,Y s. Ainsi AF � BG � D. Si
pa, bq P C X D, alors Dpaq � 0. Comme D a un nombre �ni de zéros, la
première coordonnée des éléments de C X D ne peut prendre qu'un nombre
�ni de valeurs.
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On peut appliquer le même raisonnement aux coordonnées selon Y. Donc
il n'y a qu'un nombre �ni d'éléments dans C XD. �

Proposition 6.1. Soient C et D deux courbes dé�nies par des polynômes
homogènes F,G P krX,Y, Zs. Si les polynômes F et G sont sans facteur
commun, alors l'ensemble C XD est �ni.

Preuve : Par le principe de deshomogénéisation, on transforme les polynômes
F et G en des polynômes F̃ et G̃ de deux variables. D'après le lemme 4.1,
ces polynômes restent sans facteur commun. On applique alors le lemme 6.1
à F̃ et G̃ et en déduit que l'ensemble C̃ X D̃ est �ni, où C̃ et D̃ sont les
courbes du plan euclidien dé�nies par la donnée des polynômes F̃ et G̃. On
en déduit que l'ensemble C XD est également �ni, par le lemme 6.2 suivant.
�

Lemme 6.2. En gardant les notations précédentes, si l'ensemble C̃ X D̃ est
�ni alors l'ensemble C XD � tx � ra : b : cs P P2pkq;F pxq � Gpxq � 0u est
�ni.

Preuve : Si c � 0, alors ra : b : cs � rac : bc : 1s. Pour les éléments x tels que c
est non nul, dire que x P C XD revient à demander que pac ,

b
cq P C̃ X D̃.

Si c � 0, alors comme 0 n'est pas un élément du plan projectif, un des
éléments a ou b est non nul. Sans perdre de généralité, on peut supposer que
b � 0. Ainsi ra : b : 0s � rab : 1 : 0s. Dire que x P C X D avec c � 0 revient
à demander à ce que a

b soit racine commune des polynômes en une variable
F pX, 1, 0q et GpX, 1, 0q. Ces polynômes en une variable n'ont qu'un nombre
�ni de racines. Il n'y a donc qu'un nombre �ni de points à l'in�ni dans CXD.

L'ensemble C X D est donc �ni, en tant que réunion de deux ensembles
�nis. �

6.2. Enoncé et démonstration.

Théorème 6.1 (Forme faible du théorème de Bézout). Soit k un corps
algébriquement clos. Soit C (resp. D) une courbe projective plane dé�nie par
la donnée d'un polynôme F (resp. G) homogène de degrém ¥ 1 (resp. n ¥ 1).
Si les deux courbes n'ont pas de composante commune, i.e. pgcdpF,Gq � 1,
alors les deux courbes s'intersectent en au plus mn points distincts.

Preuve : Nous allons prouver le théorème 6.1 par l'absurde en découpant la
preuve en di�érentes étapes. D'après la proposition 6.1, l'ensemble CXD est
�ni. Supposons que |CXD| ¥ mn� 1. Nous �xons un ensemble S de mn� 1
points choisis dans l'ensemble C XD.

� Étape 1 : montrons que l'on peut supposer que les polynômes F,G sont
non constants en la variable Z.

L'idée est ici d'exprimer les données dans un � bon � système de coordon-
nées dans P2pkq. Considérons les lignes droites LPQ qui joignent une paire
de points P,Q P S. On peut alors choisir un point P0 qui n'est ni sur C, ni
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sur D, ni sur une des lignes LPQ car k est in�ni d'après la proposition 1.2
Par un changement de coordonnées, en se référant à la proposition 3.2, on
peut supposer que P0 � r0 : 0 : 1s.

On remarquera, en particulier, que pour tout ra : b : cs P S, le couple pa, bq
est non nul. En e�et, si tel était le cas, alors le point r0 : 0 : cs appartiendrait
à S, avec c � 0, car r0 : 0 : 0s n'est pas un élément du plan projectif. Alors
r0 : 0 : cs � r0 : 0 : 1s, ce qui signi�e que P0 P S ; or ceci est absurde par
hypothèse.

Comme F p0, 0, 1q � 0 et Gp0, 0, 1q � 0, puisque le point P0 n'appartient
pas aux courbes C ou D, la variable Z apparaît e�ectivement dans l'expres-
sion des polynômes des F et G.

� Étape 2 : montrons que le résultant ResZpF,Gq est un polynôme homogène
non nul de degré mn.

Écrivons F et G comme des polynômes en Z à coe�cients dans krX,Y s,

F � A0Z
m �A1pX,Y qZ

m�1 � . . .�Am�1pX,Y qZ �AmpX,Y q

G � B0Z
n �B1pX,Y qZ

n�1 � . . .�Bn�1pX,Y qZ �BnpX,Y q

où chaque Ai (respectivement Bj) est soit nul, soit un polynôme homogène
de degré i (respectivement j). On peut remarquer que les propriétés suivantes
sont véri�ées : $&

%
piq Am ou Bn � 0
piiq A0, B0 P k
piiiq A0B0 � 0

En e�et, si la propriété (i) était invalide, Z serait un facteur commun de F
et G ; les propriétés (ii) et (iii) découlent directement du fait que le point
P0 � r0 : 0 : 1s n'appartient pas à C XD. On en déduit, d'après le théorème
2.2, que ResZpF,Gq le résultant de F et G par rapport à Z est soit nul, soit
un polynôme homogène de krX,Y s de degré mn.

� Étape 3 : Le résultant ResZpF,Gq � 0 (ainsi il est homogène de degré mn).

Supposons que RespF,Gqpa, bq � 0 pour tout pa, bq P k2. D'après le corol-
laire 2.1, les polynômes F pa, b, Zq et Gpa, b, Zq ont une racine commune qui
dépend de pa, bq, notons-la Z � c. Cela signi�e que, pour tout pa, bq P k2zt0u,
il existe c P k tel que pa, b, cq P C X D. L'ensemble C X D serait donc in�ni,
ce qui est absurde.

� Étape 4 : concluons la preuve par l'absurde.

On remarque que pour tout point ra : b : cs P C X D, l'élément c est une
racine commune de F pa, b, Zq et Gpa, b, Zq. Ainsi ResZpF pa, b, Zq, Gpa, b, Zqq
est nul, i.e. ResZpF,Gqpa, bq � 0. Ceci est vrai pour tout ra : b : cs P S. En
d'autres termes, pour tout ra : b : cs P S on montre que pa, bq � 0 et
pa, bq est un zéro non trivial de ResZpF,Gq, i.e. bX � aY est un facteur
de ResZpF,Gq par le corollaire 1.2. Cependant S contient au moins mn� 1
points et ResZpF,Gq est seulement de degrémn. On en déduit que l'ensemble
tab ; ra : b : cs P Su peut prendre au plus mn valeurs distinctes. Ou, de
manière équivalente, il existe Pi � rai : bi : cis P S pour i � 1, 2 avec
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P1 � P2 tels que a1
b1
� a2

b2
. Cela signi�e que P1, P2 et P0 � p0, 0, 1q sont sur

une droite dé�nie par b1X � a1Y � 0, ce qui est absurde dans la mesure où
P0 n'est sur aucune des lignes reliant deux points de S. �

Théorème 6.2 (Forme forte du théorème de Bézout). Soit k un corps al-
gébriquement clos. Soit C (resp. D) une courbe projective plane dé�nie par la
donnée d'un polynôme F (resp. G) homogène de degré m ¥ 1 (resp. n ¥ 1).
Si les deux courbes n'ont pas de composante commune, alors elles ont exacte-
ment mn points d'intersections comptés avec multiplicité.

Preuve : L'ensemble C XD étant �ni, il existe donc un entier k P N tel que
C X D � tP1, . . . , Pku. On reprend des éléments de la preuve du théorème
6.1 : on choisit un point P0 en dehors de C, D et de toutes les droites LPiPj

qui relient les points Pi et Pj pour i � j ; on choisit un repère tel que
P0 � r0 : 0 : 1s. On considère F etG comme des polynômes en Z à coe�cients
dans krX,Y s, le résultant de F et G est non nul, et c'est donc un polynôme
homogène de degré mn. Si Pi � rai : bi : cis, 1 ¤ i ¤ k, nous avons vu que
(i) pai, biq � 0, (ii) ai

bi
�

aj
bj

pour tout i � j, (iii) les zéros non triviaux de

ResZpF,Gq sont précisément les points communs de C et D, c'est-à-dire que
les éléments paibi , 1q sont exactement tous les zéros non triviaux distincts de
ResZpF,Gq.

On remarque alors que, grâce à (ii) et au théorème 5.3, l'entier ιpai:biqpF,Gq
véri�e l'axiome (2) du paragraphe 5.2, et donc que `i :� ιpai:biqpF,Gq �
IP pF,Gq en vertu du théorème 5.1. En outre, on a :

ResZpF,Gq �
k¹
i�1

pbiX � aiY q
`i avec `1 � . . .� `k � mn

Cette formule conclut la preuve du théorème. �

6.3. Limites.

a. Le théorème de Bézout est invalide si l'on se place dans le plan a�ne k2.

Exemple 6.1. Considérons les courbes a�nes H et D dé�nies respective-
ment par les polynômes P̃ pX,Y q � XY � 1 et Q̃pX,Y q � X. Si le théorème
de Bézout s'appliquait, ces deux courbes devraient s'intersecter en exacte-
ment deux points de k2. Or, ces deux courbes ne s'intersectent pas puisque
le système d'équations "

x � 0
xy � 1

n'admet aucune solution dans k2 (car 0 � 1).
27



H

D

0

Cependant, graphiquement, ces
deux courbes semblent s'intersecter
"à l'in�ni", d'où la nécessité de se
placer dans le plan projectif. Et
en e�et, en homogénéisant P̃ et
Q̃, on trouve e�ectivement que les
courbes projectives dé�nies par les
polynômes P pX,Y, Zq � XY � Z2

et QpX,Y, Zq � Z s'intersectent
en exactement deux points de
P2pkq, à savoir celui de coordonnées
r1 : 0 : 0s et celui de coordonnées
r0 : 1 : 0s.

b. Le théorème de Bézout est invalide si k n'est pas algébriquement clos.

Exemple 6.2.

La parabole P décrite par le
polynôme P pX,Y q � Y � X2 et
l'ellipse E décrite par le polynôme
QpX,Y q � X2 � 2Y 2 � Y � 2
s'intersectent uniquement en deux
points - à savoir p1, 1q et p�1, 1q -
si l'on considère que P et Q sont des
polynômes de RrX,Y s. 0

PE

Mais si ces polynômes sont vus comme appartenant à CrX,Y s, on trouve
deux points d'intersection supplémentaires : pi,�1q et p�i,�1q. On trouve
bien 4 points d'intersection, comme prévu par le théorème de Bézout.

c. Le théorème de Bézout ne tient plus lorsque les courbes considérées ont
une composante commune.

Exemple 6.3.
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D A

Considérons les courbes a�nes D
et A dé�nies respectivement par
P pX,Y q � pX � 1q et QpX,Y q �
pX�1qpY �1q. Elles s'intersectent en
une in�nité de points non colinéaires
dans le plan a�ne - à savoir la droite
a�ne décrite par le polynômeX�1 -
donc ont aussi une in�nité de points
d'intersection dans le plan projec-
tif alors que si le théorème de Bé-
zout s'appliquait il y en aurait ex-
actement 2.
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