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INTRODUCTION

Le présent document s’intéresse a divers théorémes dans le cadre de la
théorie de Galois qui traitent des liens entre le groupe de Galois d’un po-
lynéme sur Q, et celui de ce méme polyndéme sur les différents corps finis
F,.

La partie 1 constitue une introduction aux extensions de corps et a la
théorie de Galois. Nous survolerons la théorie assez rapidement, le but étant
d’introduire les définitions nécessaires pour la compréhension de la suite du
document.

La partie 2 énonce et démontre le théoréme de Dedekind. Ce dernier
montre que le groupe de Galois d’un polynoéme sur le corps fini F,, est inclus,
en un certain sens, dans le groupe de Galois de son relévement sur Q.

La partie 3 traite de I’abondance des polyndémes de groupe de Galois
maximal, ce qui est essentiellement ’'objet du théoréme de Van der Waerden.

La partie 4 forme un interméde analytique qui introduit quelques proprié-
tés des fonctions zéta utiles pour démontrer le théoréme de la partie 5.

Enfin la partie 5 forme une sorte de réciproque au théoréme de Dedekind.
Le théoréme de Frobenius énonce que ’ensemble des nombres premiers p tels
que, étant donné o dans le groupe de Galois du polynéme f sur Q le groupe
de Galois de f sur F), posséde un élément de type o, a une certaine densité
analytique.

Une partie annexe regroupe quelques définitions sur la notion de discrimi-
nant.

Dans la mesure du possible nous avons essayé de démontrer tous les théo-
rémes énoncés. Néanmoins, pour ne pas trop alourdir le présent rapport, nous
avons simplement donné des références pour certains théorémes classiques.

Enfin, je me tenais & remercier mon maitre de stage Fabrice Orgogozo,
ainsi que le CMLS (Centre de mathématiques Laurent Schwartz) situé a
I’école Polytechnique, pour m’avoir accueilli pendant plus d’un mois dans un
lieu & Pambiance fort sympathique. Les théorémes de Van der Waerden (en
partie) et de Frobenius (intégralement) sont repris de documents non publiés
écrit par M. Orgogozo.

1. PRELIMINAIRES

1.1. Corps et extension de corps. Rappelons qu'un corps est la donnée
d’un ensemble k£ muni de deux lois de composition interne notées + et X
vérifiant les propriétés suivantes :
— L’ensemble k£ muni de ses deux lois + et x est un anneau unitaire
commutatif.
— Tous les éléments de k possédent un inverse pour la loi x.

Définition 1.1.1 (Extension de corps). Soient k et K deux corps, et ¢: k —
K un morphisme d’anneaux. On dit que K est une extension du corps k via
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Une telle extension se note en général K /k et on se permettra I’abus de
notation consistant a oublier le morphisme .

Proposition 1.1.2. Soit K un corps, A un anneau et ¢: K — A un mor-
phisme d’anneauz. Alors le morphisme ¢ est injectif.

Démonstration. Soit x € Ker(y). Raisonnons par I’absurde et supposons que

x # 0. Alors il existe y € K tel que zy = 1. Donc p(zy) = ¢(z)p(y) = 1.

Donc ¢(z) est inversible dans I'anneau A, ce qui est absurde. Donc x = 0.
Ainsi, le morphisme ¢ est injectif. ([

Remarque 1. La proposition précédente rend légitime I'identification entre k
et son image ¢(k) = {¢(a),a € k} c K.

Exemple 1.1.3. Le corps C est une extension de R.

Une extension de corps K /k est naturellement munie d’une structure de
k-espace vectoriel. Lorsque cette dimension est finie, on dit que K est une
extension finie de k.

Définition 1.1.4. La dimension dimg(K) = [K : k] est appelée le degré
de ’extension.

Proposition 1.1.5 (Tour d’extensions). Soient K /k et L/K deux extensions
finies. Alors lextension L/k est finie de degré [L : k| = [L : K|[K : k].

Démonstration. Soit eq, ..., e, une base de K sur k, et f1,..., fi, une base
de L sur K. Un élément z de L s’écrit de maniére unique sous la forme
m
> Ajfj, ot les Aj sont dans K. De méme, chaque A; s’écrit de maniére
j=1
unique sous la forme Zvi,jei ou les v; ; sont dans k. Finalement, x s’écrit

de facon unique sous la forme x = } v; je; fj, comme combinaison linéaire &
ihj
coefficients dans k des e; fj, ou (4, 7) parcourt {1,...,n} x {1,...,m}. O

Définition 1.1.6 (Extension algébrique). Soit K /k une extension de corps.
Un élément a € K est dit algébrique sur le corps k si 'extension k(a)/k est
finie, sinon I’élément a est dit transcendant sur k. Une extension K/k est
dite algébrique si tous ses éléments sont algébriques sur k.

Remarque 2. Une définition équivalente revient a considérer le morphisme
¢: k[X] - K d’évaluation en z. L’¢lément z est dit transcendant si ¢ est
injectif, et algébrique sinon.

Exemple 1.1.7. Le morphisme ¢: Q[X] — R, qui & un polynome associe
sa valeur en v/2 n’est pas injectif. En effet, son noyau est 1'idéal engendré
dans Q[X] par le polynéme X2 — 2. Ainsi le réel /2 est algébrique sur Q.

Proposition 1.1.8. Soit K/k une extension de corps. Un élément x € K
est algébrique sur k si et seulement si il existe un polynéme P non nul, a
coefficients dans k, tel que P(x) = 0.
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Démonstration. Supposons l'extension k(z)/k finie, notons d son degré. La
famille {1,z,22%,..., 2%} est composée de d + 1 éléments, elle est donc lice.
Donc il existe P € k[X] tel que P(x) = 0.

Réciproquement, s’il existe un tel polynéme de degré d. On montre par

récurrence que Vect(1,z,...,2") = Vect(l,z,...,z% 1), pour tout n > d.
Pour chaque élément y € k(z), il existe n € N tel que y € Vect(z!,...,2") =
Vect(1,z,...,2%71). Donc I'extension k(z)/k est finie. O

Proposition 1.1.9. Soit K/k une extension de degré fini. Alors K/k est
une extension algébrique.

Démonstration. Montrons que tout élément de K est algébrique sur k. Soit
x € K, et notons [K : k] = n. Alors la famille {1,z,..., 2"} est liée, donc
il existe un polynéme P € k[X] tel que P(z) = 0. Donc I’élément x est
algébrique sur k. Donc K /k est une extension algébrique. U

Proposition 1.1.10. Soit K/k une extension. L’ensemble des éléments al-
gébriques de K sur k est un sous-corps de K.

Démonstration. Soient x,y € K deux éléments algébriques sur k, de sorte que
les extensions k(z)/k et k(z)(y)/k(x) soient finies. La deuxiéme extension
est finie, grace & la proposition 1.1.8, car comme il existe un polynéme a
coefficients dans k[X] qui annule y, il en existe a fortiori un dans k(z)[X].
Par la proposition 1.1.5, 'extension k(z,y)/k est finie, donc x + y et zy sont
des éléments algébriques. Par ailleurs si x € K est un élément algébrique
sur k, montrons qu’il en va de méme pour son inverse 1. Soit P € k[X]
un polynéme annulateur de z. Alors le polynome Q(X) = Xde(P)P(1/X) e
k[X] est annulateur de z 1. O

Définition 1.1.11. L’ensemble précédent est parfois appelé cloture algé-
brique de k dans K.

1.2. Corps de rupture, de décomposition et cléture algébrique.

1.2.1. Corps de rupture. 1l existe des corps dans lesquels certains polynomes,
a coefficients dans ce corps, n’admettent pas de racines. Nous allons voir qu’il
est alors possible de construire des corps plus "grands", en un certain sens,
en y adjoignant des racines de polynomes.

Exemple 1.2.1. Soit f := X2+ X +1 un polynéme de F5[X]. Le polynéme
f ne s’annule en aucun des deux éléments de Fos.

On va maintenant voir une construction qui servira souvent dans la suite.
Etant donné un corps k et un polynéme non constant f € k[X], on construit
E[X]/(f(X)) I'anneau quotient. Nous noterons ks cet anneau.

Proposition 1.2.2. L’anneau quotient k[ X]/(f(X)) contient une racine du
polynéme f.

Démonstration. On note x 'image de X dans ’anneau quotient, par la sur-
jection canonique : ¢g: E[X] — ky. Un calcul montre alors que : f(z) =
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fle(X)) = o(f(X)) = 0, car le polynéme f est envoyé sur I’élément nul
dans I'anneau ky. |

Proposition 1.2.3. L’anneau quotient ky se surjecte sur un corps.

Démonstration. L’anneau ky étant non nul, il contient, d’aprés le théoréme
de Krull, un idéal maximal, noté 9. L’ensemble quotient kz/Mt est donc un
corps sur lequel ky se surjecte. O

Remarque 3. Le corps kg/9 contient aussi une racine du polynome f.

Proposition 1.2.4. Soit k un corps, et f un polynéme non constant de
k[X]. 1l existe une extension finie K/k telle que f posséde une racine dans
K et que K/k soit engendrée par cette racine.

Démonstration. Quitte & diviser par le coefficient dominant, on peut suppo-
ser le polynéme f unitaire. Le morphisme déduit des propositions 1.2.2 et
1.23 : ¢: k — k[X] = kf — ky/9t montre que 'ensemble (kg/9M)/k := K
est une extension du corps k qui contient une racine de f, notée . Puisque
l'anneau ky vu comme k-algebre est engendré par z, alors le corps K est
engendré par a. O

Définition 1.2.5 (Corps de rupture). Soit k& un corps, et f un polyndéme
non constant & coefficients dans k. Alors un corps K vérifiant la propriété
de la proposition 1.2.4 est appelé corps de rupture du polynoéme f.

Remarque 4. Le degré de lextension [K : k| est majoré par le degré du
polynéme f. En effet, la famille {1, ..., ageg(s)} est une famille liée dans
K, car f(a) = 0.

Proposition 1.2.6. Soit k un corps, et f un polyndme non constant a co-
efficients dans k. Si le polynome f est irréductible sur k, alors I'anneau kj
est un corps.

Démonstration. Le polynéome f étant irréductible, alors I'idéal (f(X)) est
premier car 'anneau k[X] est factoriel. Comme cet anneau est aussi prin-
cipal, alors I'idéal (f(X)) est maximal. Donc 'ensemble quotient kf est un
corps. U

Exemple 1.2.7. Un corps de rupture du polynéme X3 + 1 est isomorphe &
Q[V/2], ou encore Q[jV/2].

1.2.2. Corps de décomposition.

Proposition 1.2.8. Soit k un corps, et f un polyndme unitaire non constant
a coefficients dans k.

(1) 1l existe une extension K /k telle que le polynome f se décompose sous
deg(f)
la forme [] (X — «;) avec o; € K. Et telle que K soit engendré par
i=1
les ay; sur k.



(2) Deux telles extensions sont isomorphes de degré au plus deg(f)!

Définition 1.2.9 (Corps de décomposition). Soit k un corps, et f un po-
lynéme non constant a coefficients dans k. Une extension K /k vérifiant la
propriété (1) précédente est appelée corps de décomposition de f sur k, noté
éventuellement Dy (f).

Démonstration. Existence. Soit d = deg(f); on procéde par récurrence sur
le degré de f. Si le polynome f est de degré 1, le résultat est immédiat, et
K = k convient. Pour un polynéme f de degré d + 1, on considére le corps
de rupture Ky du polynéme f. D’aprés la proposition 1.2.4 et la remarque
4, lextension est de degré au plus d + 1, et le polynéme f y posséde une
racine. Dans Ky, le polynéome f se décompose sous la forme (X — a)g, ou
a € Kj et g est un polynéme de Ko[X] de degré d. On applique I'hypothése
de récurrence a g, il existe donc une extension K/Kjy de degré au plus d!
telle que g soit scindé dans K. Donc le polyndéme f est scindé sur le corps
K. De plus, par la proposition 1.1.5, on a aussi [K : k] = [K : Ko|[Kp : k] <
(d+1) xd = (d+1)!. Enfin, le corps Ky est engendré par une racine de f
sur k, et K est engendré sur Ky par les racines de g. Donc le corps K est
engendré par les racines de f.

Unicité. Se référer au théoréme suivant 1.2.10 avec k1 = ko = k et p =

Id. ]

Afin de démontrer 'unicité, nous allons avoir besoin de nous intéresser a
un théoréme d’extension des isomorphismes.

Théoréme 1.2.10 (Extension des isomorphismes). Soit ki, ko deuz corps,
et @ un isomorphisme de ki sur ko. Soit g un polynéme a coefficients dans
k1 de degré supérieur ou égal a 1, et K1 un corps de décomposition de g sur
k1. Soit Ko un corps de décomposition de ¢(g) sur ko. Alors il existe un
isomorphisme de K1 sur Ko qui prolonge l’homomorphisme .

Nous utiliserons la notation ¢(g) € k2| X] pour désigner le polynéme g
dont les coefficients ont été évalué via I’homomorphisme ¢.

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur le degré de 'exten-
sion [Kj : k1] = n. Sin = 1, alors Kj = kj, et comme le polynéme g est alors
scindé sur ki, le polyndome ¢(g) est aussi scindé sur kg, d’ou Ko = ko, et le
résultat est vrai. Supposons donc n > 1. Dans ce cas les racines de g ne sont
pas toutes dans K1, et le polynéme g posséde alors un facteur irréductible
h de degré d strictement supérieur a 1. Soit o une racine du polynoéme h
dans K. Le polyndéme ¢(h) est aussi irréductible de degré d et I’élément
B = ¢(«) est racine de p(h) dans Ko. Nous allons maintenant définir un
isomorphisme o entre kj(«) et ka() qui prolonge ¢ en posant, pour tous

(a:)o<k<d—1 € KS™!

ol Y, ad®)= > elar)s".

0<k<d-1 0<k<d—1
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Montrons que le morphisme ¢ est bien défini, et supposons que 1'on ait
2 akak = Z bkak .
0<k<d—1 0<k<d-1

Alors le polynéme h, puisqu’il est irréductible sur ki, divise le polynéme

> (ap — bp) X", puisque ce dernier posséde o comme racine. Ce qui
0<k<d—1

implique que o(h) divise o( >} (ar — bp)X*) = 3 o(ap — bp)XF,
0<k<d—1 0<k<d—1
d’ou I’égalité
D elag —bg)BF =0
0<k<d—1

Il est alors immeédiat de vérifier que o est un isomorphisme entre kj(«) et
k2(8) qui prolonge ¢, son inverse étant défini, pour tous by € ko, par

oY wBH = D e bw)at

0<k<d—-1 0<k<d—-1

Mais on a maintenant [K; : ki(a)] = n/d < n. On peut donc appliquer
I’hypothése de récurrence, et il existe un isomorphisme ¢ entre K; et Ko qui
prolonge o. En particulier ¢ prolonge ¢ ce qui démontre la proposition.

O

Exemple 1.2.11. Un corps de décomposition du polynéme X3 + 1 est iso-
morphe a Q[V/2,7V/2].

1.2.3. Cléture algébrique.

Définition 1.2.12. Soit K un corps. On dit que K est algébriquement clos,
si tout polynome non constant sur K[X] est scindé.

Proposition 1.2.13. Soit K un corps. Les propositions suivantes sont équi-
valentes :

(1) Tout polynome non constant de K[X] admet une racine dans K
(2) Tout polynéome non constant de K[X] est scindé sur K.
(3) Toute extension algébrique de K est de degré 1.

Démonstration. (2) = (1) est évident. On suppose (1), et soit f un polynéme
non constant de K[X]. Procédons par récurrence sur le degré de f. Si f est
de degré 1, il admet une racine dans K et il est scindé sur K. On suppose
désormais que f est de degré d + 1 = 2. Par hypothése f admet une racine
dans K, donc f se décompose sous la forme (X — «) - g, ot a € K, et g un
polynéme de K[X]. Le polynéme g est non constant de degré strictement
inférieur & d + 1, on lui applique donc I’hypothése de récurrence, il est donc
scindé sur K. Donc f est scindé sur K. Donc (2) < (1).

On suppose (3). Soit f un polyndéme non constant de K[X]. Un corps de
décomposition de f sur K, noté D (f) est une extension algébrique de k car
de degré fini par la proposition 1.1.9. Donc c’est une extension algébrique de
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degreé 1, ce qui implique Dk (f) = K. Donc le polynéome f est scindé sur K.
Ainsi (3) = (2).

Réciproquement, on suppose (2). Soit L une extension algébrique de K.
Soit z € L. Comme l'extension L/K est algébrique, il existe un polynéme
non constant f € K[X] tel que f(x) = 0. Par hypothése ce polynome est
scindé dans K. Donc ¢ € K. Donc L ¢ K. L’extension L/K est donc de
degré 1. (3) < (2) O

Définition 1.2.14. Soit k un corps. On appelle cloture algébrique de k
toute extension algébrique K de k telle que tout polyndéme non constant a
coefficients dans K admette une racine dans K.

Théoréme 1.2.15. Soit k un corps. Alors k admet une cloture algébrique.

Démonstration. (Artin) On va construire dans un premier temps une exten-
sion Ey [k telle que tout polyndme non constant de k[ X] posséde une racine
dans Ej.

A tout polynéme non constant f € k[X], on lui associe une variable X £, et
on appelle S I'ensemble de ces variables. Ainsi I’ensemble S est en bijection
avec l'ensemble des polynémes non constants de k[ X]. On considére 'anneau
de polynomes k[S] !, ainsi que I'idéal de k[S] engendré par tous les polynémes
non constants f(Xy). Ce n'est pas I'idéal unité, car sinon, il existerait une
combinaison finie d’éléments dans notre idéal telle que :

G fi(Xp)+ . gnfa(Xy) =1

avec g; € k[S]. Pour simplifier la notation, nous noterons X; pour Xy,.
Les polynémes g; ne, font intervenir qu’un nombre fini de variables, disons
X1,...,Xn. On peut supposer N = n. Notre relation devient

Z gi( X1, ..., Xn)fi(Xi) =1
=1

Soit F'/k une extension de degré fini dans laquelle chaque polynéme f; pos-
séde une racine, disons «;. Ce corps F' existe, il suffit de considérer le corps
de décomposition du produit des f;, pour 1 < ¢ < n. On pose «o; = 0 pour
1 > n. En remplacant les X; par les a; dans notre relation, on obtient 0 = 1,
ce qui est absurde.

D’aprés le théoréme de Krull, il existe donc un idéal maximal, noté 9t
contenant 'idéal engendré par tous les polynomes f(X¢) de k[S]. Alors I'en-
semble quotient k[S]/9% est un corps, et on a la surjection canonique

o: k[S] — k[S]/m

Pour tout polynéme non constant f € k[X], le polynéme o(f) posséde une
racine dans k[S]/9% := Ej, qui est une extension de k. Donc E; est bien une
extension de k dans laquelle tout polynéme non constant de k[X] posséde
une racine.

1. Cette construction a du sens!



On peut construire par récurrence une suite de corps F1 < Fo < ... C
E, ... telle que chaque polynéme non constant de E, [ X ] posséde une racine
dans E, 1. L'ensemble E = | J E; est naturellement muni d’une structure

=1
de corps. En effet, pour z,y € E, il existe n > 1 tel que z,y € E,. On peut
alors sommer ou multiplier x et y dans le corps E,. De plus, tout polynéme
a coefficients dans F est a coefficients dans un certain FE,,, donc posséde une
racine dans F, 1 donc dans E. Donc le corps F est une cléture algébrique
de k. [l

Proposition 1.2.16. Tout corps algébriquement clos est infini.

Démonstration. Raisonnons par contraposé. Soit k un corps fini. Alors il
existe n € N tel que k = {a1,ag,...,a,}. Considérons dés lors le polynéme

n
P(X) = [[(X — ai) + 1§. Alors, pour tout 1 < i < n, ’évaluation de P en

=1
a; donne P(a;) = 1 # 0. C’est un polyndéme non constant qui n’admet pas
de racines dans k. Donc k n’est pas algébriquement clos. O

Soit k£ un corps, K une extension de k et € une cléture algébrique de k.
Nous avons vu dans la proposition 1.2.10 qu’étant donné un automorphisme
de k (par exemple l'identité), il est possible de le prolonger en un automor-
phisme de K dans un cas particulier o K est le corps de décomposition
d’un polynoéme sur k. La question est maintenant de savoir combien il existe
de tels prolongements dans le cas général.

Théoréme 1.2.17 (Dedekind). Soient k ¢ K < Q comme précédemment.
On suppose que Uextension K /k est finie de degré n. Alors il existe au plus
n k-automorphismes de K qui laissent fizes tous les éléments du corps k.

Démonstration. Le corps K dispose d’une structure naturelle de k espace-
vectoriel de dimension n. Soit (x1,---,2,) une k-base de K. On note V
I’ensemble des applications k-linéaires de K dans 2. L’ensemble V' est muni
d’une structure d’espace vectoriel sur €. Il s’agit méme d’un espace vectoriel
de dimension finie n sur ). En effet, Papplication ¢: V' — Q™ définie par
o(u) = (u(x;)) est Q-linéaire et est une bijection de V' sur Q".

Supposons désormais qu’il existe N > n plongements de K dans {2 égaux a
I'identité sur k et deux a deux distincts (il s’agit en particulier de N éléments
de V), alors le théoréeme dt & Dedekind ce dessous 1.2.18, nous assure que
ces N éléments sont linéaires indépendants sur 2. C’est absurde, car V est
un espace vectoriel sur €2 de dimension n. Donc il existe bien au plus n
automorphismes de K qui laissent fixe tous les éléments du corps k. U

Théoréme 1.2.18. Soient N un entier et (0;)1<i<y N plongements de K
dans 2 égauz o lidentité sur k et deux & deux distincts. Alors ces N plon-
gements sont linéairement indépendants sur €.

Démonstration. Supposons par ’absurde que la famille est liée, et notons
r son rang. Quitte & renuméroter les o;, on peut supposer que la famille
9



(0i)1<i<r est libre. Il existe donc une unique famille de (\;)1<i<r € " tel

que
Orp1 = Z Ai0;
1<i<r
Par ailleurs, il existe nécessairement un ¢ tel que I’élément \;, soit non nul.
Soit y € K non nul, d’aprés ’égalité précédente, pour tout z € K, on a

orpizy) = ), Nioi(zy)
1<i<r

Ce qu’on peut réécrire sous la forme, en prenant en compte le fait que les o
sont des morphismes d’anneaux

orii(z) = ) Aioi(y())ai(ﬂf)

1<i<r 1y

Par unicité des \;, cela implique que pour tout 1 <i<r

A= A oi(y)

Ur+1(y)

En particulier, puisque \;, est non nul, cela implique que o,41(y) = 04, (v),
pour tout y non nul dans K. C’est absurde, puisque les o; sont supposés
deux & deux distincts. Ce qui conclut. U

Remarque 5. Le théoréme 1.2.17 aura une certaine importance lorsque nous
introduirons la notion de groupe de Galois. En effet, un corollaire de ce
théoréme sera que si K /k est une extension finie de degré n, alors le cardinal
du groupe de Galois Gal(K /k) est inférieur ou égal a n.

1.3. Extensions normales et séparables.

1.3.1. Extensions normales.

Définition 1.3.1. Soit k£ un corps. Une extension K/k est dite normale
si tout polyndme irréductible sur k[X] qui posséde une racine dans K est
scindé sur K.

Il est notable qu’en général, un corps de rupture d’un polynéme irréduc-
tible n’est pas une extension normale.

Exemple 1.3.2. Le corps Q[+/2] est un corps de rupture du polynéme
X3 — 2, mais cette extension n’est pas normale. En effet, ’élément j+/2 (ou
J est une racine troisiéme de 'unité), qui est aussi une racine du polynéme
n’appartient pas a Q[V/2].

Proposition 1.3.3. Soit k un corps, et f un polynéome de k[X]. Alors un
corps de décomposition de f, noté K, est une extension normale de k.

Démonstration. Soit g un polyndéme irréductible de k[X] qui posséde une
racine dans K, notée a. Soit S une autre racine de g. Montrons dans un
premier temps que K («) est k-isomorphe & K ().
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Remarquons dans un premier temps que les corps k(a) et k(3) sont k-
isomorphes. En effet ils sont tous deux des corps de rupture de g sur k.
Par ailleurs, le corps K(«) est un corps de décomposition de f sur k(«)
puisque K est un corps de décomposition de f sur k. De méme K(f3) est un
corps de décomposition de f sur k(). Comme les corps k(a) et k(5) sont
isomorphes, nous en déduisons que les extensions K (a)/k(«) et K(8)/k(B)
sont isomorphes par unicité des corps de décomposition & isomorphisme prés.
Ainsi [K () : k(a)] = [K(B) : k(B)]. Par la proposition 1.1.5 nous en dédui-
sons les égalités [K(«) : K| x [K : k] = [K(«) : k(a)] x [k(a) : k]. De plus
[k(a) : k] = [k(B) : k]. L’on en déduit par substitution dans ces égalités que
[K(B) : K] = [K(«) : K] =1, puisque « € K. Donc 3 est aussi un élément
de K, ce qui démontre notre proposition. O

Nous allons maintenant voir une forme de réciproque au théoréme précé-
dent. Etant donné une extension normale, peut-il s’agir d’un corps de dé-
composition d’un polynéme donné ?

Proposition 1.3.4. Soit K/k une extension normale de degré fini n. Alors
K est un corps de décomposition sur k d’un polyndéme a coefficients dans k.

Démonstration. Comme le corps K est une extension de degré fini, il existe
des éléments x1,--- ,x, € K tels que K = k[z1, -+ ,x,]. Pour tout 1 <i <
n, notons f; le polynéme minimal de z;. Il s’agit alors de montrer que K
est le corps de décomposition de f = ppem(f;). Il est clair que pour tout
1 < i < n, l'élément z; est racine de f (puisque f; divise f). Notons donc
xl,---,a, € K les racines de f distinctes des x;. Ces racines sont bien
dans K puisqu’il s’agit d’une extension normale. Par définition un corps de
décomposition de f est engendré sur k par les racines de f. Donc D (f) =
Elz1,-- - xn, 2y, 2] = K. O

m

En conclusion de ces deux derniéres propositions, une extension finie est
une extension normale si et seulement si c¢’est un corps de décomposition
d’un polynome.

1.3.2. Extensions séparables.

Définition 1.3.5. Soit k£ un corps. Un polynome f € k[X] est dit séparable
s’il n’est pas constant et que ses racines dans un corps de décomposition sont
toutes simples.

La proposition suivante utilise la notion de discriminant. Pour plus de
précisions se reporter a la définition A.0.5.

Proposition 1.3.6. Si f € k[z] est un polynéme unitaire, non constant,
alors les propositions suivantes sont équivalentes

(1) Le polynome f est séparable

(2) A(f) 0

(3) Les polynémes f et f' sont premiers entre eux dans k[X].
11



Démonstration. On supposera que le polynéme f est non constant pour que
le discriminant ait du sens. Le polynoéme f est séparable si et seulement
s’il est & racines simples, si et seulement si le discriminant de f, qui est un
produit de différences de racines de f, est non nul. Donc (1) < (2).
Montrons maintenant (1) < (3). En effet, les polynomes f et f’ ne sont
pas premiers entre eux si et seulement si ils ont une racine commune dans
une cléture algébrique de K, si et seulement si le polynéme f posséde une
racine double. O

Définition 1.3.7. Soit £ K une extension algébrique.

(1) Un élément a € K est dit séparable sur k si son polynéme minimal a
coefficients dans k est séparable.

(2) L’extension K /k est dite séparable si tout élément a de K est séparable
sur k.

Le théoréme suivant est un classique, mais il ne sera pas démontré. Nous
donnerons seulement une référence.

Théoréme 1.3.8 (Théoréme de I’élément primitif). Soit k un corps, et K =

kE(ay, -, an) une extension de degré fini ot chaque élément «; est séparable

sur k. Alors il existe un élément o € K, séparable sur k tel que K = k[«a].

De plus, si k est infini, alors a peut étre choisi de la forme
a=tia; + -+ ithay

ot ty, -t € k.

Démonstration. Une preuve de ce théoréme se trouve dans la référence [1],
a la page 119. U

1.4. Le groupe de Galois.
1.4.1. Le groupe de Galois.

Définition 1.4.1. Soit k¥ ¢ K une extension de degré fini. On définit ’en-
semble Gal(K /k) comme étant

{o € Auty(K) | Va € k,o(a) = a}
ot 'ensemble Auty(K) désigne les automorphismes de K.

En d’autre termes, c’est I’ensemble des automorphismes de K qui laissent
fixe tout élément de k. Il peut s’agir cependant d’un ensemble plus grand
que Auty(k).

Proposition 1.4.2. L’ensemble Gal(K/k) forme un groupe lorsqu’il est
muni de la loi de composition pour les applications.

Démonstration. On va montrer que Gal(K /k) est un sous-groupe du groupe
des automorphismes de K. La loi de composition pour les applications est
bien une loi de composition interne. En effet, pour o, 7 € Gal(K /k), et pour
a € k, on a bien 'égalité T o o(a) = 7(a) = a.

12



L’identité est bien un automorphisme de K qui laisse k fixe, et c’est bien
I’élément neutre pour cette loi.

Soit ¢ € Gal(K/k), comme c’est un automorphisme de K cet élément
admet un inverse dans Aut(K) que I'on note o~'. En composant par o~ !
dans I'égalité o(a) = a, pour tout a € k, on obtient 0~ !(a) = a, pour tout
a € k. Donc l'inverse de o est bien un élément de Gal(K /k), qui forme donc
un groupe. U

Remarque 6. Lorsque lextension K /k est galoisienne, on appelle I’ensemble
Gal(K /k) le groupe de Galois de 'extension K /k. La proposition précé-
dente justifie la dénomination de groupe.

Lemme 1.4.3. Soit k ¢ K une extension de degré fini, et soit o € Gal(K /k).
Alors pour tout n € N*, et pour tout h € k[xy, - ,xy]

U(h(xlv T 7:1:71)) = h<0(x1)7 T 70-(:671))
Démonstration. Soit h = Y} cnn @@’ ot a € k. Alors, les propriétés des
morphismes permettent d’écrire les égalités suivantes :

olh(zy, - ,xn)) = o >, ayz”)

veNn”
= 2 ola)o(z)”
veN”
= Y a,o(z)” car o(a) = a,Va € k
veN”

= h(O'(xl)a e ,O’(l‘n))
g

Proposition 1.4.4. Soit k < K une extension de degré fini, soit o €
Gal(K /k), et soit h € E[X] un polynéme non constant. Alors si o € K est
une racine du polynome f, alors o(a) est aussi une racine du polynome f.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme 1.4.3. En effet, f(o(a)) =
o(f(a)) = 0(0) = 0. 0

Si on considére I'ensemble des racines de f, numérotées de maniére arbi-
traire de 1 a n, le groupe de Galois peut étre vu comme un sous-groupe de
G,, de par son action sur les racines de f.

Définition 1.4.5. Soit f € k[X] un polynome. Le groupe de Galois du
polynéme f sur le corps k est défini comme étant Gal(K/k), ou K est un
corps de décomposition de f.

Il faut vérifier que cette définition a du sens et ne dépend pas du corps
de décomposition choisi. Ce fait découle de la proposition suivante, et du
fait que deux corps de décomposition d’'un méme polyndéme sont isomorphes
d’aprés la proposition 1.2.8.

Proposition 1.4.6. Soit K1/k et Ko/k deuz extensions de corps. On sup-
pose que les corps K1 et Ko sont k-isomorphes. Alors les groupes de Galois
Gal(K/k) et Gal(Ka/k) sont isomorphes.

13



Démonstration. Soit ¢: K1 — Ko un isomorphisme qui fixe tous les éléments
de k. Alors
e*: Gal(Ky/k) — Gal(Ky/k)
o — pOOOo <p_1
est un isomorphisme de groupes. [l

Proposition 1.4.7. Soit K/k une extension normale et séparable. Alors
Uensemble noté K¢ défini comme étant {a € K|Vo € Gal(K/k), o(a) = a}
est égal a k.

Démonstration. On a I'inclusion évidente k « K. Supposons par I’absurde
qu’il existe une élément o € K< tel que a ¢ k. Alors, le polynéme minimal
de a, noté f, est de degré supérieur ou égal & deux. Comme l'extension
K /k est séparable, il existe un élément 3, différent de «, dans une cloture
algébrique de k tel que (3 soit une racine de f,. Comme l'extension K /k est
normale le polynéme irréductible f, est scindé sur K, donc I'élément 3 est
aussi dans le corps K. On considére le morphisme ¢: k[a] — k[5] qui & tout
élément de la forme Y, a;af associe Y, a;3°. On remarque que ce morphisme
agit comme l'identité sur le corps k. On peut se référer a la démonstration
du théoréme 1.2.10 pour démontrer que ¢ est un isomorphisme. D’ailleurs
ce méme théoréme permet de démontrer que cet isomorphisme s’étend en un
automorphisme de K qui laisse fixe tout élément de k. Donc ¢ € Gal(K /k),
mais ne laisse pas fixe «. C’est absurde.

On a donc bien démontré par double inclusion que K& = k. ([

Définition 1.4.8. Soit K /k une extension de corps. Si K& = k, alors I'ex-
tension K est dite galoisienne.

1.4.2. Le morphisme de Frobenius. Nous allons maintenant étudier rapide-
ment un morphisme trés important dans les extensions de F),, le morphisme
de Frobenius.

Définition 1.4.9. Soit k un corps de caractéristique p. On appelle mor-
phisme de Frobenius, le morphisme noté Frob, qui & tout élément x € k
associe xP.

Il est élémentaire de vérifier que le morphisme précédemment défini est
bien un morphisme d’anneaux.

Proposition 1.4.10. Soit p un nombre premier, et m € N\{0}. Alors le
morphisme d’anneaur Frob: Fpm — Fpm est un automorphisme qui laisse
fize tout élément de F).

En d’autres termes, le morphisme de Frobenius est un élément du groupe
de Galois de I'extension Fym /F,,.

Démonstration. Nous savons que éléments de F,» sont exactement les ra-
cines du polynéme XP" — X, donc pour tout x € F,m, nous avons 'égalité
suivante
Frob™(z) = 2P" =z
14



L’inverse du morphisme de Frobenius est donc le morphisme Frob™ 1. (Vest
donc un automorphisme.

Par ailleurs, tout élément z € F,, est racine du polynome X? — X, on a
donc bien Frob(x) = 2P = z. Ce qui finit de démontrer que le morphisme de
Frobenius est un élément du groupe de Galois Gal(F,m /F)). O

Proposition 1.4.11. Soit p un nombre premier, et m € N\{0}. Alors [’auto-
morphisme d’anneaux Frob: Fpym — Fym est un élément d’ordre m du groupe

de Galois Gal(Fpm /F)).

Démonstration. Nous avons vu dans la démonstration de la proposition pré-
cédente 1.4.10 que Frob™ = Id. Supposons que le morphisme de Frobenius
soit d’ordre n strictement inférieur m. Alors Frob”™ = Id, ce qui implique que
2P" = x pour tout x € F,m. Nous en déduisons que tous les éléments de Fym
sont racines du polynéme X?" — X. Or ce polynéme posséde au plus p” ra-
cines (puisque Fpm est un corps). Ce qui impliquerait que Card(Fpm) < p™,
ce qui est absurde puisque n < m. Donc le morphisme de Frobenius est
d’ordre exactement m. [l

Proposition 1.4.12. Soit p un nombre premier, et m € N\{0}. Le mor-
phisme de Frobenius engendre le groupe de Galois Gal(Fpm /F)).

Démonstration. Comme nous l'avons signalé dans la remarque 5, le groupe
de Galois Gal(Fpm/F,) est de cardinal fini inférieur ou égal au degré de
I’extension, & savoir m. Par ailleurs, nous avons vu dans la proposition 1.4.11
que le morphisme de Frobenius est d’ordre exaxtement m. Ceci implique
qu’il y a au moins m éléments dans le groupe de Galois Gal(F,m /F,). Les
deux inégalités nous assurent donc qu’il y a m éléments dans le groupe de
Galois Gal(F,m/F,), et qu’ils sont tous des puissances du morphisme de
Frobenius. (|

2. THEOREME DE DEDEKIND

La motivation de ce paragraphe est de savoir si, étant donné un polynéme
a coefficients dans Z, on peut tirer de 'information sur son groupe de Galois
sur Q a partir des groupes de Galois de ce polynéme sur les différents F,,.

2.1. Le polynéme s,(y) et quelques propriétés. Soit k un corps, et f
un polynome séparable de k[X] de degré n. On note ay, ..., a, ses racines
dans un corps de décomposition, noté K.

Définition 2.1.1. On définit le polynéme suivant
su(y) == H (Y — (u1ag) + - + UnQy(n))) € Klu, ... un, y]
ceSy
Lemme 2.1.2. Le polynome s,(y) a priori dans K|uy,...u,,y| est un élé-
ment de k[ui, ... up,y].

Démonstration. Le polynéme est stable sous ’action des éléments du groupe
de Galois de f, ce qui conclut d’aprés la proposition 1.4.7. O
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Lemme 2.1.3. La décomposition du polynéme s,(y) sous la forme ] (y—
oeS,,
(U101 + -+ UnQy(n))) est une décomposition en polynomes irréductibles.

Démonstration. Via le morphisme d’évaluation ¢: Kui,...u,,y] — Kly],
qui envoie les variables u; sur 0, et y sur y, le facteur y — (u1ay) + -+ +
UnQg(n)) €st envoyé sur y, qui est irréductible dans K[y]. De plus ce mor-
phisme ne modifie pas le degré du polyndéme par rapport & la variable
y. Donc le polyndome y — (u1ag(1) + -+ + UnQgy(y)) est irréductible dans
Kluy, ... up,y]. O

Considérons un corps k et un polynéme f de degré n a coeflicients dans
ce corps. Notons K un corps de décomposition de f. Le groupe de Galois
Gal(K /k) peut-étre vu comme un sous-groupe de &,,, par son action sur les
racines de f.

En effet, notons Ry = {x1,x2,--- ,z,} 'ensemble des n racines de f, on
a vu dans la proposition 1.4.4 que si 0 € Gal(K/k), alors o(x;) € Ry, pour
tout 1 < i < n.

Ainsi pour 7 € &, 7(f)(X) =

e

1<X - xT(Z))

(2

Proposition 2.1.4. Soit k un corps, et soit f € k[X] un polynéme uni-
taire, séparable, de degré n. Soit h € k[uy,...un,y] un facteur irréductible
de syu(y) € klui,...un,y], défini en 2.1.1. Alors le groupe de Galois de f,
noté Gy < &y, vu comme un sous-groupe du groupe des permutations est
conjugué au sous-groupe G := {1 € &, 7.h = h}.

Démonstration. Le polyndme h est un diviseur de s, (y), donc le lemme 2.1.3
nous assure qu’il existe o € G,,, de telle sorte que y— (ulaa(l) +-- -+unaa(n))
soit un facteur de h dans K|uq,...uy,y]. On définit

ho=  II (= (rlam) + -+ uny(aom)))
veGal(K /k)
= 1_[ (y - (ula,ua(l) +o-t una,uo'(n)))
HeGy

On remarque que h est invariant sous l'action du groupe de Galois, il est
donc & coefficients dans le corps k d’aprés la proposition 1.4.7. De plus y —
(u1@g(1) + +++ + UnQg(y)) est un facteur de h, donc pour tout v € Gal(K /k),
le polynome y(y — (u10q(1) + -+ + UnQy(p))) est un facteur irréductible de
v.h = h. Comme tous les y — (u1a4(1) + - - +UnQy(y)) sont distincts -et donc
premiers entre eux- car le polynome f est séparable, alors A divise h. Or le
polynéme h est irréductible dans k[us, . . . tn, y], donc h = h.

Si T € &, satisfait 7.h = h, alors 7(y — (u1,(1) + - + UnQy(p))) €St un
facteur de h dans K[ui,...uy,,y]. Alors il existe € Gy tel que

Y — (Ur()Qg(1) T+ + Ur() V() = Y — (U1Qpe(1) + *** + UnQuo(n))

Comme les variables uq,--- ,u, sont distinctes I’égalité 7(i) = j implique

(i) = Qg(j)s OU ENCOTE Olpr—1(;) = Qyg(j)- Les racines «; étant distinctes,
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1 1

on en déduit que o7 ! = po, cest-a-dire 7 = o~ 'pu"lo € 07 'Go. Donc
Gc O'_leO‘.
Réciproquement si 7 € 071G ro, alors il existe un élément A € Gy tel que

7 = o0~ \o. Démontrons la stabilité de h sous I'action de .
Th = ] (¥ = (Ur)Quo) T+ Ur(n)Quo(n)))

Faire varier u € Gy revient a faire varier pu "l e G s, donc 7-h = h. Par
double inclusion on en déduit bien I'égalité G = o~ 'Go. O

2.2. Le théoréme de Dedekind, premiére démonstration.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Dedekind). Soit f € Z[X] un polynome
unitaire et séparable de degré n. Etant donné un nombre premier p qui ne
divise pas le discriminant du polynome f ; on décompose f mod p, noté f,
comme produit d’irréductibles

f=rhte [
On note d; = deg(f;). Alors
(1) Le groupe de Galois de f sur F,, est cyclique d’ordre ppem(dy, ..., d,)

(2) Le groupe de Galois de f sur Q contient un élément qui agit sur les
racines de f comme un produit de cycles disjoints de la forme

) ()
~—— ~——
dy-cycle dy-cycle

En particulier le groupe de Galois du polynéme f contient un élément d’ordre
ppcm(dh s 7d7“)'

Démonstration. La premiére partie de la proposition est prouvée par les équi-
valences suivantes : f est scindé sur Fpm si et seulement si pour tout 1 <7 <r
le polynoéme f; est scindé sur F,m. Comme les racines du polynome X LA
sont exactement les ¢léments de F,m, dire que f; est scindé sur F,m est équi-
valent & dire que f; divise X" — X, pour tout 1 < i < r. La proposition
3.1.4 démontrée plus bas nous assure que le polynéme f;, qui est irréductible
dans F,,, divise XP" — X, si et seulement si son degré d; divise m. Ce qui
est équivalent a dire que le ppem(dy,...,d,) divise m. On note désormais
d = ppem(dy, ..., d;).
On résume la suite d’équivalence précédente de la maniére suivante : f est

scindé sur Fpm

= fi|XP" - X, Vi

Aad ppcm(dh R d'r)‘m
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Le groupe de Galois Gal(de /Fp) est engendré par le morphisme de Frobe-
nius d’apres la proposition 1.4.12. Soit a une racine de f dans F 4, et [ € N*
le plus petit entier tel que Frobl+1(a) = a, qui existe car [ = d — 1 convient.
Alors tous les éléments a, Frob(a), - - - ,Frobl(a) sont distincts. En effet, sup-
posons par I'absurde qu'il existe I > i > j tels que Frob’(a) = Frob’(a).
Alors en composant par le Frobenius I — i fois, on obtient Frob!~"*7(a) = a.
Ce qui est absurde, car [ a été choisi comme le plus petit élément vérifiant
cette égalité. Donc les éléments a, Frob(a), - - - , Frob!(a) sont tous distincts.
Par ailleurs, il existe un élément i dans {1,---,r} tel que a soit racine de

fi. De plus pour tout 1 < j < I, ’élément Frob?(a) est racine f;. Donc le
- l ) -
polynéme f; = [[(X — Frob’(a)) divise f;. Or le polynéme f; est stable

j=0
sous 'action du morphisme de Frobenius, donc sous ’action du groupe de

Galois Gal(F,q/Fp) qu'il engendre. Dans la mesure ou l'extension Fya /Fp

est normale et séparable, la proposition 1.4.7 assure que le polyndéme f; est
a coefficients dans F,. Or par irréductibilité de f; dans F,, on en déduit
que f; = fz Donc [ = d; — 1 et les racines du polyndéme f; sont exacte-
ment a, Frob(a), - - - , Frob%~1(a). Donc le Frobenius agit sur les racines de
fi comme un d;-cycle. Le polynéme f étant séparable, les polynémes f; n’ont
pas de racine commune, donc le Frobenius agit sur f comme un produit de
cycles disjoints dy, - - , d,.
Considérons une version généralisée de s, (y) défini en 2.1.1.

Su(y) = H (y - (ulxa(l) +oeee Tt unxa(n))) € Z[$1, s Ty ULy e ey unay]
oeG,

Ce polynome est symétrique en les x;, donc d’aprés un résultat sur les po-
lynémes symétriques A.0.2, S,(y) € Z[o1,...,0n,Ul,...,Upn,y], oU les o;
désignent les polynémes symétriques en les ;. Ecrivons le polynéme f sous
la forme f = 2" —c12" ' +-- -+ (—1)"c,. Par réduction modulo p, on a aussi
I'expression f = 2" — Gz~ ! + --- + (—1)"¢,. En évaluant respectivement
les o; en ¢; puis en ¢;, on obtient deux polynémes

Su(y) € Z[Ul, T 7un7y] et Sﬂ(y) € Fp[“lu e )unuy]

De plus, le polynéme $,(y) est la réduction modulo p de s,(y). On va alors
relier les polynomes s, (y) et s,(y) aux groupes de Galois de f et f, comme
dans la proposition 2.1.4. On note toujours Gy < &, le groupe de Galois
du polynéme f, vu comme un sous-groupe de &,, de part son action sur
les racines de f. Soit h un facteur irréductible de s,(y) sur Q. D’aprés la
proposition 2.1.4, le groupe Gy est conjugué a

G={0€eB,,0-h=h}

Quitte & multiplier par le plus grand diviseur commun des dénominateurs

des coefficients, on peut supposer que h € Z[uj, -+ ,upn,y]. On considére

alors la réduction de h modulo p, notée h, et soit § un facteur irréductible

de h. C’est alors aussi un facteur irréductible de s,(y), et par toujours par
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la proposition 2.1.4, le groupe de Galois de f sur F, donne un sous-groupe
de &,, conjugué a

G:{UGGn;U@:g}
Montrons que G c G. Procédons par I'absurde, et supposons qu’il existe
o€ G tel que 0-g =g, mais 0-h = hy # h. Alors I'égalié¢ o - s, (y) = su(y)
implique que hj est aussi un facteur irréductible de s, (y). Comme 'anneau

Zuy,- - ,up,y] est factoriel, il existe ¢ € Z[uy, -, un,y] tel que
su(y) = hhig
La réduction modulo p donne $,(y) = hh1q € Fplu1,- -+, un,y]. Par ailleurs,

comme ’action de &,, sur les racines est compatible avec la réduction modulo
p, l'égalité o - h = hy implique oh = h;. Comme § divise h, alors o - § = §
divise o - h = hy. L’égalité précédente, nous montre donc que g2 divise s, (y).
Or, sur un corps de décomposition le polynéme s, (y) est produit de facteurs
irréductibles distincts. Donc le polynome g% ne peut pas diviser &,(y). Ce
qui est absurde. Ainsi pour tout o € G tel que o-§ = g on a aussi o-h = h,
et donc G < G. Ce qui démontre la deuxiéme partie du théoréme. O

2.3. Le théoréme de Dedekind, deuxiéme démonstration. Nous al-
lons maintenant nous lancer dans une deuxiéme démonstration un peu plus
abstraite du théoréme de Dedekind. L’énoncé mettra en avant les propriétés
des morphismes entre les différents groupes.

2.4. Théorémes sur les modules. Commencons par quelques théorémes
sur les modules qui nous serons utiles.

Théoréme 2.4.1. Soit A un anneau principal, M un A-module de rang fini
n, et M’ un sous-module de M. Alors :

(1) Le A-module M’ est libre de rang inférieur ou égal a n ;

(2) 1l existe une base (e1,--- ,e,) de M, un entier ¢ < n, et des éléments
non nuls ay, - - ,aq tels que (are1, -+ ,aqeq) soit une base de M' et que
a; divise aj+1 pour 1 <1< q—1.
De plus les idéaux Aa; sont uniquement déterminés par la donnée de M et
M'.

Démonstration. Une preuve de ce théoréme se trouve dans la référence [5]

chap. I §5, th. 1. ([

Théoréme 2.4.2 (Théoréme de structure des modules de type fini). Soit A
un anneau principal et M un A-module de type fini. Alors il existe un entier
p et une famille (a1,-- - ,aq) d’éléments de A non nuls tels que a; divise a;4q
pour tout 1 <1 < q—1 tels que

M~ AP x A/(a1) x -+ x Af(aq)

L’entier p et les idéaux (a1),- -, (aq) sont uniques.
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Démonstration. Ce théoréme sera démontré comme corollaire du théoréme
précédent 2.4.1. Par hypothése le A-module M est de type fini. Il existe
donc n € N\{0}, tel que la famille (z1,--- ,zy) soit génératrice de M. Alors
I’homomorphisme ¢: A" — M qui a ¢, = (0,---,0,1,0,---) (un 1 en 14
éme position) associe z; est surjectif. Donc le A-module M est isomorphe
au quotient A"/Ker(p). Cependant Ker(y) est un sous A-module de A", il
existe donc, d’aprés le théoréme précédent, des éléments non nuls ag, - -- , aq
tels que (ajer,- - ,aqeq) soit une base de Ker(y) et que a; divise a;41 pour
1<i<qg—1. On pose a; =0 pour n =i > q.

Donc le quotient A" /Ker(y) est isomorphe au produit des Ae;/Aa;e;. On
a bien M ~ AP x A/(a1) x --- x A/(aq). O

Soit f un polynéme unitaire & coefficients dans Z de degré d. On note K
un corps de décomposition de f et Ry I'ensemble des racines de f dans K.

Proposition 2.4.3. Le sous-anneau A = Z[Ryf] est un Z-module libre de
type fini, stable sous l'action de Gy.

Démonstration. Tout élément r € Ry est annulé par f. Une récurrence
montre alors que pour tout entier m € N\{0}, on a r™ € Vect{1,r,--- ,r¢1}.
Donc tout élément de A est une combinaison linéaire & coefficients dans Z
de monones en les r € Ry dont les exposants sont strictement inférieurs a
d. En conséquence A est un Z-module de type fini. Par ailleurs, 'anneau Z
est principal. Le théoréme de structure des modules de type fini 2.4.2 donne
I'existence de m,l € N, et de d; € Z avec pour tout 1 < ¢ <[ —1 on ait
d;i|d;+1 tels qu’on ait 'isomorphisme

A~Z" xZ/(dy) x--- xZ/(dy)

Comme le corps K est sans torsion, alors A aussi (car A ¢ K), ce qui nous
assure que [ = 0, et donc A ~ Z". Ainsi A est un Z-module libre de type
fini.

L’anneau est stable sous ’action de G, car pour tout r € Ry et g € Gy,
I’élément g(r) est aussi une racine de f. O

Corollaire 2.4.4. L’intersection entre A et Q vaut Z.

Démonstration. Soit a € A n Q. L’endomorphisme de A ¢,: x — ax, est
tel que son déterminant est un élément de Z. Cela vient du fait que A est
un Z-module libre, et que la théorie matricielle a alors du sens. Par ailleurs,
ce déterminant coincide avec le déterminant de la méme application ¢,
vu comme un endomorphisme de Q(Ry). Dans ce cas, det(pq) = a”, ot n
désigne la dimension de Q(Ry) vu comme Q-espace vectoriel. Donc a” € Z.
On en déduit donc que a € Z, ce qui conclut la preuve. O

Corollaire 2.4.5. Pour tout nombre premier p, il existe un idéal premier m
de A le contenant.

Démonstration. Montrons dans un premier temps que A/pA # 0. On a vu
dans la démonstration précédente que A ~ Z". Montrer A/pA # 0 revient
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alors & montrer Z"/pZ" # 0, a cause de l'isomorphisme A/pA ~ Z"/pZ".
Or on a bien Z" # pZ" car 1'élément (1,0,...,0) € Z", n’est pas dans pZ".
D’aprés le lemme de Krull tout idéal strict est contenu dans un idéal maximal,
donc il existe bien un idéal premier m de A contenant p. U

Soit p un nombre premier et m un idéal maximal de A le contenant.
Considérons les ensembles Dy, := {g € Gy, g(m) < m} et K(m) := A/m.

Proposition 2.4.6. L’ensemble Dy, est un sous-groupe de Gy, appellé sous-
groupe de décomposition.

Démonstration. Le morphisme identité est un élément de Dy, qui est donc
non vide et contient ’élément neutre. Soit g1,g2 € Dy, alors gj o go(m) <
g1 (m) cm.

Soit maintenant g € Dy,, montrons que son inverse g~ € Dy,. Sachant que
g(m) € m, on en déduit par composition par g~! que g~! o g(m) < g~ (m),
d’ott m = g~!(m). L’ensemble g~!(m) est un idéal de A contenant 1'idéal
maximal m. Donc g~(m) = m ou g7!(m) = A. La deuxiéme supposition est
absurde, car elle contredirait I'injectivité de g—1. En effet, soit u € A\m # &,
alors g~ (u) € A. Si g7t(m) = A, alors il existe z € m tel que g~!(z) =
g~ Y(u). Par injectivité du morphisme g~!, on aurait alors = u, ce qui est
absurde. Donc g~!(m) = m, ce qui implique bien que g~! € Dy,. O

1

Remarque 7. La démonstration précédente nous montre que l'inclusion a
priori est une égalité.

Dy ={g € Gy,g(m) = m}

Proposition 2.4.7. L’ensemble k(m) est une extension finie du corps Fy,.
C’est un corps de décomposition du polynome f, obtenu par réduction de f
modulo p.

Démonstration. On considére le morphisme ¢: Z — A — A/m = k(m), ot la
premiére fléche désigne le morphisme structural qui munit A de sa structure
de Z-module. Dans la mesure ot p est un élément de m, le noyau de ¢
contient I'idéal (p) de Z. Donc par le lemme de factorisation, le morphisme
¢ se factorise en un morphisme ¢: F), — x(m). Donc I’ensemble x(m) est une
extension du corps F,. Par ailleurs, comme A est engendré par les racines
de f sur Z, alors le corps x(m) est engendré par la réduction modulo m des
racines de f sur F,, qui sont les racines de f,, la réduction de f modulo p.

C’est un corps de décomposition du polynéme f, et donc une extension finie
de F,,. ([

Notons Ry, I'ensemble des racines de f,, dans x(m).
Théoréme 2.4.8 (Théoréme de Dedekind).
(1) L’application
Dy — Gal(k(m)/Fp) = Gy,
g — g:(amodm— g(a) mod m)

est une surjection
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(2) Supposons que f, est séparable

(a) L’application A — k(m) de réduction moodulo m induit une bijec-
tion Rf;pr
(b) Le morphisme Dy — Gy, est un isomorphsime.

(c) Les applications composées Dy — Gy — Gpg, et Dn—>Gyp, —
6pr, ot les morphsimes Gp — GR, sont les morphismes de res-
triction a l'action sur les racines, coincident modulo lidentification

du (a).

Démonstration. (1) Soit o € kK(m) un élément primitif, qui existe en vertu
du théoréme de I'élément primitif 1.3.8. Montrons dans un premier temps
qu'il existe un relévement a € A de « tel que pour tout g € G¢\Dn, a €
g(m). Comme 'ensemble G'¢ est fini, alors I'ensemble {g(m); g € G\Dn} est
fini. Notons nq,--- ,n, les éléments de cet ensemble. Tous ces idéaux sont
maximaux car chacun des morphismes ¢ induit un isomorphisme A/m —
A/g(m). D’aprés le théoréme chinois, 'application

A—a/mx (A/ng x - x A/ng)

est surjective. Choisissons un relévement a de («, 0, - -+ ,0). Un tel relévement
convient, car pour tout 1 < i < s, ’'élément a € n;. Définissons le polynéme
P = 1] (X—g(a)). C’est un polynome a coefficients dans A, mais aussi dans
gEGf

le corps laissé fixe sous 'action de Gy, a savoir Q. Donc P € A n Q[X] =
Z[X], d’apreés le corollaire 2.4.4. Notons P, € F,[ X] sa réduction modulo p.
L’égalité P(a) = 0 entraine par réduction P,(c«) = 0. Le polynéme minimal
de a dans F), divise donc P,. Il en résulte que les conjugués de o dans x(m)
font partie des racines du polynoéme P,.

Montrons que les racines non nulles de P, sont les 6 (c) pour o € Dy,. Il est
clair que les racines de P, sont exactement les 5(a)). Maintenant, si 0 € Dy,
montrons o(a) ¢ m. C’est bien le cas, car on a vu que o(m) = m, or a ¢ m.
Par ailleurs, si 0 € G¢\Dp, alors o le G f\Dn, en effet si ce n’était pas le
cas et que 0 € Dy, alors la structure de groupe de Dy, impliquerait que
0 € Dy. Par hypothése sur a, a € 0~!(m), donc o(a) € m. Donc 5(a) = 0
pour 0 € G#\Dy. Ce qui démontre bien que les racines non nulles de P, sont
les o(«v) pour o € Dy,.

Un élément de Gal(k(m)/F,) est caractérisé par son action sur I’élément
primitif «, qui est nécessairement envoyé sur un de ses conjugués. Or pour
chacun des conjugués de «, il existe un élément ¢ € D, qui envoie « sur
ce conjugué. La surjectivité du morphisme Dy — Gal(x(m)/F,) est donc
acquise.

(2) (a) Le polynome f, étant séparable, 'ensemble Ry, est de cardinal d,
de sorte que la surjection naturelle Ry — Ry, est une bijection. (b) Montrons
que le morphisme défini en (1) est injectif. Soit g un élément du noyau du
morphisme Dy, — Gal(k(m)/Fp). Alors g agit trivialement sur les racines
de fp. Soit r une racine de f, on a alors g(r) € Ry, et g(r) —r € m. La
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bijection Ry — Ry, implique alors que g(r) = r, et ce pour tout r € Ry.
Comme les éléments de Ry engendrent Q[R¢], on a alors g = Id. Donc le
morpshisme Dy, — Gal(k(m)/F)) est un isomorphisme. (c¢) Ce point découle
de la définition de ces morphismes. O

3. THEOREME DE VAN DER WAERDEN

Ce paragraphe a pour but d’estimer I’abondance des polynémes de groupe
de Galois maximal.

Sauf mention du contraire, I’élément noté p sera un nombre premier su-
périeur ou €gal a 3.

3.1. Existence de polynémes irréductibles dans F,[X].

3.1.1. Quelques propositions.

Lemme 3.1.1. Soitr,d € N\{0}. Alors r est un diviseur de d si et seulement
si le polynome XP' — X divise le polynome X - X.

Démonstration. Supposons que r divise d. Les racines de X?" — X sont exac-
tement les éléments de F,r. Montrons donc que tout élément de Fjr est
racine de XP" — X. Prenons a € F,, et ¢ € N tel que d = ¢gr. Sachant que
Frob"(a) = a, une récurence sur ¢ nous montre que Frob?(a) = Frob™(a) =
a. L’on en déduit que a est une racine de xr' - X , ce qui montre que
xr X|Xpd — X. Réciproquement si le polynéme X?" — X divise le poly-
nome XP* — X , alors tout élément de Fyr peut étre identifié a un élément
de Fpa. Par le théoréme 1.1.5 des tours d’extensions, on a alors

[Fpa: Fpr][Fpr i Fp] = [Fpa: Fy
Donc r divise d. ]

p

Lemme 3.1.2. Soit p un nombre premier et d € N\{0}. Soit Q un fac-
teur irréductible de XP" — X, alors il existe un morphisme d’inclusion de

F,[X]/(Q) dans Fpa.
Remarque 8. On dit aussi que le corps F,[X]/(Q) se plonge dans F .

Démonstration. Notons Z I'image de X par la projection canonique Fj,[ X| —
F,[X]/(Q), c’est une racine de @) dans F,,[X]/(Q). La relation de divisibilité
entre les polynoémes X?' — X et () nous montre que T est aussi une racine
du polynéome X?' — X. Or Z engendre la F,-algebre F,[X]/(Q), or la Fp-
algebre engendrée par x est incluse dans F«, puisque = € F 4. Donc le corps
F,[X]/(Q) se plonge dans F . O

Proposition 3.1.3. Soit p un nombre premier et m € N\{0}. Soit Q un
facteur irréductible dans F), de degré d =1 de XP" — X, alors d divise m.
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Démonstration. Comme le polynéme @) est irréductible dans F,, le corps de
rupture F,[X]/(Q) est isomorphe au corps Fqa. Le lemme 3.1.2 nous assure
donc lexistence d’un morphisme d’inclusion de F ¢ dans Fm. La proposition
1.1.5 sur les tours d’extensions nous permet d’écrire I'égalité suivante

[Fpm : Fp] = [Fpm : Fpa] x [F

pd Fp]

D’ou d divise m, ce qui conclut la preuve. O

3.1.2. Polynomes irréductibles.

Proposition 3.1.4 (Caractérisation des polynémes irréductibles de degré
r|d). Soit d = 2 un entier. Alors l’ensemble des facteurs irréductibles de
XP" — X est égal a l’ensemble des polynomes irréductibles de ¥, dont le
degré r divise d.

Démonstration. Soit Q € Fp[X] un facteur irréductible de XP" — X. Alors
la proposition 3.1.3 nous assure que r divise d.

Réciproquement soit () est un polynéme irréductible de F,, dont le degré
r divise d. Par unicité du corps a p” éléments, on a Fp[X]/(Q) ~ Fy,-. Donc
Q et XP" — X ont une racine commune dans F,r, et comme le polynome
est irréductible dans F,,[X], alors Q| X?" — X. Par ailleurs, comme r divise d,
alors par le lemme 3.1.1 X?" — X\Xpd — X. Donc Q|Xpd — X, ce qui montre

que @ est un facteur irréductible du polynéme X 'S O

On note désormais, pour 7 = 2, N, le nombre de polynémes irréductibles
de degré r dans F,,[ X].

Lemme 3.1.5. Soit d = 2, on a l’inégalité suivante
dNy < p?

Démonstration. En vertu de la proposition 3.1.4, on sait que XP' — X est
le produit des polynomes irréductibles de F,[X] dont le degré divise d. On
obtient alors une égalité entre les degrés, donnée par p? = ZT| TNy

dN; = p? — ZrNrépd

r|d
r#d

Proposition 3.1.6. Soit d = 2. Alors on a l’inégalité suivante




Démonstration.

dNy = p?— > rN,

par le lemme 3.1.5

\%
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P
1 d
< 1; car l§J — d > 1
11 e
De plus -1 S gy carp = 3, donc — = —5; On en déduit bien
I'inégalité
d 9y _
s p"2p—1
d 2p
O

Remarque 9. On peut adapter la démonstration si p = 2. On a alors I'inéga-
Iy pip=1 _ p?
hte Nd 2 T

d
Remarque 10. En pratique, on retiendra le plus souvent 'inégalité Ny > g—d,
valable pour tout nombre p premier, et tout entier d > 2.

Corollaire 3.1.7. Pour tout nombre premier p = 2, et tout entier d = 2, il
existe au moins un polyndme irréductible de degré d.

Démonstration. C’est un corollaire immédiat de 'inégalité 3.1.6. U
3.2. Polyndmes de groupe de Galois maximal.

Lemme 3.2.1. Soit d un entier supérieur ou égal & deux, et p un nombre
premier supérieur ou égal ¢ d — 2, mais différent de 2 ou 3. Alors il existe
un polynome f € Z[X] tel que
— La réduction de f modulo 2 soit irréductible dans Fa[ X]
— La réduction modulo 3 de f soit de la forme XQ(X), ot Q(X) € F3[X]
est wrréductible.
— La réduction de f modulo p ait un facteur irréductible de degré 2 et
d — 2 racines distinctes

Démonstration. On considére la projection

m: Z[X] - Fo[X] x F3[X] x F[X]
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Dans la mesure ot les nombres 2,3 et p sont premiers entre eux, le lemme
chinois nous assure la surjectivité de m. Démontrer le lemme revient donc a
démontrer 'existence de trois éléments, respectivement dans Fo[ X ], F3[X],
et Fp[X] qui satisfont aux conditions de I’énoncé. Or d’aprés le corollaire
3.1.7, il existe un polynéme fy de degré d, irréductible dans Fy[X], un po-
lynéme @ de degré d — 1 irréductible dans F3[X] et 'on note f3 = Q(X)X,
et il existe un polynome irréductible de degré 2 dans F,[X], on note f, la
multiplication entre ce polynéme et d — 2 polyndéme de degré 1 distincts.
Comme D'application 7 est surjective, il existe un polynéme f € Z[X] qui
reléve les polynomes fo, f3 et fp. O

Proposition 3.2.2. Soit d un entier supérieur ou égal & deux. Alors il existe
un polynome f € Z[X| de dégré d, tel que son groupe de Galois soit isomorphe
a S&q.

Démonstration. Soit un polynéome f € Z[X], tel que décrit dans le lemme
3.2.1. D’apreés le théoréme de Dedekind, le groupe de Galois de f sur Q
contient une transposition, un d — 1 cycle, et un d-cycle, de par les décompo-
sition de f sur Fo[ X ], F3[X] et Fp[X]. Quitte & numéroter les racines de f
dans un certain ordre, on peut supposer que le d—1 cycle est (1,2,...,d—1),
et quitte a conjuguer la transposition par le d-cycle, on peut supposer que
la transposition est de la forme (i,d) avec 1 < i < d — 1. Or ces deux per-
mutations engendrent G4, en effet les conjugués de (i, d) par la permutation
(1,2,...,d — 1), donnent toutes les permutations (j,d) avec 1 < j < d — 1,
dont il est connu qu’elles engendrent S&g. O

3.3. Théoréme de Van der Waerden.

Théoréme 3.3.1 (Van der Waerden). Soit d > 1 un entier. Parmi les
polynones f € Z[X] unitaires de degré d a coefficients dans un intervalle
[—N, N], la proportion de ceux qui sont irréductibles et dont le groupe de
Gualois est isomorphe o &4 tend vers 1 lorsque N tend vers +00.

Démonstration. Pour simplifier la preuve, on suppose d = 4. D’aprés 'inéga-
lité de la proposition 3.1.6 pour chaque nombre premier p > 2 la proportion
des polynoémes unitaires de degré d qui sont :

> Type 1 : Irréductibles est au moins égale a ﬁ

> Type 2 : Produit d’un facteur linéaire et d’un facteur irréductible est

au moins m
> Type 3 : Produit d'un facteur quadratique irréductible et un ou deux
facteurs irréductibles disctints de degré impair est au moins -—. En

8(d—3

effet, si d est impair (resp. pair) la partition d = 2 + (d —(2) ()resp.

d =1+ (d— 3) + 2) montre que la proportion de polynéme de cette

forme est au moins ﬁﬁ (resp. Q—iQﬁ%)
La preuve de la proposition 3.2.2 nous montre que s’il existe trois nombres
premiers p1, po2, p3 distincts, tels que la réduction de f modulo p; soit de type
1, alors le polynéme f posséde un groupe de Galois isomorphe & G.

26



La probabilité que le polynéme f mod p soit de 'un de ces trois types
est supérieure a la probabilité d’un type en particulier, donc il existe un réel
0 < 9 < 1, indépendant de p, tel que la proportion de polynémes modulo p
ayant un des trois types de décomposition précédent est supérieure ou égale a
. Notons que tout polynéme (unitaire de degré d) a coefficients entiers ayant
ces trois types de décomposition modulo trois nombres premiers distincts a
comme groupe de Galois &4 (¢f la démonstration de la proposition 3.2.2),
il faut simplement éventuellement élever le produit de cycle issu du type 3 a
une puissance impaire pour obtenir une transposition.

Soit P = p1...pr < N un produit de nombres premiers distincts. Le
lemme chinois nous assure un isomorphisme d’anneau entre (Z/PZ)[X] et
[1;(Z/piZ)[X], donc la proportion de polynémes unitaires de degré d de
(Z/PZ)[X] dont aucune réduction modulo pi,...,p, n’est de I'un des trois
types ci-dessus est au plus (1 — 6)". En conséquence, la proportion de poly-
nomes f tels qu’il existe un type ¢ € {1, 2, 3} tels que pour tout p;, divisant P,
la réduction de f modulo p;, ne soit pas de type ¢ est, au plus, 3(1 —4)". Par
ailleurs, un polynéme de (Z/PZ)[X] admet au plus (28552 +1)¢ antécédents
par 'application qui & un polynéme unitaire de degré d lui associe sa réduc-
tion modulo P. En notant Nby le nombre de polynémes unitaires de degré d a
coefficients dans [—N, N| dont les réalisations modulo py, ..., p, réalisent les
trois types considérés, on obient I'inégalité suivante (en calculant le nombre
de polynomes qui ne satisfont pas a la condition demandée, ou (2N + 1)d
représente le nombre de polyndme unitaires de degré d & coefficients dans
[-N,N]) :

(2N +1)? — Nby (1—6)rPI(2HE 4 1)d
(1—-6)"(2N +1+ P)?
1

( )72¢4(2N +1)?  car P<2N +1

NN N

3
3(1-9
3(1—-9

L’on en déduit :

o 2 1-3x 210y

Pour tout € > 0, il existe r assez grand tel que la proportion de polyndémes
unitaires de degré d a coeflicients dans Z ayant un groupe de Galois iso-

morphe & Sy soit supérieure a 1 — €. Ce qui conclut la preuve.
O

4. INTERMEDE : FONCTION ZETA DE DEDEKIND

Comme précisé dans 'introduction, ce chapitre a pour but d’introduire des
notions qui seront utiles dans la démonstration du théoréme de Frobenius.

4.1. Norme d’un idéal.

4.1.1. Corps de nombres. On appelle corps de nombres toute extension
finie du corps Q des nombres rationnels.

Exemple 4.1.1. L’extension Q[+/2] est un corps de nombres. C’est une
extension de degré 2 du corps Q.
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Soit K un corps de nombres. Tout élément x € K est racine d’un polynoéme
non nul dans Q[X]. Quitte a multiplier par le pged des dénominateurs (s’il
y en a), on peut supposer que ce polynéme est dans Z[X].

Définition 4.1.2. On appelle entier algébrique sur K tout élément x € K,
tel que x soit racine d’un polyndéme non constant unitaire a coefficients dans
Z. On note Ok l'ensemble des entiers algébriques sur K.

Exemple 4.1.3. Les entiers algébriques sur Q sont les éléments de Z. En
effet si 153 € Q est racine d’un polynoéme P a coefficients dans Z, alors ¢ divise

le coefficient dominant du polynéme unitaire P. Donc g € {+1}.

Proposition 4.1.4. Soit a € C, alors les propositions suivantes sont équi-
valentes

(1) L’élément a est un entier algébrique
(2) Le Z-module Z[a] est engendré par un nombre fini d’éléments

(3) 1l existe B un Z-module de type fini tel que Z[a] = B

Démonstration. On suppose (1), dans ce cas il existe un polyndéme uni-
taire P de degré d > 1, tel que a soit racine de P. Montrons que la fa-
mille {1,a,---,a% !} génére Z[a]. Pour cela, montrons par récurrence que
pour tout n € N, I'élément a”™ est dans ’ensemble engendré par la famille
{1,a,---,a%'} dans Z. Le résultat est clair pour n = 0, et supposons le
acquis pour un entier n fixé. Alors il existe des entiers (u;)o<i<d—1 tels que
a” = Z?:_ol u;a’. Par multiplication par a, on a I’égalité "1 = Z?:_ol uia’tt
Or, comme a est racine du polynéme P unitaire, on peut exprimer I’élément
a® comme combinaison linéaire a coefficients dans Z des {1,a,--- ,a%1}.
Ce qui prouve donc que a™*! est engendré par la famille {1,a,---,a%" '} et
termine la récurrence.

L’implication (2) = (3) est montrée en prenant B = Z[a].

On suppose (3), alors il existe n tel que la famille {a7, a9, -+, a,} en-
gendre B. Comme pour tout 1 < ¢ < n U'élément ac; est dans B, alors il

existe une matrice M de taille n x n a coefficients dans Z telle que

a1 a1
a =M :
Qn Qp
Donc
a1
(al, —M)| : |=0
Qnp

Ce qui signifie que a est un zéro du polyndéme caractéristique de la matrice

M, qui est un polynéme unitaire & coeflicients dans Z. Donc a est un entier

algébrique. ([l
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Théoréme 4.1.5. Soit K un corps de nombre. L’ensemble O des entiers
algébriques sur K muni des lois d’addition et de multiplication déduites de
C est un anneau.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, il s’agit de montrer que pour
des entiers algébriques a et b donnés, les éléments a+b et ab sont algébriques.
Comme les entiers a et b sont algébriques, il existe des éléments ay, -« , an
et 81, , Bm qui générent respectivement Z[a] et Z[b]. Ainsi les éléments
a;fj avec 1 < i <netl<j<m géneérent le Z-module Z[a,b]. D’apreés la
proposition 4.1.4, les éléments a+b € Z|a, b], et ab € Z[a, b] sont algébriques.

O

Lemme 4.1.6. Soit K un corps de nombres. Alors pour tout x € K, il existe
m € N\{0} tel que mz € Ok

Démonstration. Soit x € K. Comme K est de dimension finie comme Q-
espace vectoriel, il existe des éléments ag, - ,a,—1 € Q tels que P(x) =
" + Z;:ol a;xz' = 0. Pour tout 0 < i < n — 1, posons «o; = a;/bi, ou les
couples (a;,b;) sont dans Z x Z\{0}. Notons m le ppcm des b; et considé-
rons le polynome Q(X) = 2 + 37 a;m™ iz’ € Z[X]. L'élément ma est
alors racine de @, en effet Q(mx) = m™P(z) = 0. Donc mz est un entier

algébrique. U
Il est possible formuler la remarque suivante. Si «q,--- , oy, sont des élé-
ments de K tels que K = Q[ay, -+, ay], alors pour tout n-uplet d’entiers

(my,---,my) € (Z\{0})", on a K = Q[myaq, - ,mpay].

Proposition 4.1.7. [l existe des bases de K sur Q composées uniquement
d’entiers algébriques.

Démonstration. Cette proposition résulte du couplage du lemme et de la
remarque précédente. O

4.1.2. Norme. Soit B un anneau et A un sous-anneau de B de telle sorte que
B soit un A-module libre de rang fini, noté n. Pour x € B, la multiplication
par x, notée mg, est un endomorphisme du A-module B.

Définition 4.1.8. On appelle norme (resp. trace) de x € B relativement a
B et A, et on note Nps(z) (resp. Trg a()), le déterminant (resp. la trace)
de I'endomorphisme m,; de multiplication par x.

Lorsque les notations ne préteront pas a confusion, on se permettra ’abus
de notation N(z) pour Ng,4(x) (resp. Tr(z) pour Trp,4(z)).

Remarque 11. Soit K un corps de nombres de degré n. Etant fixé z € K,
on note s; le morphisme de K dans Q, qui a y associe Trg q(zy). Dans ce
contexte, on se place dans le cadre de la théorie des espaces vectoriels de
dimension finie.
Considérons alors le morphisme ¢: K — Hom(K, Q) qui & x associe s,.
C’est une injection de K dans Hom(K, Q). En effet, si z € K est non nul,
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alors il admet un inverse noté 1. Alors Tr(xz~!) = Tr(1) # 0, donc le mor-
phisme s, est non nul. Enfin, comme les deux espaces sont de méme dimen-
sion finie, alors le morphisme ¢ est une bijection. L’existence de bases duales
sur un espace vectoriel montre alors que pour toute famille (x1,--- ,x,), il
existe une famille (y1,- -+, yn), telle que Tr(z;y;) = 6;5, pour 1 < 4,5 < n.

Proposition 4.1.9. Soit K un corps de nombres de degré n. L’anneau des
entiers algébriques Ok est un Z-module libre de rang fini n.

Démonstration. On va commencer par montrer que Ok est un sous-module
d’un A-module libre de rang fini. Soit (x1,--- ,x,) une base d’entiers algé-
briques de K sur Q. Il existe d’aprés la proposition 4.1.7. Par la remarque
11, il existe une autre base (y1,- - ,yn) de K sur Q telle que Tr(z;y;) = d;;.
Soit alors z € O, comme (y1,--,yn) est une base de K sur Q, il existe

n
b; € Q tels que z = >, byy;. Par ailleurs zz; € Ok pour tout 1 < ¢ < n. Donc
=1
Tr(zx;) = Tr(bjziy;) = b; € Z. Donc O est inclus dans le Z-module libre
n
2 Zy;.
j=1
Comme ’anneau Z est principal, le théoréme 2.4.1 nous assure que O est
un module libre de rang inférieur ou égal a n. De plus comme O contient
une base de K par la proposition 4.1.7, c’est donc un module libre de rang
n. U

Proposition 4.1.10. Soit K un corps de nombres de degré n. Soit x un
élément non nul de Ok . Alors [N(z)| = Card(Ok/xOk)

Démonstration. Montrons déja que ’ensemble Ok /xOg est fini. L’anneau
des entiers algébriques Ok est un Z-module libre de rang n. Et xOk est
un sous-module de Op. Il est aussi de rang n, car la multiplication par
x est une bijection O — zOpk. D’aprés le théoréme 2.4.1, il existe une
base (e1, - ,e,) du Z-module Ok et des éléments ¢; € N\{0} tels que la
famille (cix1, -+, cpmy) soit une base du sous-module zOg. Alors Ok /2O

n
est isomorphe au Z-module [] Z/¢;Z, donc est de cardinal fini ¢ieg - - ¢y.
=0
Notons u I'application Z-linéaire de Ok sur xOf définie par u(e;) = c;e;
pour i € {1,--- ,n}. Par ailleurs, det(u) = ¢1ca - - - ¢, D’autre part la famille
(zey,- - ,xey,) est aussi une base de O, il existe donc un automorphisme
v du Z-module O, tel que v(ce;) = xe;. Alors le déterminant de v est
inversible dans Z, d’ou det(v) = +1. Mais alors, le morphisme v o u est
la multiplication par z, et son déterminant est par définition N(z). D’ou
N(z) = det(v ou) = det(v) - det(u). On en déduit donc 'égalité voulue :
N(z) = |Card(Ok /z0k)|. O
Lemme 4.1.11. Soit K un corps de nombres. Soit a un idéal de Ok . Alors
lensemble quotient Ok /a est fini.

Démonstration. Soit a un élément non nul de a. Alors I'idéal aOg < a. Ce
qui signifie que 'anneau Ok /a s’identifie & un quotient de 'anneau Ok /aOf-.
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D’ou Card(Og/a) < Card(Og/aOk). Or, on a vu dans la proposition pré-
cédente que cet ensemble est fini. O

Définition 4.1.12. Etant donné un corps de nombres K, et un idéal a de
Of, on appelle norme de a et on note Ny /q(a), I'entier Card(Ok/aOf).

4.2. Fonction zéta de Dedekind. Avant d’aborder la définition de la fonc-
tion zéta de Dedekind, rappelons quelques point sur son analogue, la fonction
zéta de Riemann. Elle est définie en deux temps. D’abord comme somme de
série pour les complexes de partie réelle strictement supérieure a 1. Elle peut
ensuite étre prolongée de maniére analytique & tout le plan complexe, bien
que nous ne détaillerons pas ce point.

Définition 4.2.1. On apelle fonction zéta de Riemann, et on note ¢(s)
pour s > 1, la fonction définie par

()= ~

s
n>0 n

Définition 4.2.2. Soit K un corps de nombres. On note J ’ensemble des
idéaux non nuls de I'anneau des entiers algébriques Ok . La fonction zéta
de Dedekind est définie pour s > 1 comme

1
Ck(s) = 5 —7ms
i Niesql)®
Proposition 4.2.3. Soit K un corps de nombre. Alors il existe une constante
non nulle C* € K telle que

(s =1)Ck(s) — C~

s—1+

Démonstration. Une démonstration de ce théoréme pourra se trouver dans
[2], chapitre VIII, théoréme 5 (page 161). O

5. THEOREME DE FROBENIUS
5.1. Résultats préliminaires. Notons P I’ensemble des nombres premiers.

Proposition 5.1.1. Soit F' € Z[ X]. Notons n,(F) le nombre de racines de F'
modulo p comptées avec multiplicités, et | le nombre de facteurs irréductibles
de F dans Q[X]. Alors pour s > 1,

I;;np(F)p_s =[x log(s_%) + 0O(1)

Démonstration. Montrons que l’on peut se réduire au cas ou F est irréduc-

tible. Supposons que F' = Fy Fy ou F; € Z[ X | pour i € {1,2}. Alors le nombre

de racine de F modulo p est le nombre de racines de F; additionné au nombre

de racines de Fy. Et le nombre de facteurs irréductibles de F' est le nombre

de facteurs irréductibles de F} auquel on ajoute le nombre de facteurs irré-

ductibles de F5. Donc les termes de gauche et de droite sont additifs vis-a-vis
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d’une décomposition de F' en produit. On peut donc supposer le polynéme
F irréductible.
Montrons que l’on peut supposer que le polynéme F est unitaire. Notons

a € Z le coefficient dominant de F' et d le degré du polynéme. Décomposons
max(o;)d—a;

a en facteurs premiers, a = [[p;*. Multiplions F' par n = [[p;
max(o)
i

X. En effet

, et on remarque que

On peut alors effectuer le changement de variable Y = [ [ p
pour tout 1 < k <n,onaY?eF = Hpgd_k) max(ey) yd—k

Hpgd_k) max(a;) divise n, ce qui nous autorise ce changement de variable en
restant & coefficients dans Z. De plus, ce changement de variable ne change
pas la valeur de ny(F') sauf pour un nombre fini de p (les premiers p tels que
pln).

Posons Ap = Z[X]/(F) et K = Frac(Ar). On considére le morphisme
p: Z — Z[X] — Ap.

Lemme 5.1.2. Ce morphisme induit un morphisme sur le spectre de ces
anneaux ¢ : Spec(Ap) — Spec(Z) qui a un idéal premier P associe l’idéal
o Y(P). De plus, ce morphisme envoie un idéal mazimal sur un idéal mazi-
mal, et le cardinal de ses fibres est au plus d.

Démonstration. Vérifions dans un premier temps que ce morphisme est bien
défini. Soit donc P un idéal premier de Ap. Considérons le morphisme

¢: Z 2 Ap NN Ap/P. Le noyau de ce morphisme est
Ker(¢) = ¢~ tom 1 ({0}) = ¢~ (P)

Par lemme de factorisation, on en déduit donc un morphisme injectif

b 2/ (P) — Ap/P
Comme Z/¢~1(P) s’injecte dans un anneau intégre Ar/P (en effet P est un
idéal premier de Ar), alors 'anneau quotient Z/o~!(P) est intégre. Donc
o Y(P) € Spec(Z).

Par ailleurs, montrons que 'image d’un idéal maximal est maximal. Pour
cela il suffit de montrer que si P est maximal, alors ¢ 1 (P) n’est pas 1'idéal
nul. En effet, tout idéal premier non nul de Z est maximal. Comme P est un
idéal maximal de Ap il n’est pas I'idéal nul. Soit x € P un élément non nul.
Comme Ap est un Z-module de rang fini, il existe n € N et des éléments
a; € 7 tels que

anx™ + ap_q12" !

+tag=0

Quitte & mettre x en facteur et & simplifier ’expression, on peut supposer
que ag # 0. Or a,z"™ + a,_12" ' 4+ -+ ajz € P puisque x € P, et —ag € Z,
donc ag € PnZ = ¢ Y(P) # (0). Ce qui démontre bien que si P est un
idéal maximal de A alors ¢! (P) est un idéal maximal de Z.

Démontrons maintenant l'inégalité sur le cardinal des fibres. Soit (p) un
idéal maximal de Z, olt p est un nombre premier. Cherchons les idéaux
premiers P € Spec(Ar) tels que ¢~ !(P) = (p). La traduction de cette égalité
signifie {x € Z; ¢(x) € P} = (p). De part la nature du morphisme ¢ on peut
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se permettre 'abus de notation (p) € P dans l'anneau Ap. Or I’ensemble
des idéaux premiers P de Ap tels que (p) = P est en bijection avec les
idéaux premiers de I'anneau quotient Ap/(p) = Fp[X]/(F mod p). Reste a
dénombrer les idéaux premiers de cet anneau quotient. On décompose alors
F mod p en produit de facteurs irréductibles [ [, f/"*, ou les f; sont tous
distincts deux a deux. Le lemme chinois assure l’existence d’un isomorphisme
entre F,[ X|/(F mod p) et [ [, Fp[X]/(f"). Le nombre d’idéaux premier du

7
second terme est majoré par d. Ce qui conclut la preuve. U

Si (p) = P nZ, on dit que p divise P, et on le note p|P.

Par ailleurs les racines de F' modulo p sont en bijection avec les morphismes
Afp — F,. En effet, si o est une racine de F', I'application ¢: Ap — F,, telle
que Y. a;x' — Yl a;al, ot a; € Z, et x est l'image de X dans Ap, définit un
morphisme. Réciproquement si ¢: Ap — F,, est un morphisme, alors ¢ (z)
est une racine de F' dans F,.

Les morphismes Arp — F,, correspondent aussi aux idéaux maximaux P
de Ar tel que N(P) soit un nombre premier p, ou N(P) = Card(Ar/P). Ce
cardinal est fini, car Ap/P est une extension de corps de F,. De tels idéaux
maximaux sont dit "de degré 1" car en général Ap/P est une extension finie
de F, (de degré inférieur ou égal & d). Ainsi,

Zp(s) = an(F)pfs = ZCard{P € Specmax(Ar);p|P et N(P) = p}p~°
P 2
Cette série est convergente pour s > 1; comme n,(F) < d elle est majorée

par d - (z(s), ou (z = C est la fonction d’Euler-Riemann qui converge pour
s > 1. De plus, comme ((2s) est bornée au voisinage de 1, on a

Zi = Y gpp OO

PeSpecmax(Ap)

En effet, les idéaux premiers de degré > 2 contribuent au maximum a hauteur
de d - ((2s). En particulier le produit

Cap(s) = H 1—N1(P)—S — H(l +N(P)™S + N(P)™2 +...)

(0)#PeSpec(AF) P

est également convergeant pour s > 1, et ’on a, par développement limité :
log Cap(s) = Zp(s) + O(1)

Soit Ok l'ensemble des éléments de K entiers sur Z; c’est un Z-module
libre de rang fini (¢f proposition 4.1.9). L’inclusion Ap — O induit un
isomorphisme de K sur K par tensorisation par Q sur Z. Ainsi, & un nombre
fini de facteurs pres, (4, coincide avec (o, (s) = (x(s), la fonction zéta de
Dedekind. En particulier

log (o, = logCa, + O(1)
33



La conclusion résulte alors du fait que les fonctions zéta de Dedekind ont un
pole simple en 1 (¢f. la proposition 4.2.3).

S np(F)p* = log(——) + (1)

peP s—1
U

Lemme 5.1.3. Soit f = X% +bg_1 X4 + ... + by un polynome irréductible
de degré d = 2 a coefficients dans Z. Choisissons un ordre sur ses racines
Ry ={ai, - ,aq}; onposea = (a1, -+ ,aq) € Q, ou Q désigne une cloture
algébrique de Q. Pour tout sous-groupe S < &y, il existe un polynome Vg €
Z[X1,- -, X4] satisfaisant les conditions suivantes

(1) Pour s € &g, on a l’égalité sVg = Vg si et seulement si s € S
(2) Si sS # §'S alors s¥(a) # s'¥(a)

Démonstration. Cherchons le polynéme Wg de la forme

Ve (X1, , Xg) = H(UO +ur Xy + -+ uiXy(a))
seS

ou les variables u; seront choisies plus tard dans Z. Un tel polyndéme est
bien S-invariant. Le second point entraine donc le premier. En effet si u ¢ 5,
alors uS # S ce qui implique d’aprés (2) que u¥(a) # ¥(a). En particulier,
u¥Pg # ¥g. Montrons donc le deuxiéme point.

Lemme 5.1.4. Si sS # §'S, le polynome (s¥s)(a) — (s'¥s)(a), vu comme
élément de Qug, - -+ ,uq] est non nul.

Démonstration. L’anneau Q[ug, - -+ ,ug] est factoriel et les polynomes ug +
u1 Xg1) + -+ + ugXy(q) sont irréductibles pour tout s € S. En effet, le mor-
phisme d’évaluation de Q[ug, - ,uq] vers Q[ug] qui envoie ug sur ug et
toutes les autres variables sur 0, ne change pas le degré du polynéme en uyg.
De plus par ce morphisme, I'image du polynome ug +u1 Xy(1) + -+ - + ug X(q)
est ug qui est irréductible sur Q[ug]. On en déduit bien que le polynome
ug + ur Xg(1y + - + ugXyq) est irréductible sur Qluo, - - ,uq).

L’égalité sW(a) = s'¥(a) entrainerait ug + uiasqy + - -+ + ugasq) = uo +
U1Ggg(1) + *** + Uddgs(q) POur un certain o € S. Comme les racines sont
toutes distinctes car le polynome f est irréductible et séparable sur Z, cela
force I'égalité s = s'o c’est-a-dire sS = §'S. O

Les polynomes en les variables (u1,- - ,uq), & savoir (s¥Ug)(a) — (s'Ug(a)
étant non nuls pour tout sS # 'S et en nombre fini, il existe un d-uplet
(uy,--+ ,uq) tel que le polynome Wg correspondant satisfasse la seconde
condition du lemme.

O
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5.2. Théoréme de Frobenius. Soit f € Z[X] un polynéme de degré d, et
on note Iy I'ensemble de ses racines dans une cloture algébrique de Q.

Théoréme 5.2.1 (Frobenius, 1880). Soit f = X4 ag 1 X 4. +ag un
polynome de Z[X] irréductible de degré d > 2. Soit Gy = Gal(Q(Ry)/Q) <
Sy son groupe de Galois. Soit A une classe de conjugaison de Sy, c’est-a-dire
une partition de d. Alors pour s > 1 tendant vers 1,

o = Plog(—) +0(1)

s—1
p tel quef mod p 9f
soit de type A

ot gy = %Gy et gy est le nombre d’éléments de Gy de type A.

Démonstration. Pour chaque S < &y, choisissons un Wg comme dans le
lemme 5.1.3 et posons

fs = [ [ (X = (0¥s(a))) € Z[X]

O'EGd

C’est un polynome de degré d! qui est la puissance #S-iéme de fg défini par
le méme produit mais restreint aux o parcourant les représentants de &,4/S
(classes & gauche). Soient A = Disc(f) et Ag = Disc(fs) leurs discriminants
respectifs. Ils appartiennent tous les deux a Z\{0}. En effet, les polynémes
sont chacun a racine simples. Les polynomes f et fg sont irréductibles et
séparables sur Z[ X |. Soit Xg ’ensemble des nombres premiers divisant AAg.

Soit p ¢ g, alors les polynomes f mod p et f; mod p sont & racines simples
dans F,. Choisissons un morphisme Z[X;] — F, et notons {aip, - ,aqp}
les images des racines de f par ce morphisme ; ce sont les racines de f mod p;
les racines de f; mod p sont alors les {oV¥s(a,)}, pour o € &4/S. Le mor-
phisme de Frobenius Frob, € Gal(F,/F,) agit sur les racines des deux po-
lynémes par a;j, — aﬁ » et correspond a une permutation des indices. On
peut donc voir le morphisme de Frobenius comme un ¢élément F, € &4. Une
racine du polynéme fg mod p est dans F), si et seulement si elle est fixée par
I’action de Frob,, ce que 'on écrit :

(0¥s)(a,) € F, = Frob,(0¥s)(a,) = (0¥s)(a,)

< (Fpo)¥(a,) = o¥s(ay)

< o0 1F0eS
On en tire :

ny(fs) = Card({o € &4,0 ' F,0 € S})

Remarquons que ce n’est pas le cardinal de {classe de conjugaison de F),}nS.
Rappelons également que fg n’est pas séparable si S # {1} et que les racines
ci-dessus sont comptées avec multiplicités. Notons A le type de la permutation

F,, s le nombre d’éléments de type A dans .S, d!) le nombre de tels éléments
dans &4, et enfin s = Card(95).

Lemme 5.2.2. Le cardinal de Uensemble {o € S4,0 ' Fyo € S} est égal a
SAgE
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Démonstration. 1l y a sy éléments dans S de type \. Pour connaitre le car-
dinal de l’ensemble, il suffit de compter combien de fois chaque élément de
type A sera atteint. Sous 'action du groupe &4 sur l'ensemble {F),} par
o — Jlepa, on dénombre d!y orbites dans &4. En effet, pour tout o € Gy,
I’élément o_lea est de type A. Par ailleurs, pour tout élément u de type
A de Gy, il existe un élément o tel que o~ 'F,0 = p. Pour le démontrer,
on utilise le fait que si F}, s’écrit comme produit de cycle sous la forme
(a1-++ap) - (ap, , - -ar,), alors o 1 F,0 s'écrit de la maniére suivante :
(o(ar)---o(ar)) - (o(ar,_,) - olar,)).

Par ailleurs, par cette action, toutes les orbites sont de méme cardinal, a

. | 21 2 . . !
savoir, ﬁj. Donc pour chacun des sy éléments s € S de type A, il existe d%
éléments o0; ;&4 tel que Ul-_lepJLs = s. O

Avec ces notations et le lemme précédent, 1’égalité précédente se réécrit :

|

() mylfs) = 52

A
Soit g¢ le cardinal du groupe de Galois G ¢ de Q(a)/Q. Comme extension
Q(a)/Q est normale et séparable, g; est aussi le degré de cette extension.
Pour tout S < &g, on a la tour d’extension suivante Q < Q(¥g(a)) <
Q(a). En effet, Ug(a) € Q(a). Notons maintenant cg le degré de I'extension
Q(¥s(a))/Q, et g le degré de l'extension Q(a)/Q(¥s(a)). Comme Q(a) est
un corps de décomposition de fg sur Q(Vg(a)), et que l'extension est sépa-
rable, son degré est égal au cardinal du groupe de Galois de cette extension.
Ce cardinal est Card(Gy n S)(= cg). En effet, un I’élément g € G fixe les
Ug(a) si et seulement si il appartient & S. Ainsi, par le théoréme de la tour

d’extension, le degré de I'extension Q(¥g(a))/Q est

9f

5= Card(Gy n S)

Pour un sous-groupe S donné, les conjugués (sur Q) de ¥g(a) sont donc
au nombre de cg; ce sont des racines de fg : o1¥g(a), - ,0.4¥s(a), pour
des 0; € &4 convenables. Pour chaque o € G4, la fonction polynomiale cWg
satisfait aux conditions du lemme 5.1.3, pour le sous-groupe S, := oS!
de &. Notons

9o, = Card(Gf N SJ)

le cardinal de cette intersection. En vertu de la formule précédente, les
o;¥g(a) sont de degré gg—_fs sur Q (en appelant degré d'un élément, le

degré de son polynéme minimal). Comme ils sont tous conjugués, on a

gr _ 95 3
= ¢cg = 2. Finalement
9o,,8 ST ges ’

CS
gf = CSGe,S = Z 9o;.8
i=1
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En effet, pour la derniére égalité

cs B cs gf B
D 00.S =D, 0 =0y
i=1 i=1 %

Si ’on somme sur tous les 0 € &4 cette égalité, on obtient

Z 9o,8 = Mggf
oeBy
ou mg est le nombre de facteurs irréductibles de fg. En effet, le raisonne-
ment précédent montre que la somme des g, s (avec o; tels que les 0; ¥ g(a)
sont exactement les racines d'un facteur irréductible) vaut g¢. Par ailleurs
les ensembles {o; ; 0;¥g(a) soit une racine de f;};, ot f; est un facteur ir-
réductible de fg, forment une partition de &4.
Enfin, en regroupant par type :

D7) (nombre d’élément de S, N G de type A)

A 06y
- ~ ~
1
=529 d‘fj
ou I’égalité sous ’accolade résulte du fait que, si s1,-- - , 55, sont des éléments

de S de type A et g1,---, gy, des éléments de type A de G, pour chaque

o€ &g, les 0s;0~ 1 sont les éléments de type A dans S, et Card({o, os;07! =

_ !
9i}) = s
Les égalités précédentes se combinent pour donner

d! & sagx
** ) M = —
() s = 25

On a alors les égalités utilisant la proposition 5.1.1 :

S oo 2 S (Sr5)

PEXs

()= et (x*) g s
= e toa(hy) + Os(1)

ot Y p,* est la somme sur les p tel que f mod p soit de type A. Posons :

P
20y = g—;log(ﬁ) + Ra(s) On veut montrer que Ry = O(1), c’est-a-
P

dire que Ry(s) reste bornée quand s — 1+. Avec ces notions les égalités
précédentes deviennent :
S
(% % %) —)‘R/\ = 0g(1)
dly
A
Jusqu’a présent, le sous-groupe S était fixe. On va utiliser des groupes
variables pour démontrer Ry = O(1) par récurrence. Introduisons l'ordre
partiel suivant les types d’éléments de S4. On dira que \' < X si et seulement
si les nombres d’orbites correspondants vérifient I’inégalité opposée.
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Par exemple, I’élément minimal est le type de 'identité et I’élément maxi-
mal est le type d'un d-cycle. Soient s € &4 un élément de type A et S = (s) le
sous-groupe engendré. Compte tenu du fait que S n’a aucun élément de type
A > X (le nombre d’orbite augmente en élevant & une puissance), 1’égalité
(* x ) devient :

S\ S\
-—R ——Ry =0g(1
N )\+>\’Z<:)\ dly A s(1)

Ainsi, grace & ’hypothése de récurrence, Ry est une combinaison linéaire de
fonctions bornées au voisinages de 1+. Il ne reste plus qu’a remarquer que,
pour \g le type de l'identité, Ry, = O¢(1); la récurrence est donc amorcée.
Cela achéve la démonstration du théoréme de Frobenius.

O

ANNEXE A. POLYNOMES SYMETRIQUES ET DISCRIMINANT

Soit k un anneau, et n € N. Etant donné un polynéme f = [T (X —
x;) € k[xy1,- -+, xn, X], on définit les fonctions symétriques des racines, notées
0; € k[xy1, -+ ,xy,], de telle sorte qu’on puisse écrire le polynoéme f sous la
forme,

(—1)iUiXi
0

f=

n
1=

Définition A.0.1. Soit g € k[x1, -+ ,x,, X] un polynéme. On dit que le
polynéme g est symétrique (en les z;) si pour tout 7 € &, on a l'égalité
suivante :

g1, 0, X) = g(@r0), 5 Trm), X)
Théoréme A.0.2. Soit g € k[x1,- -, xn, X] un polynéme symétrique. Alors
il existe un polynome h € k[oq, - ,0op, X] tel que :
g(x1, - yxn, X) =h(oy, -+ ,0pn,X)
Démonstration. On peut trouver une preuve de ce théoréme dans [1], a la

page 30, bien que la formulation soit quelque peut différente, il s’agit bien
du méme théoréme. O

Définition A.0.3. Soit n > 2 variables x1, - - - , x, sur un corps k. On définit
le discriminant comme étant le polynéme :

Ay, an) o= | (i —2))?

1<j

Le nombre de facteur dans ce produit est (g) De plus, on constate 1’égalité

(z; — xj)2 = —(x; —zj)(z; — x;), d’or
A= (-1 D (@i — 1)
1#]
Proposition A.0.4. Le discriminant A est un élément de ko1, ,on]
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Démonstration. Le polynome A est clairement symétrique, la proposition est
un corollaire immédiat du théoréme A.0.2. U

Soit f € k[X] un polyndéme de degré n > 1. On note 2 une cloture
algébrique de k. Dans l'extension de corps €2, le polynéme f est scindé,
il existe donc aq,---,a, € £, non nécéssairement distincts, tels que f =
(X —ay) (X —ap).

Définition A.0.5. Le discriminant du polynéme f est défini comme étant

A(f) = Alag, -+, ap)

Remarque 12. Par convention, si f est un polyndéme de degré 1, on posera
A(f) = 1.

Proposition A.0.6. L’élément A(f), a priori élément de Q0 est un élément
de k.

Démonstration. Par la proposition A.0.4,
A(f) € k‘[O’l(O{l, T ,Oén),' o 70n(a17 T aan)] =k
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