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INTRODUCTION

Le présent document a été rédigé dans le cadre d’un stage de M1, a ["uni-
versité Pierre et Marie Curie, sous la direction de Francois Loeser, que je
tenais a remercier pour son encadrement.

Parfois, pour faciliter ’étude des ensembles qu’il manipule, le mathéma-
ticien a besoin de les munir de fonctions et de relations. Bien que naturelle,
I’égalité sur un ensemble E n’en demeure pas moins une relation que l'on re-
présente comme la diagonale de E2. De méme, la loi de composition interne
dont on munit un groupe G est une fonction de G? dans G. Plus générale-
ment, munir un ensemble de relations et de fonctions c’est le munir d’une
structure. La logique, et en particulier ici, la théorie des modéles va nous don-
ner un cadre pour penser ces structures de maniére uniforme. On s’appuiera,
pour ce faire, sur des connaissances intuitives que nous avons, qu'’il s’agisse
de la notion d’ensembles ou de fonctions. Le propos n’est pas de définir
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tous les objets de base des mathématiques, mais d’utiliser ces connaissances
afin de formaliser des notions comme les formules, les démonstrations et les
structures.

Pour parvenir a cet objectif, on va se fixer un langage, qu’il faut penser
comme des briques de base servant & construire des formules mathématiques
telles que nous les connaissons. Nous savons que 3z 22 + 2 + 1 = 0 est
une formule formée d’un quantificateur (3), d’une variable, de constantes, et
d’une fonction (I’addition). Tous ces éléments (variables, constantes, fonc-
tions, etc) vont étre des éléments de notre langage. Une formule ne sera
qu’un mot du langage, construite en suivant quelques régles de syntaxe. Une
comparaison, peut-étre judicieuse, serait d’imaginer que le langage est un
ensemble de mots d’une langue, et qu'une formule est une phrase construite
en respectant les régles de grammaires propre a la langue. Nous pourrons
alors nous intéresser & des formules particuliéres que ’on appellera énoncés ;
ils seront construits de sorte que toutes les variables qui interviennent soient
lices & un quantificateur. Des énoncés classiques sont des formules comme
VaVyVz((x-y) -z = (y - 2)), qui exprime I'associativité dans un ensemble
muni d’une loi de composition interne. Une collection d’énoncés formera une
théorie, comme par exemple la théorie des groupes ot les énoncés sont ceux
exprimant 1’associativité, ’existence de I’élément neutre et des inverses. Des
questions de théorie des modéles seront de savoir si une théorie admet des
modéles, c’est-a-dire des structures dans lesquels tous les énoncés de la théo-
rie sont valides. En ce sens, les groupes seront des modéles de la théorie des
groupes. Etant donné un ensemble, une formule y est soit vraie, soit fausse
(dans un sens a préciser en définissant Uinterprétation d’une formule dans
une structure), mais cela ne garantit en rien l'existence d’une démonstra-
tion qui permet, en partant des énoncés de la théorie et de quelques regles
logiques, de savoir si la formule est une conséquence logique de la théorie.
Le théoréme de complétude de GODEL permet de tisser un lien entre I'exis-
tence de modéles qui vérifient une formule et I'existence d’une démonstration
formelle.

Certaines théories possédent des propriétés intéressantes que nous allons
un peu développer. Aprés avoir défini le formalisme nécessaire, le présent do-
cument montrera que les corps algébriquement clos admettent 1’élimination
des quantificateurs. Ce type de propriété permet d’obtenir des théorémes sur
les corps algébriquement clos. On peut I'utiliser pour démontrer le Nullstel-
lensatz de HILBERT ou encore le théoréme d’AX suivant :

Théoréme (AX). Soit f: C" — C" une application polynomiale. C’est-a-
dire de la forme f = (fi, -+, fn) avec fi € C[Xy,---, X,]. Si Uapplication
f est injective, alors f est surjective.

Lorsque l'on disposera d’une famille de modéles d’une théorie, nous ver-
rons une méthode pour construire un nouveau modéle, fondée sur la notion
d’ultraproduits. Ce sera 'objet du théoréme de L.0S, qui montrera que notre
construction nous donne bien un modéle. Cette construction permettra de
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mettre en évidence que la propriété d’étre fini, pour les corps finis, ne peut
pas s’exprimer comme un énoncé du langage des anneaux.

1. STRUCTURES ET THEORIE

1.1. Langage et formules.

1.1.1. Langage. Dans ce paragraphe, nous allons formaliser la notion de lan-
gage. L’idée étant de se donner des briques de base pour former des mots,
ou plus exactement des formules qui ressemblent aux formules rencontrées
habituellement en mathématique, comme par exemple 3z (2% + 1 = 0).

Définition 1.1.1. Un langage est composé des données suivantes :
(1) d’un ensemble infini dénombrable V = {v;};en de variables;

(2) des symboles logiques — (négation), A (conjonction), v (disjonction),
= (implication), < (équivalence), V (pour tout) et 3 (il existe);

(3) pour chaque entier naturel n, un ensemble F,,, dont les éléments sont
appelés symboles de fonctions n-aires ;

(4) pour chaque entier naturel n, un ensemble R,,, dont les éléments sont
appelés symboles de relations n-aires.

Un symbole de fonction 0-aire sera appelé une constante. L’on suppose
aussi que Rg contient un élément T qui sera interprété comme 1’énoncé tou-
jours vrai. Un mot d’'un langage L est une suite finie d’éléments de L. Par
exemple, si v; et vy sont des variables, alors v; v vy est un mot, de méme
que v v v1—. On remarquera que I’égalité n’est pas nécessairement comprise
dans le langage. Elle peut cependant y apparaitre comme symbole de relation
2-aire (on dit aussi d’arité 2 ou binaire). Par ailleurs, la donnée d’un langage
sera souvent notée L = {R,F}, ou R désigne 'ensemble des symboles de
relations et F celui des symboles de fonction. Les variables seront toujours
sous-entendues, de méme que le symbole T et I’égalité lorsque cela ne prétera
pas a confusion.

Des exemples classiques de langages qui nous accompagnerons tout le long
de ce document sont :

T le langage des anneaux L, = {=,+, —,-,0, 1}. Dans cet exemple = est
une relation binaire, les symboles de fonction +, —, - sont d’arité 2, et
0,1 sont des constantes (soit encore des symboles de fonction 0-aire). !

T Le langage des anneaux ordonnés L,..q = L, U {<}, oil < est un
symbole de relation binaire (ou 2-aire).

T le langage des ensembles L = ¢F. Dans ce cas, il n’y a ni symbole de
fonction, ni symbole de relation.

T Le langage des ensembles ordonnés L,.q = {=, <}.

1. 1l est & noter que le symbole de fonction — est inutile pour définir le langage des
anneaux.
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1.1.2. Termes. La notion de mot n’est cependant pas trés pertinente pour
travailler. Une grande majorité des mots ne ressemble pas aux formules que
nous avons ’habitude de rencontrer. Pour pallier cela, nous allons introduire
la notion de terme, qui se construit par induction.

On se fixe un langage L. L’ensemble To(L), que l'on appelle termes de
hauteur 0, est 'ensemble des variables et des symboles de constantes (ou
fonction O-aires). L’ensemble T;41(L) est 'union de Tx(L) et des fti---tp,
ou f est un symbole de fonction n-aire, et ¢1,--- ,t, sont des éléments de
Ti(L). Finalement I’ensemble des termes du langage L, est 'ensemble T (L) =
UkeNTr(L). On appellera hauteur d'un terme ¢, qu’'on notera h[t], le plus
petit entier naturel k tel que t € Ti(L).

Si v; est une variable dans le langage des anneaux L,, alors hfv;] = 0,
mais h[(v1 + v1) + v1] = 2. De méme h[(v1 + v1) + (v1 + v1)] = 2.

Une application des définitions nous donne la proposition suivante, dite
de lecture unique.

Proposition 1.1.2 (Propriété de lecture unique). Etant donné un langage
L, un terme t de T (L) vérifie l'une des trois propriétés suivantes :

(1) Le terme t est une variable de L ;
(2) Le terme t est un symbole de constante ;

(8) 1l existe un entier n strictement positif, un symbole de fonction n-aire
f et des termes ty,--- ,t, tels que t = fty---t,.

Désormais, nous utiliserons la notation f(¢1,- - - , t,) pour signifier fty - - - t,
afin de nous rapprocher des notations usitées habituellement. Par ailleurs,
dans le langage des anneaux, corps, etc, nous commettrons ’abus de lan-
gage en écrivant v; + v1 a la place de +(vy,v1) comme l'auraient voulu les
définitions.

Notation. Lorsqu’'un terme ¢ d’'un langage L est composé de variables, nous
noterons t(v;,, - - ,v;,) lorsque les variables v;; ont au moins une occurrence
dans {.

1.1.3. Formules. Nous nous approchons maintenant des formules mathéma-
tiques telles que nous en rencontrons réguliérement. Pour définir cette notion,
nous allons une fois encore procéder par induction. Si n > 0 est un entier
naturel, et R un symbole de relation n-aire, I'on dira que Rt ---t,, ou les
t; sont des termes, est une formule atomique. Les formules atomiques sont
dites de hauteur 0. Si F' est une formule de hauteur m alors les mots —F,
JuF et YuF sont des formules de hauteur m + 1. Si GG est une autre formule
de hauteur m’ alors les mots (F' A G), (F v G),(F = G),(F < G) sont des
formules de hauteur sup(m,m’) + 1.

Définition 1.1.3 (Forme prénexe). On dira qu'une formule ¢(Z) est sous
forme préneze si c’est une formule de la forme Q1x1Q2xs - - - Qprn'(T) ou
Q; € {V,3}, et ot /() est une formule sans quantificateurs 2.

2. On peut toujours mettre une formule sous cette forme.
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Notation. On écrira assez rapidement R(ty,--- ,t,) pour signifier Rty - - - t,,
et on se permettra & nouveau des abus de notation courant comme par
exemple z < y a la place de < (z,v).

Une fois encore, il découle des définitions une propriété de lecture unique.

Proposition 1.1.4 (Propriété de lecture unique). Etant donné un langage
L, une formule F énoncée dans le langage L vérifie l'une des cing propriétés
sutvantes :

(1) La formule F' est atomique;

(2) Il existe une unique formule G telle que la formule F soit de la forme
-G R

(3) Il existe deux formules G et H, définies de maniére unique, telles que
F soit de la forme GaH, ot a € {A,Vv,=, <}

(4) 1l existe une unique variable v; et une unique formule G telles que F
soit de la forme Jv;G ;

(5) 1l existe une unique variable v; et une unique formule G telles que F
soit de la forme Yv;G.

Si l'on se place dans le langage des ensembles ordonnés L,.q = {=, <},

alors les mots suivants sont des formules :

T Ve —(x <x);

T vavy (z<y) vy <az)ve=y);

T VaVyVz =((z<yry<z)A(z=xvz<z)).
Ces trois formules décriront une fois interprétées les ordres totaux stricts. Cet
exemple est cependant particulier car toutes les variables qui apparaissent
sont liées & un quanteur, c¢’est-a-dire est aprés un symbole V ou 4. Cependant
des mots de la forme z < y ou Yz(y = x) sont aussi des formules.

1.1.4. Variables libres, liées. L’on en arrive & la notion de variables libres
et liées. En effet, dans les exemples précédents, nous avons remarqué que
certaines variables pouvaient étre précédées d’'un quanteur. Lorsque c’est le
cas, on dira que la variable n’est pas libre. Soyons plus précis : si F' est une
formule atomique toutes les occurrences d’une variable v; dans F' sont dites
libres. Si F est de la forme —G, alors les occurrences libres de v; dans F' sont
exactement les occurrences libres de v; dans GG. Les occurrences libres de v;
dans (FaG), ot a € {A, v,=, <} sont celle dans F' et celles dans G. Les
occurrences libres de v; dans F' = Jv;G ou Vu;G sont celle de v; dans G si
1 # j. Au contraire si ¢ = j aucune des occurrences de v; dans F' n’est libre.
Une variable qui n’a aucune occurrence libre est dite liée. Les variables libres
dans F' sont celles qui admettent au moins une occurrence libre.

Notation. Si F est une formule on notera F[v;,, - - ,v;, | si les variables libres
de F' sont parmi les v;;, mais qu’aucun v;; ne soit une variable liée de F'. 3

3. Cependant il n’est pas demandé que seules les variables libres apparaissent dans la
notation. La formule (u = (u v v)) peut-étre notée F[u,v] ou F[z,u,y,v].
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Dans la formule VzVy ((x < y) vy < x) v = y) les variables x et y sont
liées, alors que dans la formule x < y les deux variables sont libres. On peut,
bien entendu, avoir des formules en plusieurs variables dont certaines sont
lices et d’autres non comme dans 'exemple Vo (y = x) o x est liée mais
pas y. Un dernier exemple en considérant le langage L = {=, f} avec f une
relation unaire. Dans la formule (f(z) =y A Vy (y = z v f(y) # f(x)), la
variable y est libre car elle admet au moins une occurrence libre. On aurait
tout aussi bien pu écrire la formule de la maniére suivante avec une variable
supplémentaire (f(z) = zAVy (y = v f(y) # f(x)), auquel cas les variables
x et z sont libres tandis que la variable y est liée.

Définition 1.1.5 (Enoncé, théorie). Une formule exprimée dans un langage
L ne possédant aucune variable libre est appelée un énoncé. Un ensemble
d’énoncés est appelé une théorie.

1.1.5. Ezemple, théorie des groupes. On se donne le langage des groupes
L = {=,-,7! e}, ol - est une relation binaire, ~! une relation unaire, et e
un symbole de constante. La théorie des groupes est constituée des énoncés
suivants :

T vavyVz ((z-y) -z =z (y-2));

T Ve (r-e=e-x);

TV (z-27t=e).
Remarquons que I'on aurait pu appauvrir le langage en oubliant la fonction
unaire ~! et en remplagant le troisiéme énoncé par Va3y (z -y = e).

1.1.6. Substitutions. On se donne une formule F|ug,--- ,u,] exprimé dans
un langage L, ou les variables w; sont libres. Si t1,--- ,t, sont des termes,
alors on peut remplacer chaque occurrence libre de u; par t;. On 'appellera
opération de substitution que l'on notera Fy, 1y, ... 1, /u,,-

On se place par exemple dans le langage des anneaux L, = {=,+,—,-,0,1}.
Considérons la formule ¢(y) = (v +y—1=0AVy (y + 1 # 7)) et le terme
x + 1, alors comme la variable y est libre dans la formule ¥(y) on peut
substituer y par x + 1 pour aboutir & la formule

Vpsrpy=((@+ 1P+ (@+1)—1=0AVy (y+1#y))
1.2. Structures et modéles.

1.2.1. Structures. Maintenant que nous avons un langage qui nous permet
d’écrire des formules qui semblent familiére, il faut se donner un moyen de
les interpréter. Nous allons pouvoir donner un sens & ces formules dans des
ensembles munis de fonctions et de relations, que nous appellerons structures.

Définition 1.2.1. Une L-structure 9 est I’ensemble des données suivantes :

(1) Un ensemble non vide M, appelé ensemble sous-jacent a la structure
m;

(2) Pour chaque entier naturel n > 0 et tout symbole de fonction n-aire

f, une fonction f™: M™ — M ;
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(3) Pour chaque entier naturel n > 0 et tout symbole de relation n-aire R,
un sous-ensemble R™ de M™.

On remarque que si 'on se fixe 'entier n = 0 on associe & tout symbole
de fonction O-aire ¢ une fonction ¢™ : MY — M qui n’est rien d’autre qu’un
¢léement de M. On demande de plus que T = M9, On appellera f™ et R™
les interprétations des symboles f et R dans la structure. Une structure sera
parfois noté M = {M,R™, f™" | Re R, f € F}.

Les exemples suivants sont des L,-structures, ot L, désigne le langage des
anneaux :

T Une structure dont ’ensemble sous-jacent est ’anneau des entiers rela-
tifs est M = (Z,=,+, —,+,0,1). Les symboles de fonctions +, —, - sont
les fonctions d’addition, de soustraction, et de multiplication usuels de
Z. Les constantes 0 et 1 sont interprétées comme le 0 et le 1 de Z.
Enfin, a I’égalité est associé la diagonale de Z2, c’est a dire I’ensemble
des {(z,x) | x € Z}.

T Tout corps K est aussi I’ensemble sous-jacent d’une L,-structure lors-
qu’on considére M = {K, =, +, —,-,0, 1}.

1.2.2. Interprétation de termes et de formules dans une structure. Les termes
et les formules vont prendre du sens une fois interprétés dans une struc-
ture. Si un terme t est une constante c alors son interprétation dans 91
est ¢™. Si un terme ¢ est de la forme t[v;] = w4, avec v; une variable,
alors, si on se fixe un élément a de M, le terme t[a] = a est interprété
comme 'élément a. Si t[uq, -+ ,u,]| est un terme avec u; des variables, et
sia = (ar, -+ ,an) est un élément de M™, alors on note t[ai,- - ,a,] l'in-
terprétation de ¢ en remplagant les w; par a;. En prenant t[ui, - ,u,] =
f(t1,- -+ ,t,) un symbole de fonction r-aire, ou chaque ¢; est un terme, alors
tla] = f™(tifar, - anl, - telat, - an]).

Considérons une formule F[wy,- - ,wy] ol les w; sont des variables. Si
a=(ay, - ,ay) est un élément de M™, on dit que a satisfait F' et on note
M = Flai,- - ,ap] sila formule obtenue en interprétant les w; par les a; est
satisfaite dans F' :

(1) Si F = R(ty,- - ,t,) est une formule atomique, alors M = Flay, - ,a,]
si et seulement si (ti[ay, - ,an], - ,t.[a1, - ,a,]) € R™;

(2) Mt Flay, - ,an] si et seulement si M = —Flag, - ,an];

(3) Si a € {v,n,=,<}, alors M = FaGlay,- - ,ay] si et seulement si
(M = Flag, -+ ,an] a M E Glay, - ,a,]);
(4) Si F = (YoG)[wy, - ,wy] et sila variable v est différente des w;, alors

G = Glv,wy, - ,wy] et M = (YvG)[a,- - ,a,] si pour tout a dans
M on a M = Gla, a1, -+ ,ay]; idem pour 3;
(5) Si F = (VYw;G)[wy,- -+ ,wy,] alors M = (Yw;G)[ay, -, ayp] si pour tout

a dans M on a M &= Glay, -+ ,a;-1,G,Gi+1," - ,ap]; idem pour 3.
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On notera parfois M = Flaj,--- ,a,] & la place de M = Flaq, - ,a,]. Si
Flvy,--- ,vy] est une formule, on notera M = F[vy,--- ,v,] si et seulement
si pour tout (ai,---,a,) de M™ on a M= Flay, - ,an].

Dans le langage des ensembles ordonnés L,.q = {=, <}, on peut considérer
la structure {IN, =, <} qui est ’ensemble des entiers naturels uniquement
vu comme ensemble ordonné avec 'ordre usuel. Si F[z] désigne la formule
Vy(r <y v ax =y),alors N &= F[0]. La formule indiquant que z est le plus
petit élément de ’ensemble IN. Par contre, si I’on avait considéré la structure
{Z,=,<}, il n’y aurait pas eu d’élément a de Z tel que Z = F[a].

1.2.3. Remarques sur l’égalité. Lorsque le langage L contient le symbole de
relation binaire =, on appellera structure égalitaire toute structure 9t dans
laquelle la relation =™ est interprétée comme la vraie égalité dans M. Ainsi
=" sera le sous-ensemble {(z,z) € M?} < M?2. Dans tout ce document,
toutes nos structures seront supposées égalitaires.

Par ailleurs, lorsque 90 est le modéle d’une théorie T' exprimée dans un
langage L contenant le symbole =, on pourra aussi définir I’égalité en sup-
posant que les énoncés suivants font partie de la théorie T :

(1) Vo (v =v);

(2) VU()V’Ul (Uo =V = V1 = Uo);

(3) YogVurVue ((vg = v1 A v1 = v2) = vy = v2) ;

(4) pour chaque symbole de fonction n-aire f, si pour tout entier i on a

Vi = Un+i, alors f(/Ula"' avn) = f(/UnJrl?'” aUZn);
(5) pour chaque symbole de relation n-aire R, si pour tout entier i on a
Vi = Un+i, alors R(Ul, T 7/Un) < R(Un-‘rla e ,’Ugn).

1.2.4. Modéles. On rappelle qu'une théorie est un ensemble d’énoncés (une
formule sans variables libres). Si T est une théorie exprimée dans un langage
L et si 2 est une L-structure, on dit que 9 est un modeéle de la théorie T'
si tout énoncé de T est satisfait dans 991. Si une théorie 7" admet au moins
un modéle, on dit qu’elle est consistante.

La théorie des groupes développée dans le paragraphe 1.1.5 admet des mo-
déles que 'on appelle usuellement des groupes. Comme il existe des groupes,
cette théorie est consistante.

On dit qu’une théorie T exprimée dans un langage L est compléte si pour
toute formule ¢ de F' soit ¢ soit —y est vérifiée dans tout modeéle de T

Notation. Si 9 est une L-structure, on note Th(9) 'ensemble des énoncés
vrais dans 9. 1l est clair que la structure 9t est un modeéle de la théorie
Th(9M).

De plus, pour 9% une L-structure et A un sous-ensemble de 91, on peut
considérer 'expansion 94 de 9 par des constantes dans A, c’est-a-dire la
L g-structure {M,L,a:a€ A} on Ly = Lu{a: a e A}. Ce qui signifie qu'on
rajoute & M4 des constantes correspondants aux éléments de A. On note
Th(M, A) la théorie de M 4 qui correspond donc & 'ensemble des énoncés a
paramétres dans A qui sont vrais dans 9.
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1.3. Démonstrations formelles. Le but de ce paragraphe est de donner
un sens a "la formule F' est démontrable & partir de la théorie T". Pour ce
faire, il y aura des régles formelles qui permettront, en un sens & préciser,
de passer d’une formule & ’autre, mais aussi un ensemble d’axiomes logiques
qui contient en particulier les tautologies. Intuitivement, une tautologie est
un énoncé qui est "toujours vrai", comme F' v —F'. Une autre maniére de le
dire est "peu importe la valeur de vérité que prend F, la formule est toujours
vraie". Nous allons cependant nous attarder un peu sur ces notions de valeurs
de vérité.

1.3.1. Tables de vérité, tautologies. Dans toute la suite, la notion de vrai
ou faux sera exprimée grace aux chiffres 0 et 1. La valeur 1 signifiera que
I’énoncé est vrai tandis que la valeur 0 impliquera que I’énoncé est faux. 4 On
appellera ce nombre la valeur de vérité de la formule. Si 'on se donne des
formules F' et G exprimées dans un langage L, on voudra déterminer quelle
valeur de vérité donner aux formules —F ou FaG avec a € {A, v,=, <},
Il est entendu que la réponse dépendra de la valeur de vérité de F', et il est
attendu que la réponse coincide avec I'intuition. Dans le cas ou notre formule
F serait vraie, l'on s’attend a ce que la formule —F (non F) prenne la valeur
faux, et réciproquement. Pour une formule du type F' v G (respectivement
F A G), on demandera qu’elle soit vraie si une des deux formules F' ou G
soit vraie (respectivement si F' et G) sont vraies.

On peut résumer nos attentes par les tableaux suivants que 1’on appellera
tables de vérité :

FIG|FvG FIG|FAG
F\|—-F 010 0 010 0
0 1 01 1 011 0
1 110 1 110 0

111 1 111 1

Une constatation rassurante est que la formule ——F et F' possédent la
méme table de vérité.

Il nous faut maintenant régler le cas des formules F' = G et F < G.
Comme le veut l'usage en mathématique, nous imposerons que F' < G et
F = G v G = F aient la méme table de vérité, de méme que F = G et
—F v G. Ce deuxiéme cas est un peu moins intuitif qu’il en a 'air. En effet,
si tout un chacun acquiescera que F' = G permet d’affirmer si I’ est vraie
alors G est vraie, qu’en est-il des cas ou F' est fausse? Ou plutot, quelle
valeur de vérité donner & la formule F' = G lorsque F' est fausse et G est
vraie 7 Pour donner un exemple, la formule "2 est divisible par 4 implique 2
pair" est-elle vraie ou fausse ? A priori, on peut se sentir géné pour répondre
intuitivement puisque la premiére partie de la formule est fausse. Par contre,
il nous aurait été beaucoup plus simple de répondre oui si I’on avait demandé
si la formule "n est divisible par 4 implique n pair" est vraie. Peut-étre que

4. Ce choix est arbitraire, on aurait trés bien pu choisir la convention inverse.
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de telles remarques peuvent justifier intuitivement pourquoi "faux implique
vrai" est considéré comme vrai.

Une derniére remarque & propos de 'implication. Elle ne correspond pas
nécessairement au verbe "impliquer" auquel on peut s’attendre. Pour étayer
ce propos, disons que le théoréme de Pythagore et le théoréme de Thalés
sont deux formules vraies, ainsi d’aprés les définitions précédentes la formule
"le théoréme de Pythagore implique le théoréme de Thalés" est vraie sans
pour autant que le théoréme de Pythagore soit utilisé effectivement pour
démontrer le théoréme de Thalés.

Résumons a nouveau nos remarques sur l'implication et I’équivalence a
travers deux tableaux.

F|G|F=G F|IG|Fesd
0|0 1 010 1
011 1 01 0
110 0 110 0
1)1 1 1]1 1

Donnons quelques exemples supplémentaires de formules et de tables de
vérité.

FIG H|F=GvH=G

0010 1

0]0]1 1 F|G|F=(G=F)
0110 1 00 1
0|11 1 01 1
1100 1 110 1
1101 0 111 1
11110 1

11111 1

La deuxiéme table de vérité de cet exemple est particuliérement intéres-
sante, car la formule F' = (G = F) prend toujours la valeur 1, peut importe
les valeurs de vérité de F' et G.

Définition 1.3.1. On appellera tautologie une formule dont la valeur de
vérité est toujours 1.

1.3.2. Démonstrations formelles. Les tautologies seront des briques permet-
tant de construire des démonstrations. Voyons maintenant les méthodes per-
mettant de transformer et combiner des formules pour démontrer un résultat.
Reégles formelles. Il y en a deux,
T Le modus ponens : a partir de formule F' et de F' = G le modus ponens
nous permet de déduire G;
T La régle de généralisation : & partir de la formule F', on déduit Vo F'.
Axiomes logiques. Il sont de deux types :
T Les tautologies;
T Les axiomes des quantificateurs :
(1) Si F est une formule : (Jv F) < (=Vv —F);
10



(2) Pour des formules F' et G et une variable v n’ayant pas d’occurrence
libre dans F' : Vo(F = G) = (F = YvQG);

(3) Pour une formule F', une variable v et un terme t tel qu’aucune
occurrence libre de v dans F' n’apparait dans le champ d’un quan-
tificateur liant une variable de ¢ : VoF = Fy .

La restriction sur les occurrences libres de v dans (3) est nécessaire. En ef-
fet, prenons la formule ' = 3v1 R(v, v1) et t = vy, alors F, 1, = (3v1R(v1,v1))
tandis que Yo F = Yv3v; R(v,v1). Ainsi, implication Vo F = Fy, /o nest pas
vraie en général.

Définition 1.3.2. Soit 7" une théorie et I’ une formule de L. On dit que F
est démontrable & partir de la théorie T si et seulement s’il existe une suite
finie Fi,---F, de formules de L avec F,, = F telles que pour tout entier
i€{l,---,n}, soit F; € T, soit F; est un axiome logique, soit F; se déduit a
partir d’'une ou deux formules précédentes dans la suite par I'une des régles
formelles.

On appelle aussi la suite des F; une démonstration formelle de F'. Lors-
qu’une telle démonstration existe, on note T' — F et on dit que F' est une
conséquence syntaxrique de T. D’autre part, si pour tout modéle M de la
théorie T' 'on a 91 = F, alors on dit que F' est une conséquence sémantique
de T et 'on note T' = F.

Lemme 1.3.3. Soit T une théorie et F' une formule de L. Si T — F alors
TEF.

Démonstration. Procédons par récurrence sur la longueur de la démonstra-
tion formelle, & savoir l'entier n de la définition. L’énoncé de récurrence
sera P(n) = "pour toute démonstration formelle (Fi,--- , F,) et pour tout
ie{l,---,n}, onaME F;". Lorsque 'entier n vaut 1, alors F' = F} ne
peut pas se déduire de régles formelles impliquant les formules précédentes
puisqu’il n’y en a pas. Ainsi, nécessairement F' est un axiome logique. Or, les
axiomes logiques sont vrais dans n’importe quel modéle 9t d’une théorie T'.
Supposons que pour un entier n la propriété P(n) est vérifie. On considére
une démonstration formelle avec n + 1 formules (F,--- , Fy, Fj41) de Ft1.
Alors (Fy,--- , F,) est aussi une démonstration formelle, mais de F,. L’hy-
pothése de récurrence nous assure que pour tout i € {1,n} l'on a M = F;.
Il nous reste & montrer que 9 = F,41. Soit Fj, 41 est un axiome logique
auquel cas l'on a bien le résultat voulu. Soit Fj, 11 se déduit d’une autre for-
mule, disons F}, avec k < n + 1 par généralisation, auquel cas si 9 = Fj
alors 9 & VuF}. Soit Fj,1 se déduit d’une autre formule, disons Fj avec
k < n+ 1, par le modus ponens. Or si M = Fy, et M = (F, = F41), alors
par définition M = F,, 1. L’hypothése de récurrence étant héréditaire, notre
propriété P(n) est vérifiée & chaque rang n. O

Il est aussi vrai que si F' est conséquence sémantique de T alors il est
conséquence syntaxique. Ceci résulte du théoréeme de complétude de Godel,
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et justifie a posteriori les régles pour définir la conséquence syntaxique. On
pourra trouver une preuve de ce fait dans les notes de cours de FRANGOIS
LOESER [7].

2. SOUS-STRUCTURE, MORPHISMES, THEORIES MODELES COMPLETES

A Tinstar des ensembles, ol nous sommes parfois amenés & considérer des
sous-ensembles, nous allons nous intéresser & la notion de sous-structure, et
aux morphismes entre structures qui conservent les interprétations de L.

2.1. Morphismes entre structures. Soit L un langage. On se donne 9
et 9t deux L-structures. Soit F': M — N une application entre les ensembles
sous-jacent des L-structures.

On dit que F' est un morphisme de L-structures, si pour tout n-uplet a de
M, tout symbole de fonction n-aire f et tout symbole de relation n-aire R,

M= R(a) = N R(F(@) et [fU(F@)=F(™@)).

Définition 2.1.1 (Plongement). Si F' est un morphisme de L-structures
injectif et vérifie de plus, que pour tout n-uplet a de M et tout symbole de
relation n-aire R,

ME R(a) < NE= R(F(a))
ou F(a) désigne (F(ay), F(az), -, F(ay,)), alors on appelle F' un plonge-
ment.

Supposons que F' soit un morphisme vérifiant I’équivalence de la définition
précédente. Alors, si x et y sont des éléments de M vérifiant F'(z) = F(y),
onaMNkE (F(zr) = F(y)), et par I'équivalence, on a nécessairement I =
(r = y). En d’autres termes, un tel morphisme est nécessairement injectif
lorsque I’égalité est un symbole de relation du langage.

Lorsque M < N et que l'inclusion ensembliste est un plongement de £-
structures, on dit que 9 est une sous-structure de N.

Donnons quelques exemples :

T Dans le langage des groupes, la structure (Z,=,+,0) est une sous-
structure de (R, =, +,0). En effet, addition (symbole de fonction bi-
naire), et 1 (symbole de fonction 0-aire) coincident qu’elles soient vues
dans Z ou dans R. Il en va de méme pour I’égalité (symbole de re-
lation binaire). Il est par ailleurs intéressant de relever que Z est un
sous-groupe de R.

T On considére le morphisme exp: Z — R. Il s’agit d’un plongement de
la structure (Z, =, +,0) dans (R, =,-,1).

Proposition 2.1.2. Soit L un langage, et soit 9 une sous-structure de N.
Si a est un élément a coordonnées dans M et que o(Z) est une L-formule
sans quantificateurs, alors M = p(a) si et seulement si N = p(a).

Démonstration. En procédant par récurrence, il est clair que si b est un

¢éléement & coordonnées dans M, et si t(Z) est un terme, alors t™(b) = t™(b).

On va montrer la proposition par récurrence sur la hauteur des formules.
12



Si ¢ est une formule atomique R(ty,--- ,t,), comme pour tout entier i €
{1,---,n}, on a t¥(a) = t)(a), alors par définition des sous-structures

M= RV (@), -, t7a)) = N e RN (@), -, t2(a)).

rrn

On suppose que la proposition est vraie pour 1(Z) et que la formule ¢(Z)
est —(z), alors

M = —p(a@) < M b (@) < N (@) < N = —y(a).

Enfin si la proposition est vraie pour ¥g et ¥1 et que ¢ est la formule ¥y A 91,
alors M = (a) si et seulement si M = p(a) et M = 1(a) si et seulement
si N = Yo(a) et N y(a). O

Vocabulaire.

(1) Un morphisme F de L-structures est un isomorphisme si F est un
plongement surjectif.

(2) Un morphisme F de L-structures est un plongement élémentaire si
pour toute formule ¢(Z) et tout uplet a de M,

ME p(a) < NE= e(F(a))

Lorsque M < N et que l'inclusion ensembliste est un plongement élé-
mentaire, alors on dit que 9 est une sous-structure élémentaire de N
et 'on note M < N.

(3) Un isomorphisme partiel g entre M et N est une bijection entre un
sous-ensemble My de M et Ny de N qui vérifie que pour toute formule
©(Z) sans quantificateurs et tout uplet a de My, on a

M = pla) < NE p(g(a)).

(4) SiMt et N sont deux L-structures, on dit qu’elles sont élémentairement
équivalentes, et on note M = N si les deux structures vérifient les
mémes formules. Soit encore si Th(M) = Th(N). En particulier si M
est une sous-structure élémentaire de I, alors It = N.

Une sous-structure n’est pas nécessairement uns sous-structure élémen-
taire élémentaire. En effet, dans le langage des groupes, on a vu que (Z, =
, +,0) est une sous-structure de (R, =, +, 0), néanmoins la formule 3y (y+y =
1) est vérifiée dans R par 1/2, mais pas dans Z.

Par ailleurs, il est possible, étant donné un modéle infini 9t d’une théorie,
de construire des extensions élémentaires 1 de 9. Pour le démontrer nous
admettrons provisoirement le théoréme suivant qui sera démontré dans le
paragraphe 3.2.2.

Théoréme 2.1.3 (Compacité). Soit ¥ un ensemble d’énoncé, tel que sous-
ensemble fini de X admet un modéle. Alors ¥ admet un modéle.

On appellera cardinal d’une structure le cardinal de son ensemble sous-
jacent.
13



Lemme 2.1.4. Soit une théorie T' et M un modéle infini de cette théorie, si
l’on se donne un cardinal &, il existe un modéle N de T, de cardinal supérieur
ou égal a Kk tel que M < N.

Démonstration. Considérons des nouveaux symboles de constantes (¢;)iex €t
I'ensemble d’énoncés :

Y :=ThOM, M) {c; #c; | i#j}.

Chaque sous-ensemble fini de ¥ ne fait intervenir qu’un nombre fini de
constantes, qui peuvent donc étre interprétée par des éléments distincts de
M puisque ’ensemble est infini. Donc la théorie ¥ est finiement consistance
puisque la structure M est un modéle de toute partie finie de 3, donc la théo-
rie X est consistance par le théoréme 2.1.3 de compacité. Elle admet donc un
modele O de cardinal supérieur ou égal & k (puisqu’il faut interpréter toutes
les constantes), qui est une extension ¢lémentaire de 9t par définition des
énoncés de Th(M, M). O

2.2. Théorie modéles complétes, et élimination des quantificateurs.

2.2.1. Théories modeles complétes. Soit T une théorie exprimée dans un lan-
gage L.
(1) On dit que la théorie T est modeéle compléte si pour tous modéles A et
B tels que Ac B, on a A < B.

(2) On dit que la théorie T' admet [’élimination des quantificateurs si pour
toute formule (), il existe une formule ¢(Z) sans quantificateurs telle
que :

T+ Vz(p(z) < (T)).

Ces deux notions ne sont pas sans liens. Une théorie qui admet 1’élimina-
tion des quantificateurs est aussi modéle compléte. Prenons, en effet, deux
modéles M < DT d’une théorie T' qui admet I’élimination des quantificateurs.
Soit ¢(Z) une L-formule, et soit @ un élément de M. Puisque la théorie
T admet Iélimination des quantificateurs, il existe une formule ¢ (Z) sans
quantificateurs telle que :

T - Vz (o(Z) < ¢Y(z)).
Comme les formules sans quantificateurs sont préservées par sous-structures
(voir la proposition 2.1.2), on a :

ME (@) = ME (@) < N @) < N o).

Théoréme 2.2.1. Soit langage L qui contient le symbole =. Soit T une
théorie exprimée dans le langage L, et soit () une formule a m variables
libres. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe une formule sans quantificateurs () telle que T +— Vz (p(ZT) <
(7)) ;
(2) Si A est une L-structure, et M, N deur modéles de T contenant U,

pour tout uplet a de A, on a M = (a) si et seulement si N = ¢(a).
14



Démonstration. L’implication de (1) vers (2) est claire puisqu'une formule
sans quantificateurs est vérifiée dans un modéle si et seulement si elle est vé-
rifiée dans une sous-structure. Pour la réciproque, on on considére I’ensemble
I'(z) formé des formules sans quantificateurs () telles que T' - VZ (o(Z) =
¥(Z). On rajoute des nouvelles constantes de symbole di, -+, dp,.

Montrons que TUI'(d) = ¢(d). Sinon il existerait une structure 9t telle que

MET uIl(d) u{—p(d)}. Considérons la sous-structure A de M engendrée
par les symboles de constante d. On notera A(2A) '’ensemble des formules
sans quantificateurs vérifiées dans la structure 2. On considére ¥ = T' U
A(2) U {p(d)}. Montrons que ¥ admet un modéle. En effet, si ¥ n’a pas
de modele, alors ce n’est pas une théorie consistante, donc il existe (par le
théoréme de compacité 2.1.3) gi1(d), - - , gn(d) dans A(2) telles que :
T = nigi(d) = —p(d).

Comme les symboles de constantes d; n’apparaissent pas dans la théorie T
ni dans le langage L, il s’ensuit que :

T E=VE (7igi(T) = —e(T)).
Mais alors

T =Vz (p(z) = vi—gi(Z))
et v;—g;(Z) appartient a I'(Z), et donc A = v;—¢;(Z), ce qui est absurde. Il

existe donc un modéle M de ¥ contenant A. On a donc M = —p(d) tandis

que N = p(d) ce qui contredit (2). On a donc montré que T'UT'(d) E ¢(d). Il

existe par compacité des formules sans quantificateurs g1 (d), - - - , gn(d) dans

I'(d) telles que
T rigi(d) = o(d)
ils s’ensuit que
T EVZ (rigi(2) = »(2)).
Mais alors
T EVZ (nigi(Z) <= »(2)).
Et la formule A;g;(Z) est sans quantificateurs. O

On remarque si le langage L est dénombrable (c’est-a-dire que ’ensemble
de toutes les formules que 'on peut écrire dans le langage L est dénombrable),
alors on peut demander a ce que 2 dans (2) soit seulement dénombrable,
puisqu’une sous-structure de 91 engendré par une partie dénombrable, est
dénombrable.

2.2.2. La méthode du va et vient. Soient M et N deux L-structures. Sup-
posons qu’il existe une famille Z d’isomorphismes partiels entre 9T et
satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(1) Pour tout isomorphisme partiel f € Z, et pour tout a € M, il existe
f' € T qui prolonge f ayant a dans son domaine;

(2) Pour tout isomorphisme partiel f € Z, et pour tout b € N, il existe
f' € T qui prolonge f ayant b dans son image.
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Alors 9 est élémentairement équivalent a O (M = N).

Démonstration. Nous allons montrer le théoréme du va-et-vient. On prouve
par induction sur le nombre de quantificateurs d’une formule ¢(Z) prénexe
que : si @ est un uplet dans le domaine d’un élément f de Z alors :

M E p(a) < N E o(f(a)).

Pour les formules sans quantificateurs, c¢’est par définition d’isomorphisme
partiel. Considérons la formule ¢(z) = Jy ¥(Z,y), et supposons le résultat
vrai pour la formule 1(Z,y). Supposons que a est dans le domaine de la
fonction f € Z, et que M &= Jy ¢¥(a,y). Soit b € M tel que M = (a,b).
Par hypothése, il existe f’ € Z étendant f et ayant b dans son domaine.
Pat hypothése d’induction, on a N & ¢ (f'(a), f'(b)), et qui montre bien que
N E ¢(a).

On procéde de la méme fagon pour montrer 'autre direction. O

2.2.3. Les corps algébriquement clos. Nous allons montrer que la théorie
des corps algébriquement clos admet ’élimination des quantificateurs, et est
donc modéle compléte. On se place dans le langage des anneaux L, := {=
,+,—,+,0,1}, et on considére la théorie suivante notée ACF et axiomatisée
par :
T Les énoncés de la théorie des anneaux intégres commutatifs avec unité
Oet1;
T L’énoncé Yoy (x =0v oy =1);
T Pour tout entier naturel n > 1, 'énoncé : Vay - - - Va,Jy y™ + x1y" ' +
sz, = 0.

Les modéles de AC'F sont des corps algébriquement clos. Un exemple en
caractéristique nulle est le corps C, et en caractéristique p > 0 la cloture
algébrique ﬁ‘p du corps fini a p éléments F,,. On notera, de plus, pour p un
nombre premier, ACF, = ACF u {p =0}, et ACFy = ACFu{n+#0]|ne
N,n > 0}.

Lemme 2.2.2. Soient K et L des corps algébriquement clos, et supposons
que f : A — B soit un isomorphisme entre des sous-structures de K et L
respectivement. Soit a € K un élément algébrique sur A. Alors il existe un
isomorphisme f' étendant f et ayant a dans son domaine.

Démonstration. Quitte a passer au corps des fractions, on peut supposer
que A et B sont des corps. Soit a € K un élément algébrique sur A, et
soit P(X) son polynéme (unitaire) minimal sur A. On note f(P)(X) le
polynéome de B[X] obtenu en appliquant f aux coefficients du polynoéme
P. Puisque le corps L est algébriquement clos, il existe b € L, racine du
polynéme f(P)(X). Nous avons donc des isomorphismes canoniques, grace
a la propriété universelle du quotient

A(a) 24 A[X]/(P(X)) et B(b) ~p BIX]/{f(P)(X)).
Donc f s’étend naturellement en un isomorphisme f': A(a) — B(b) qui

envoie a sur b. O
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Théoréme 2.2.3. La théorie ACF admet I’élimination des quantificateurs
et est donc modeéle compléte.

Démonstration. Pour cette preuve, nous allons utiliser la caractérisation du
théoréme 2.2.1. Soit ¢ une formule du langage L. Soit C' une L-structure
dénombrable, et soit K et L deux corps algébriquement clos qui contiennent
C. Ces corps sont de méme caractéristique puisque si la formule 1+---+1 =0
(pour p fois 1) est vraie dans C, alors elle est vraie dans K et L puisqu’il
s’agit d’une formule atomique. De plus, quitte & passer & des extensions
élémentaires de K et L (ce qui est possible grace au lemme 2.1.4), on peut
supposer que K et L sont non dénombrables. On va maintenant montrer
qu’il existe un va-et-vient entre les structures K et L

Considérons la famille Z d’isomorphismes f entre des sous-structures dé-
nombrables de K et L contenant C. Nous allons montrer que cette famille
satisfait la condition du va-et-vient : Soit a un élément de K, et f un iso-
morphisme partiel de Z, A le domaine de f et B = f(A). Si 'élément a est
algébrique sur A alors le lemme 2.2.2 nous donne un isomorphisme partiel
f' € T ayant a dans son domaine (en effet, la construction de I'isomorphisme
f' dans le lemme nous montre que ses domaines de départ et d’arrivé sont
toujours des sous-structures dénombrables de K et L). Supposons que a n’est
pas algébrique sur A, puisque la cardinalité de L est plus grande que celle de
B, il existe b € L qui n’est pas algébrique sur B (en effet, 'ensemble des élé-
ments algébrique sur B est dénombrable alors que L ne l'est pas). En posant
f'(a) = b on peut alors étendre f en un isomorphisme f’: A[a] — B[b].

Si b est un élément de L, on raisonne de la méme facon avec f~! pour
obtenir 'autre direction. Le théoréme du va-et-vient nous donne donc que
les structures K et L sont élémentairement équivalentes. C’est-a-dire que
pour tout élément a de C, la formule ¢(a) est vraie dans K si et seulement
si elle est vraie dans L. Donc par le théoréme 2.2.1, la formule ¢ est équi-
valente & une formule sans quantificateur. Donc la théorie ACEF admet bien
I’élimination des quantificateurs. O

Corollaire 2.2.4. Les théories ACFy et ACF, sont complétes.

Démonstration. Nous allons montrer ce résultat pour ACF),, le raisonnement
pour obtenir la complétude AC'Fy étant similaire, en remplagant Fp par Q.

Soit ¢ une formule du langage des anneaux L,. Notons Fp la cloture
algébrique du sous-corps premier F,. La formule ¢ est soit vraie, soit fausse
dans f‘p. Sans perte de généralité, on peut supposer que ¢ est vraie dans
f‘p. Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique p (qui vérifie
donc la théorie ACF),). Il contient alors le sous-corps premier F,, et aussi sa
cloture algébrique que nous noterons f‘p. Comme ACF admet I’élimination
des quantificateurs d’aprés le théoréme 2.2.3, la théorie est aussi modéle
compléte. En particulier Fp est une sous-structure élémentaire de K, donc la
formule ¢, puisqu’elle est vérifiée dans f‘p, I’est aussi dans K. On en déduit
en particulier que pour tout modéle K de la théorie ACF),, on a K k ¢. La
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formule ¢ est donc une conséquence syntaxique de T, ce qui implique T' - .
Donc la théorie AC'F), est compléte. O

Nous allons voir une application de I’élimination des quantificateurs.

Théoréme 2.2.5 (Principe de Lefschetz). Soit ¢ un énoncé du langage des
anneauz. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) L’énoncé ¢ est vérifié dans C ;

(2) L’énoncé ¢ est vérifié dans un corps algébriqguement clos de caractéris-
tique 0,

(3) L’énoncé ¢ est vérifié dans tout corps algébriqguement clos de caracté-
ristique 0;

(4) L’énoncé ¢ est vérifié dans tout corps algébriqguement clos de caracté-
ristique p avec p suffisamment grand ;

(5) Il existe un ensemble infini de nombre premiers P tel que que pour
chaque p dans P, la formule ¢ est vérifiée pour au moins un corps
algébriqguement clos de caractéristique p.

Démonstration. 11 est clair que (1) implique (2) et que (3) implique (1).
Montrons que (2) implique (3). Soit K un corps algébriquement clos de
caractéristique 0 tel que K E . Comme c’est un corps de caractéristique
0, alors K contient Q. Comme K est algébriquement clos, alors K contient
la cloture algébrique de Q notée Qg . Enfin, d’aprés le théoréme 2.2.3,
comme la théorie des corps algébriquement clos est modéle compléte, alors
Qalg E . Soit L un autre corps de caractéristique nulle. Comme Qalg c L
alors Qqy < L, et en particulier L = ¢. Donc les énoncés (1), (2) et (3) sont
équivalents. Montrons maintenant que (3) implique (4) Puisque pour tout
modéle 9 de la théorie des corps algébriquement clos de caractéristique 0
(notée ACFy) on a M k= ¢, alors il existe une démonstration formelle de ¢ ;
on note AC'Fy . En particulier il existe une partie finie A de ACFy telle
que A + . Comme il faut une infinité d’énoncés pour décrire qu’on est en
caractéristique nulle, pour tout nombre premier p suffisamment grand on a
ACF, - ¢. On en déduit bien (4). Comme (4) implique (5), il ne reste plus
qu’a montrer que (5) implique (3). Supposons qu’il existe un ensemble infini
de nombres premiers P tel que la formule ¢ est vérifiée pour p dans P pour
au moins un corps algébriquement clos de caractéristique p. Si ACFy £ ¢,
alors AC'Fy = — car la théorie AC'Fy est compléte par 2.2.4. Dans ce cas, la
formule —¢ est vérifiée dans tout corps algébriquement clos de caractéristique
p assez grande, ce qui est absurde. U

Gréce a ce principe nous allons pouvoir démontrer le théoréme d’AX dont
nous parlions dans I'introduction.

Théoréme 2.2.6 (AX). Soit f: C" — C" une application polynomiale.
C’est-a-dire de la forme f = (f1, -+, fn) avec f; € C[ X1, -+, Xy]. Si Uap-
plication f est injective, alors f est surjective.
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Démonstration. D’aprés le principe de Lefschetz 2.2.5, il suffit de démontrer
I'énoncé pour la cloture algébrique F,, du corps F,, pour tout entier p pre-
mier. En effet pour toute paire d’entier (n, d), il existe un énoncé du langage
des anneaux, noté 1, 4, exprimant dans un corps K que pour toute famille
(f1,++, fn) de polynémes en n variables de degré inférieur ou égal a d, si
I’application associ¢e K™ — K™ est injective, alors elle est surjective. Si ¢y, 4
est une conséquence de AC'F), pour tout entier p, alors c’est une conséquence
de ACFy. Pour tout entier k strictement positif, ’ensemble des racines du
polynéme X P — X dans Fp est un sous-corps Fx de cardinal pF de Fp, de
plus Fx est un sous-corps de F(pk)r et Fp est la réunion de ses sous-corps
Fx. En particulier, toute partie finie de Fp est contenue dans un sous-corps
fini de Fp. Soit f = (f1, -+, fn) : " — F," une application polynomiale
injective. On suppose qu’il existe b dans Fp qui n’est pas dans I'image de f.
Soit k le sous-corps fini de Fp contenant les composantes de b ainsi que les
coeflicients des polynoémes f;. L’application f induit une application k" — k"

qui est injective et non surjective, ce qui est absurde vu que £" est un corps
fini. O

3. ULTRAPRODUITS

Dans cette section nous allons voir une méthode pour construire un mo-
déle & partir d’une famille de modéles. Une idée naive, lorsqu’on se donne une
famille de modeles (91;); d’une théorie T serait de considérer une structure
dont I'ensemble sous-jacent serait le produit cartésien | [, M;. Cependant, on
voit vite les limites de cette idée : en général le produit de deux corps (qui
vérifient les énoncés de la théorie des corps) n’est pas un corps puisqu’on
peut y trouver des diviseurs de zéros. Pour pallier & ce probléme nous allons
quotienter par une relation compatible aux fonctions et relations de la struc-
ture. Cette relation sera construire a partir de filtres et ultrafiltres que nous
allons développer dans le paragraphe a venir.

3.1. Filtres et ultrafiltres.
3.1.1. Filtres.

Définition 3.1.1. On appelle filtre sur un ensemble E un ensemble F de
parties de E qui vérifie les propriétés suivantes :
(F1) Si F' € F alors tout sous-ensemble E de X qui contient F' est un
élément de F;
(F2) L’ensemble F est stable par intersection finies;
(F3) L’ensemble vide n’appartient pas a F.

Des deux derniéres propriétés on déduit qu’une intersection finie d’élé-
ments de F est non vide.
Lorsqu'un ensemble F est muni d’'un filtre F, il est appelé ensemble filtré
par le filtre F.
Donnons quelques exemples canoniques de filtres.
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T L’ensemble F = {E} est un filtre sur E.

T On fixe X un sous-ensemble de E. L’ensemble Fx, := {Ac E | Xp <
A} est un filtre sur E. Dans le cas ot Xy = ¢ est réduit & un élément,
on lappelle filtre principal sur E.

T Lorsque E est un espace topologique, et  un élément de F, I’ensemble
des voisinages de x est un filtre.

T Si E est un ensemble infini, I’ensemble des complémentaire des parties
finies de E est un filtre sur E appelé filtre de Fréchet.

Montrons rapidement que le dernier exemple est bien un filtre. Soit £ un
ensemble infini, et soit Y un élément de filtre de Fréchet. (F1)SiY < X, alors
par passage au complémentaire (X < (Y. Comme le complémentaire de
Y est fini, l'inclusion précédente permet de montrer que le complémentaire
de X est fini, et donc que X est un élément de filtre de Fréchet. (Fg) Le
complémentaire d’une intersection est inclus dans 'union des complémen-
taires. Ainsi l'intersection de deux éléments du filtre de Fréchet est toujours
de complémentaire fini. (F3) Le vide n’est pas un élément du filtre car son
complémentaire est I’ensemble E qui est infini.

3.1.2. Comparaisons de filtres. Certains filtres semblent intuitivement moins
précis que d’autres. Le filtre F = {E} est, par exemple, contenu dans tous
les autres, dans le sens ou E est toujours un élément de n’importe quel filtre.
Nous allons préciser ceci, en établissant une relation d’ordre sur les filtres.

Définition 3.1.2. Etant donné deux filtres F et F’ sur un méme ensemble
E, on dit que F’ est plus fin que F, ou que F est moins fin que F’, si F < F.
De plus si F # F', on dit que F' est strictement plus fin que F.

Ainsi, si Xog < E et si 9 € Xp, le filtre F,, est plus fin que Fx,. De
plus, comme on 'a déja fait remarquer au début de ce paragraphe, le filtre
F = {E} est moins fin que n’importe quel autre filtre sur F.

Deux filtres dont 'un est plus fin que 'autre sont dit comparables, et
comme souhaité la relation "étre plus fin que" est une relation d’ordre sur
I’ensemble des filtres définis sur un méme ensemble F.

Soit I un ensemble non vide. Considérons une famille de filtre {F;};c; sur
un ensemble E. L’ensemble F := (1), F; est non vide puisque E € F, et ne
contient pas ’ensemble vide car il n’est contenu dans aucun des filtres F;
(F3). De plus si A et B sont des éléments de F, ils appartiennent & chaque
Fi, donc leur intersection aussi, et en particulier A n B € F (Fg). Enfin, si
X est un élément de F, et si I’ensemble Y est tel que X c Y, alors comme
chaque F; est un filtre, ’ensemble Y est dans chaque JF; et en particulier
dans leur intersection (F1). Ceci prouve que F est un filtre que ’on nomme
filtre intersection de la famille des F;, et il est par construction moins fin
que chacun des F;.

Proposition 3.1.3. L’ensemble ordonné des filtres sur un ensemble non vide
E est inductif.
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Démonstration. Soit I un ensemble non vide. Considérons une chaine de filtre
{Fi}ier sur un ensemble E, c’est-a-dire que I'ensemble des filtres {F;};cs est
totalement ordonné pour la relation "étre plus fin que". Intéressons-nous a
I'ensemble F := [, F;. Soit X e F, alors il existe j € I tel que X € Fj.
Soit Y un sous-ensemble de E vérifiant X < Y. Puisque I'ensemble F; est
un filtre, alors Y € Fj, et en particulier I’ensemble Y est un ¢lément de F,
ce qui montre (Fp). Par ailleurs, on se donne X et Y deux éléments de F.
Il existe j,k € I tels que X € F; et X € Fj. Comme la famille de filtre est
totalement ordonnée, quitte a échanger j et k on peut supposer F;, < Fj,
auquel cas X et Y sont des éléments de F;. Leur intersection est donc aussi
un élément de F; et en particulier de F, ce qui montre (Fg). Comme les
filtres F; sont non vides et que ’ensemble I est aussi non vide, alors F est
non vide, ce qui montre (F3). O

3.1.3. Ultrafiltres. Nous venons de montrer que I’ensemble ordonné des filtres
sur un ensemble non vide E est inductif. Le lemme de Zorn nous assure
I'existence d’un élément maximal dans I’ensemble ordonné des filtres sur un
ensemble non vide F.

Définition 3.1.4. Un élément maximal de ’ensemble des filtres sur un en-
semble non vide E est appelé un ultrafiltre.

Autrement dit, un ultrafiltre est un filtre qui n’est plus fin que n’importe
quel autre filtre qui lui est comparable. Une autre caractérisation utile des
ultrafiltres est la suivante : le filtre F est un ultrafiltre si et seulement s’il
satisfait de plus la formule suivante notée (Fy) :

VXCcE, XeF < (E\X)¢F.

Supposons, en effet, que F est un ultrafiltre. Si X € F, on a bien (E\X) ¢ F
sinon, en considérant leur intersection, ’ensemble vide serait dans F. Sup-
posons maintenant que ’ensemble X soit tel que (E\X) ¢ F. On remarque
que si Y € F, alors X n'Y # (. Sinon, on aurait ¥ < E\X, ce qui est
absurde par la propriété (F1). On peut alors considérer le filtre 7/ engendré
par F u {X}, qui est composé de F de X, de tous les ensembles inclus dans
X, et de toutes les intersections, entre Y < X et F. Alorson a F < Fu{X}.
Mais par maximalité du filtre F, on a F = F’, et donc en particulier X € F.

Réciproquement, soit un filtre F vérifiant la propriété (F4). Soit F' un
filtre tel que F < F’. S'ils étaient distincts, on pourrait trouver X € F' tel
que X ¢ F. Mais alors E\X € F, et par inclusion E\X € F’, ce qui est
absurde. Donc F est un ultrafiltre.

Proposition 3.1.5. Un ultrafiltre est soit principal, soit il contient le filtre
de Fréchet.

Démonstration. Soit F un ultrafiltre. On suppose que F ne contient pas

le filtre de Fréchet. Donc il existe un ensemble X < E de complémentaire

fini, tel que X ¢ F. Comme F est un ultrafiltre, alors E\X € F, d’aprés

la propriété (F4) que vérifient les ultrafiltres. Notons E\X = {x1,--- ,z,}.
21



Alors il existe un entier ig € {1,---,n} tel que {z;,} € F. En effet, si tel
n’était pas le cas, comme F est un ultrafiltre, on aurait F\{z;} € F, pour
tout entier i € {1,--- ,n}. En particulier, leur intersection n;(E\{x;}) serait
dans F. Or cette intersection est exactement X. On aurait donc X € F, ce
qui est absurde par hypothése, donc il existe un entier ig € {1,--- ,n} tel que
{zi,} € F. Alors F;, := {X | x;, € X} < F. Cependant F;, est un ultrafiltre,
on a donc F;, = F, ce qui prouve que F est un ultrafiltre principal. U

3.2. Ultraproduits.

3.2.1. Ultraproduits. On se fixe un langage L et un ensemble non vide I.
Nous allons voir dans ce paragraphe comment construire une L-structure &
partir d’une famille (9%;);e; de L-structures.

L’ensemble sous-jacent de notre future structure M est N = [[,.; M;, &
savoir le produit cartésien des M; que 'on peut encore voir comme les fonc-
tions a de I dans la réunion disjointe des M;, ou si i € I alors a(i) € M;.
Une telle fonction est aussi notée (a(i))er. Si f est un symbole de fonction
n-aire du langage, on lui associe une fonction f% définie coordonnée par
coordonnée par fM(a1,---,a,)(i) = f(a1(i), - ,an(i)). Si ¢ est un sym-
bole de constante et ¢(i) son interprétation dans M;, alors 'interprétation
de ¢ dans N est (c(7))er. Enfin si R est un symbole de relation n-aire, alors
[Lic; Mi & R(a1,--- ,ay) si et seulement si M; = R(ai(i),---,an(i)). Ces
diverses définitions font 9T une L-structure d’ensemble sous-jacent N.

Soit F un filtre sur I, on définit une relation sur ’ensemble [ [,_; M; de la
fagon suivante, pour a,be N :

a=rbe{icl|ali)=00)}eF.

Proposition 3.2.1. La relation =5 définit une relation d’équivalence sur
Vensemble [ [,o; M;.

Démonstration. La symétrie de la relation est claire. Comme I € F, la re-
lation =x est réflexive, c’est—a—dire a = a. Soit maintenant a,b, ¢ trois
éléments de [ [;c; M; qui vérifient a =7 b et b =7 c. Autrement dit {i €
I|a(i)=0(G)}eFet{iel]|b(i)=c(i)}eF.Or, sipour un certain i € I,
on a a(i) = b(i) et b(i) = c(i), alors a(i) = ¢(i). On en déduit I'inclusion
suivante :

{ie I |a(i)=b(i)}(YieT|bi)=cli)}c {icl|ali)=ci)}.

Comme F est un filtre sur I, 'on en déduit que {i € I | a(i) = c(i)} € F,
ce qui montre que la relation est transitive. Finalement, nous avons montré
que = est une relation d’équivalence. (|

On peut dire mieux, cette relation d’équivalence est aussi compatible
avec les fonctions et les relations de la L-structure 9. Si f est un sym-
bole de fonction n-aire, que ay,--- ,a, et by, -, b, sont des éléments de N
de telle sorte que pour tout j € {1,---,n} on ait a; = b;. Remarquons
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que si i € I vérifie que pour tout j € {1,--- ,n} on ait a;(i) = b;(i), alors
flai, -+ ,an)(i) = f(b1, -+ ,by)(i). On en déduit I'inclusion suivante :

(Vfie | ax(i) = buli)y < {ie T | flar,- an)i) = (i, ba)(D)}.
k=1

On déduit des propriétés (Fp) et (Fg) des filtres que f(ai, - ,an) =r
f(b1,- -+ ,by). Soient R est un symbole de relation n-aire, et aj,--- ,a, et
b1, , by des éléments de M équivalent deux & deux, comme précédemment.
Supposons de plus que {i € I | M; & R(a1(i),--- ,an(i))} € F. Remarquons
maintenant que si ¢ € I vérifie M; = R(a1(i),- - ,an(?)) et si pour tout en-
tier j € {1,---,n}, on a a;(i) = b;(7), alors M; = R(b1(7),--- ,bn(i)). On en
déduit, en notant

X:={iel| M E R(a1(i), - ,an(i))} n ﬂ{z’ el |ax(i) =br(i)}
k=1

que X < {i el | M; = R(bi(i), - ,b,(i))}. Par symétrie de ’énoncé et
par les propriétés (Fyp) et (Fg) des filtres on déduit que {i € I | M; &
R(ay(3), -+ ,an(i))} € Fsietseulementsi{i e I | M; = R(b1(3), - ,bn(i))} €

F. Nous venons donc de démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.2.2. La relation d’équivalence =x est compatible avec les
fonctions et les relations de la L-structure 9.

Finalement, on peut définir une L-structure sur I’ensemble [ [,_; M;/F des
classes d’équivalences modulo =x. L’égalité est donnée par =x; en effet si
[a1]z, - [an]F € [ L1e Mi/F. alors f([a1]F, -, [an]F) = [fa1, - an)]F
et [[;e; Mi/F & R([a1]r, - ,[an]F) si et seulement si {i € I | M; =
R(ai(i),-- ,an(i))} € F. Enfin, I'interprétation de ¢ est donnée par [c(i)er].
La proposition 3.2.2 assure que les diverses définitions qui munissent 1’en-
semble [ [,.; M;/F d’une L-structure ne dépendent pas du représentant choisi.

Définition 3.2.3. Si F est un ultrafiltre, la L-structure | [,_; M;/F est ap-
pelée ultraproduit. Si de plus toutes les structures M; sont toutes égales a
une méme structure M, on parle d’ultrapuissance de M.

Nous avons vu dans la proposition 3.1.5 qu’il y a essentiellement deux
types d’ultrafiltres : les ultrafiltres principaux et ceux qui contiennent le filtre
de Fréchet. Soit (M;);er une famille de L-structure et soit F, := {J < I | ip €
J} un ultrafiltre principal. Si on note p;: [[,c; Mi — M;, la projection
canonique, ce morphisme est compatible & la relation d’équivalence = Fig En
effet, si a,b sont des éléments de [ [,.; M; équivalents, alors a(ig) = b(ip),
en particulier leur image par p;, est la méme. Le morphisme p;, induit donc
un morphisme p;,: [ [,c; Mi/Fi, — My, qui reste clairement surjectif, et
est injectif puisque a(io) = b(ip) implique [a]r, = [b]F, . On en conclu
que les deux ensembles [ [,.; M;/F;, et M;, sont isomorphes. Ils sont aussi
isomorphes en tant que structures, ce qui est un cas particulier du théoréme
suivant. Avec ce choix d’ultrafiltre, nous n’avons rien construit de nouveau.
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Notre seul espoir d’avoir une nouvelle structure par cette méthode est donc
de considérer des ultrafiltres qui contiennent le filtre de Fréchet.

Une conséquence importante du théoréme de Los, que nous allons énoncer,
est que si tous les M; sont des modéles d’une théorie T', et que F est un
ultrafiltre alors la L-structure | [,.; M;/F est aussi un modele de la théorie

i€l
T.
Théoréme 3.2.4 (Théoréme de Los). Soit F un filtre, (M;)ier une famille
de L-structures, et M = [[,.; M;/F.

(1) Soitx = (x1,- - ,xy) un uplet de n variables, p(T) une formule construite
uniquement a l’aide des relations atomiques et des symboles logiques A
et 3, et soit a = [(a(7))er]x un n-uplet de M. Alors

ME p@) < {iel| M = pai))} e F.

(2) Si maintenant F est un ultrafiltre. Si & = (x1,--- ,x,) un uplet de
n variables, ¢(Z) une formule, et a = [(a(i))ier]F un n-uplet de M.
Alors

MEgp(a)<{iel]| M;E=pa(i))} e F.

Démonstration. Soit F un filtre. La démonstration se fait par induction sur
les termes et les formules. Nous allons dans un premier temps démontrer que
si t(Z) est un terme, et a = (aq,- - ,a,) un n-uplet de M, alors

™ (@) = [t"(a1(i), -, an(9))]ier-

Si le terme ¢(Z) est une constante, ou une variable, I’égalité précédente est
vraie par définition. Soient ¢1(Z), - ,tx(Z) des termes pour lesquels la pro-
priété est vérifiée, et soit f un symbole de fonction k-aire. Alors, pour a uplet
de M, en notant a(i) = (a1(i),--- ,an(i))

_ _ ) W
@), 5 @) = [ @), 0 @) er-
On a donc prouvé comment les termes s’interprétaient dans la structure 9.

Nous allons maintenant procéder par induction sur les formules pour montrer
le théoreme de Los. Si ¢ est une formule, alors le critére

MgEgp(a) < {iel| M; = ¢(a(i))} e F,

que nous nommerons (c¢), est vrai pour les formules atomiques par définition
des ultraproduits. Si ¢ et 1 sont deux formules qui vérifient le critére (c),
alors M = (¢ A )(a) si et seulement si X :={ie | M; = p(a(i))} e F et
Y :={iel| M Eya(i))}eF. Or comme F est un filtre, X nY € F si et
seulement X € F et Y € F. Or

XnY:={iel|ME (par)a(i))}eF.

Donc la formule ¢ A 1) vérifie le critére (¢). Supposons maintenant le critére
vérifié pour une formule ¢(y, Z). Soit

X:={iel|M;=3ypy,ali)}
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Si M = Jy p(y,a), alors il existe b € M tel que M = ¢(b,a). Alors par
hypothése

Y:={iel| M E p(i),a(i))} e F.
Or comme Y < X, on a X € F. Réciproquement, si X € F, choisissons
pour tout ¢ € I, un élément b(i) € M;, tel que si M; = Ty v(y,a(i)), alors
M; = p(b(i),ali)). Alors

{iel| Mk ob(i),a(i)} = X € F.

En posant b = (b(i))ier € M ®, alors MM &= ¢(b,a). On a donc démontré que
la formule 3y ¢(y, ) vérifie le critére (c¢). Ces considérations terminent la
preuve du point (1).

Si maintenant F est un ultrafiltre. Pour montrer le résultat du point (2),
il suffit de montrer que si ¢(Z) est une formule qui vérifie le critére (c), alors
il en va de méme pour la formule —p(Z). Posons X = {i € I | M; = ¢(a(i))},
alors 9 = —(a) si et seulement si X ¢ F. Or comme F est un ultrafiltre,
X ¢ Fsietseulement si NX e F.Or NX ={iel| M;E= —p(a(i))}. Donc
la formule —p(z) vérifie le critére. O

La condition d’étre un ultrafiltre et non simplement un filtre est trés im-
portante dans le théoréme de L.os pour garantir que toutes les formules sont
vérifies dans 'ultraproduit. En effet, si I = {1,2} que F = {I} (c’est bien
un filtre), et que l'on choisit K et L deux corps, vérifiant en particulier la
théorie des corps, alors I'énoncé Vzdy (x = 0 v xy = 1) est vrai dans K et
L, mais pas dans K x L/F = K x L qui posséde des diviseurs de zéros.

3.2.2. Compacité. Nous allons utiliser les ultraproduits pour démontrer un
théoréme utilisé quelques fois dans ce document, & savoir le théoréme de
compacité.

Théoréme 3.2.5 (Compacité). Soit X un ensemble d’énoncés, tel que sous-
ensemble fini de X admette un modéle. Alors ¥ admet un modéle.

Démonstration. Considérons un ensemble ¥ d’énoncés dont toute partie finie
admet un modéle. Pour toute partie finie ¢ de X, on note 91; un modéle de <.
Nous allons construire un ultraproduit & I’aide de ces 9; qui vérifiera tous
les énoncés de Y. Soit I I'ensemble des parties finies de X et pour tout i € 1
notons I; U'ensemble {j € I | i < j}. Alors F :={X c I |3Jiel;l; c X}
est un filtre. En effet, & ¢ F, puisque pour tout ¢ € I, ’ensemble I; n’est
jamais vide. Soit X et Y des éléments de F, de sorte que I; « X et I; C Y.
Alors I;,j © X nY. Enfin, si X < Z, alors I; © Z, donc Z € F. L’ensemble
F vérifie bien les propriétés des filtres. Soit I/ un ultrafiltre contenant F.
Considérons 'ultraproduit M = [[..; M;/U. Soit ¢ un énoncé de X. Alors

I{g&} C{iGI | S)ﬁllzgo}e]-"
5. On a besoin de 'axiome du choix ici.

6. C’est ici qu’étre un filtre ne suffit pas
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Donc par le théoréme de t.os 3.2.4, on a M = . Donc la structure M est un
modéle de 3. O

4. CORPS PSEUDO-FINIS

Dans ce paragraphe, nous allons étudier la théorie des corps finis. Il sera
intéressant de remarquer que la propriété d’étre fini ne s’exprime pas au
premier ordre. En effet la formule que I'on utiliserait a priori :

InVay - Vepi(xp =20 va =a3 Vv -+ VI, =Tpi1),

qui signifie qu’il existe un entier n tel que si on prend n + 1 éléments on
pourra toujours en trouver deux égaux, fait intervenir un entier n qui n’a
pas d’interprétation dans le modéle. De fait, la théorie des corps finis n’a
pas d’énoncés exprimant que les corps considérés sont finis. On pourra donc
construire des corps infinis qui satisfont la théorie des corps finis et que
I’on nommera corps pseudo-finis. Cette construction prouvera alors que la
propriété "d’étre fini" n’est pas un énoncé de la théorie des corps finis. Par
la suite, on donnera trois propriétés, telles que tout corps vérifiant ces trois
propriétés est un corps pseudo-fini.

4.1. Modzéles de la théorie des corps finis.

4.1.1. Théorie des corps finis. On considére le langage des anneaux L, = {=
,+,—,+,0,1}. Les énoncés suivants décrivent la théorie des corps.

(1) VaVyVz((z +y) +z =2+ (y + 2));
(2) Ve(x +0=0+2x = x);

(3) Ve(z —x =0);

(4) VaVy(z +y =y +2);

(5) VaVyvz((z - y) -z =2 (y-2));

6) Ve(z-1=1-z=u2x);

(7) YavyVz(z - (y +2) = (- y) + (z - 2));
(8) YaVy(z -y =y-z);

(9) Vedy(x -y =1).

Les trois premiers énoncés décrivent la théorie des groupes, en rajoutant le
quatriéme on obtient la théorie des groupes abéliens. Les sept premiers énon-
cés décrivent la théorie des anneaux, avec le huitiéme on obtient les anneaux
commutatifs et rajouter le dernier énoncé permet de définir la théorie des
corps.

La théorie des corps finis est en fait composée de I’ensemble de tous les
énoncés satisfaits dans tous les corps finis, de fait on ne donnera pas de liste
explicte d’énoncés qui décrivent les corps finis.

Définition 4.1.1. Nous appellerons corps pseudo-fini tout modéle infini de

la théorie des corps finis.
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Rappelons maintenant deux propriétés des corps finis qui nous seront utiles
pour caractériser les corps pseudo-finis.

Proposition 4.1.2. Soit F' un corps fini.
(P1) Le corps F est parfait.

(Py) Pour tout entier n strictement positif, le corps F posséde exactement
une extension algébrique de degré n.

Démonstration. (P1) On note ¢ = p™ le cardinal du corps fini F. Alors
le corps F' est isomorphe a Fy. On sait que le corps F, est parfait, car le
morphisme de Frobenius de F, dans F, défini par « — 2P est surjectif. (P2)
Une extension de degré n de Fy est isomorphe a Fyn. Donc le corps I a bien
une unique extension algébrique de degré n. ([

4.1.2. Ezxemple de corps pseudo-fini. Cet exemple est naturel une fois le théo-
réme de Los connu. On note Q ’ensemble des nombres premiers et de leurs
puissances. Soit U un ultrafiltre non principal sur Q. On considére 'ultra-
produit dont I’ensemble sous-jacent est qug F,/U. On a vu dans le para-
graphe 3.2.1 que cet ultraproduit est une structure du langage des anneaux
et le théoréme de L.os nous assure qu’il vérifie tous les énoncés de la théorie
des corps finis. Il s’agit donc d’un corps pseudo-fini, & condition qu’il soit
infini.

Proposition 4.1.3. Avec les notations précédentes, si U est un ultrafiltre
non principal alors le corps qug F,/U est infini.

Démonstration. On se fixe un entier naturel n > 1. La formule qui énonce
qu’il existe au moins n éléments distincts est vérifiée dans tous les corps Fy,
sauf pour un nombre fini de ¢. Comme un ultrafiltre non principal contient
le filtre de Frechet, alors

{qg € Q| F, contient au moins n éléments distincts} € U.

Par le théoréme de Los, cela implique que le corps || €0 F,/U vérifie aussi
cet énoncé. Ainsi, en choisissant des entiers n de plus en plus grand, on en
déduit que le corps qug F,/U contient une infinité d’éléments. g

4.2. Propriétés des corps pseudo-finis. Nous allons donner trois pro-
priétés que vérifient les corps pseudo-finis. Nous verrons de plus que ces
trois propriétés sont des formules du langage des anneaux. Soit F' un corps
pseudo-fini, alors il vérifie :

(P1) Le corps F' est parfait;

(P3) Pour tout entier n strictement positif, le corps F' a exactement une
extension algébrique de degré n ;

(P3) Toute variété V' définie sur F' a un point F-rationnel, c’est-a-dire un

point dont toutes les coordonnées sont dans F'.
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La notion de variété est définie dans 'annexe 4.3 mais dans le cadre qui
nous intéresse on pourra se contenter de la remarque 2 de cette annexe.

Dans la suite, nous allons démontrer qu’un modéle infini de la théorie des
corps pseudo-finis vérifie les trois propriétés. Il existe aussi une réciproque,
que nous nous contenterons d’énoncer.

Théoréme 4.2.1. Soit F' un corps vérifiant les propriétés (P1), (Pa2) et
(Ps). Alors, F' est un modéle infini de la théorie des corps finis. De plus, il
est élémentairement équivalent & un ultraproduit de corps finis.

Démonstration. Une référence pour ce théoréme est le livre de JAMES AX
[1], The Elementary Theory of Finite Fields. O

Pour ce qui est des propriétés (P1) et (P2), elles sont vérifiés par tous
les corps finis, donc elles sont aussi vérifiées par tout corps pseudo-fini F',
puisque les corps pseudo-fini sont des modéles infini de la théorie des corps
finis.

La propriété (P3) n’est pas vérifié pour les corps finis. Si F; est un corps
fini, alors la variété définie par ’équation

0<i<j<q
n’a pas de point F, rationnel, puisque tout ¢ + 1-uplet de F, possede au
moins deux coordonnées égales. Pour montrer que tout corps pseudo-fini
vérifie (P3) nous aurons besoin du théoréme de Lang-Weil.

Théoréme 4.2.2 (Théoréme de Lang-Weil). Soient m,n,e des entiers po-
sitifs. Il existe une constante positive C = C(m,n,e) telle que pour tout
corps fini F = Fy et polynomes f1(Y), -, fm(Y) € F[Y] de degré total
plus petit ou égal @ e, avec Y = (Y1,---Y,,), si les polynémes engendrent
A, -, f(Y) Vidéal définissant une variété V. de dimension d, alors

lcard(V n F™) — ¢ < Cq® V2.

Remarquons en particulier que si ¢ est supérieur a C?, alors V n F™ est
non vide puisque

0 < —Cq Y2 4 ¢? < card(V n F) < Cg? 12 4 ¢,

Démonstration. On trouvera la démonstration de ce résultat dans l'article
Number of points of varieties in finite fields [8] de S. LANG et A. WEIL. O

Grace a la remarque, formulons une conséquence du théoréme de Lang-
Weil. On se fixe un corps F' (non nécessairement fini) et des entiers posi-
tifs m, n, e. Soit V' une variété dont 'idéal est engendré par des polynomes
A, fm(Y) de degré inférieur ou égal a e a coefficients dans F. On se
donne C' la constante qui apparait dans le théoréme de Lang-Weil alors la
formule

(card(F) < C?) v (V n F™ # )
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est vérifiée dans tous les corps finis, c’est donc un énoncé de la théorie des
corps finis. Par conséquent, elle est aussi vérifié dans les corps pseudo-finis.
Ceci signifie que les corps pseudo-finis vérifient la propriété (Ps).

Remarque 1. 11 est vrai que, tel quel, I’énoncé
(card(F) < C?) v (V n F™ # )

n’est pas une formule du langage des anneaux. On peut cependant exprimer
la premiére partie en disant que "tout C?-uplet de F posséde au moins deux
coordonnées égales". Quant a la deuxiéme partie de ’énoncé, on verra dans la
suite comment exprimer que 'on est une variété irréductible dans le langage
des anneaux.

4.2.1. Formules du premier ordre. On va maintenant voir que les énoncés
(P1), (P2) et (P3) sont des formules qui s’expriment dans le langage des
anneaux. Une premiére subtilité est que, si des énoncés du type "In...",
lorsque n n’est pas un élément du modéle, nous sont interdits, il est parfaite-
ment possible de fixer un entier n a ’avance et de demander qu’une propriété
s’applique. En effet, on peut alors décomposer un énoncé du type "pour tout
n, on peut trouver n éléments distincts" (qui est un énoncé de la théorie des
corps infinis) en une infinité d’énoncés, dont les premiers seraient "on peut
trouver 1 élément distinct" et "on peut trouver 2 éléments distincts" et "on
peut trouver 3 éléments distincts", etc. Une théorie pouvant étre composée
par une infinité d’énoncés.

Ainsi, I’énoncé (P1) peut se reformuler ainsi : pour chaque nombre pre-
mier p on considére 1'énoncé "p # 0 v YzIy(y? — 2z = 0)", qui dit que si
la caractéristique est p alors tout élément admet une racine p-iéme. Rappe-
lons simplement qu’en caractéristique p > 0 étre parfait est équivalent a la
surjectivité du morphisme de Frobenius.

Pour la propriété (P2), fixons un entier n > 0. Il existe une formule,
que l'on notera Irr(z) avec T = (z1, -+ ,xy,), qui dans un corps F décrit
les n-uplets @ tels que le polynome f(X) = X" + a; X" ! + ... + a,, soit
irréductible. En effet, si f(X) = ¢g(X)-h(X), alors les polynémes g et h sont
de degré inférieur ou égal & n, et on a des relations entre les coefficients qui
s’expriment dans le corps F.

Supposons montré le résultat suivant (il le sera dans le paragraphe 4.2.2) :
a toute formule 6(y) avec § = (y1, -+ ,Ym) on peut associer une formule
0*(z,y) avec T = (w1, -+ ,xy), telle que pour tout corps F et tout n-uplet a
de F, sile polynome f(X) = X"+ a1 X" ! + .- + a, est irréductible et si
be F™ alors

FIX]/f(X))E6(b) < F = 0%(a,b).
Soit (%), avec § = (y1,- -+ ,Yn), I'énoncé 3z 2" +y12" L +--- +y, = 0, alors
on peut lui associer une formule 6*(Z, y) comme ci-dessus. Alors considérons
I’énoncé suivant :

iz Irr(z) A Yy Irr(y) = 0% (z,7))
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Cet énoncé traduit le fait qu’il existe un polynoéme irréductible sur F' de
degré n, donc une extension du corps F' degré n notée E1, et que tout autre
polynéme irréductible de F' de degré n admet une racine dans Fp. Ceci
implique que F' n’a qu’une unique extension de degré n. En effet, soit £y une
extension de F' de degré n. Comme le corps F' est parfait, toute extension est
séparable et le théoréme de ’élément primitif implique que F> est engendrée
par la racine o d’un polynéme irréductible g de degré n. Or d’aprés ’énoncé
le polyndéme g admet une racine dans Ej. Donc le corps Fs s’injecte dans
F4, ils sont donc isomorphe car de méme degré.

4.2.2. Codage des extensions algébriques finies. Soit F un corps et soit f(X) =
X"+ a1 X" ' +... + a, un polynéme irréductible a coefficients dans F. On
note « une racine de ce polynéme dans une cléture algébrique. Nous al-
lons montrer comment interpréter F' dans une structure isomorphe a Fa].
Prenons comme base du F-espace vectoriel F(a) la base {1,a,---,a" '}
L’addition est donc définie coordonnée par coordonnée. Pour la multiplica-
tion, remarquons déja que la multiplication par « est une transformation
linéaire de I'espace vectoriel F(«) donnée par la matrice :

00 -+ 0 —ap

10 -+ 0 —an_1
Ma = . . . . .

00 -+ 1 —a

La multiplication par o’ est décrite par la matrice M. Nous définissons donc
la multiplication de deux n-uplets de la maniére suivante :

3
(1, 20) X (Y1, - Yn) = (@11 + 2o My + - + 2, M) | -
Yn
La définition de x fait intervenir les paramétres (aq,--- ,a,) mais est
uniforme en ces parameétres. On remarque que l'interprétation de F' dans
cette structure isomorphe a F'(«) est 'ensemble des n-uplets (a,0,--- ,0).
On se donne une formule 6(y, a), avec ¥ = (y1,- - ,Ym). Considérons la
formule 6*(g,a), avec T = (1, -+ ,2p), qui est 6(yg,z) ou 'on a remplacé
toutes les occurrences de « par a, et ou toutes les variables sont rempla-
cés par des n-uplets de variables. Les symboles d’additions sont interprété
comme ’addition coordonnée par coordonnée et la multiplication comme la
multiplication x. Enfin, les symboles de constante 0 et 1 sont remplacés
par les n-uples (0,---,0) et (1,0,---,0). On a alors F(a) = 0(b,a) si et
seulement si F' = 0*(b, a).
Ainsi & I'énoncé 0(7), avec § = (y1,- -+, yn), qui exprime 3z 2™ +y12" 1 +
-+ 4+ yn = 0, on associe 1'énoncé 0*(y,a) qui exprime

32 = (21, 20) 25"+ (41,0, -+, 0)x 2" ot (y, 0, -+, 0) = (0, ,0)

ol la notation z*™ exprime la multiplication x de z par lui-méme n fois.
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Nous avons donc démontré le résultat suivant :

Théoréme 4.2.3. Soit n un entier naturel. Soit L, le langage des anneauz.
A toute L, formule 0(7, 2), avec j = (y1,- -+ ,Ym), on peut associer une autre
L, formule 6(y, ), avec x = (x1,- -+ ,y), telle que pour tout corps F et tout
n-uplet a de F, si le polynome X" 4+ a1 X"~ ' 4 -+ + a,, est irréductible sur
F, avec a une racine de ce polynome, et be F™, alors

F(a) E0(b,a) < F = 0*(b,a).

ANNEXES

4.3. Variétés. Nous parlerons de variétés au sens algébrique. Le but n’étant
pas l'étude précise des variétés, mais seulement de préciser le sens de la
propriété (P3) du paragraphe 4.2 nous nous contenterons d’une définition de
la géométrie algébrique classique.

Dans tout ce qui suit A désignera un anneau commutatif unitaire, sauf s’il
s’agit de 'anneau nul auquel cas ce sera précisé.

4.3.1. Ensembles algébriques. Si A est un anneau (commutatif), nous note-
rons Spec(A) l'ensemble des idéaux premiers de A. Si x est un élément de
Spec(A), il sera parfois plus commode de noter p, au lieu de z. Soit F un
sous-ensemble de A. On définit les ensembles algébriques

V(E) := {p € Spec(A) | S < p}.
Si Y est un sous-ensemble de Spec(A), on définit

J(Y) = ﬂ by-

yeyY

4.3.2. Topologie de Zariski. On peut munir 'ensemble Spec(A) d’une topo-
logie en définissant les fermés comme étant les V(E) pour E sous-ensemble
de A. Les V(E) vont se comporter comme des fermés comme l'indique la
proposition suivante, ou (E) désignera 'idéal engendré par FE.

Proposition 4.3.1. Si A est un anneau et que E et E' sont des sous-
ensembles de A, on a :

(1) V({0}) = Spec(4) ; V({1}) = &

(2) Si E < E' alors V(E") c V(E)

(3) Pour toute famille (E\)x de parties de A, on a V(U\E)) = n\V(E))
(4) V(WV(E)) = VE)) = V(E)

(5) VE) n(E")) = V(E) v V(E')

Si I est un idéal la notation /I désigne 1'idéal {a € A | In € N,a"™ € I}

que 'on appelle le radical de I.
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Démonstration. (1) Pour tout élément p de Spec(A), ona 0 € p, et 1 ¢ p.

(2) Soit pe V(E'), alors E ¢ E' < p, donc p € V(E).

(3) Soit p € Spec(A), alors p € V(UrE)) si et seulement si UyE) < p si et
seulement si pour tout A on a E) C p, si et seulement si p € N \V(E)).

(4) Comme p est un idéal, il est équivalent de demander E < p ou (E) c p.
De plus, comme l'idéal p est premier, on a 4/p = p, ce qui prouve qu’il est
équivalent de demander (E) c p ou 4/(E) < p.

(5) Par (2), on sait V(E) u V(E') ¢ V({E) n (E")). Réciproquement si
peVHE)n(E")) etsip¢ V(E)etp¢ V(E'), alors il existe x,y ¢ p avec
x €(E) et y € (E') mais alors zy € (E) n (E"), donc zy € p. Or I'idéal p est
premier, donc x € p ou y € p. Contradiction. U

Définition 4.3.2. La topologie sur Spec(A) ou les fermés sont les V(E)
lorsque E parcourt les parties de A s’appelle la topologie de Zariski.

4.3.3. Espaces irréductibles. Soit X un espace topologique, alors il est dit
irréductible s’il n’est pas la réunion de deux fermés propres (c’est-a-dire stric-
tement inclus dans X). Par passage au complémentaire, c’est équivalent de
demander que deux ouverts non vide de X ne soient jamais disjoints.

Définition 4.3.3 (Variété). Si A est un anneau, on appellera variété tout
fermé irréductible de Spec(A). C’est-a-dire un ensemble V(I), ou I est un
idéal de A, tel quesi V(I) c Y uY’ avec Y et Y/ deux fermés de Spec(A),
alors V(I) cY ou V(I) c Y.

4.3.4. Cas des anneauz de polynémes. Dans tout ce qui suit F' désignera un
corps et K un corps algébriquement clos qui contient F'.

Soit 'anneau de polynémes F[ X7, -+ , X, ] en n variables et donnons-nous
un idéal I de cet anneau. Considérons

Z(I)={ze K" | f(z) =0, Vfe I}

le sous-ensemble de K", lieu d’annulation de tous les polynémes de I. C’est
intuitivement ainsi qu’on a l’habitude de se représenter des courbes. Par
exemple, si I est 'idéal engendré par le polynéme X —Y de K[X,Y], cela
est usuellement représenté par une droite lorsque F' est le corps des réels R.

Le Nullstellensatz va nous permettre de faire le lien entre ’ensemble V(1)
défini précédemment et Z(1).

Lemme 4.3.4. Soit I un idéal propre de K[X1,- -, X,], alors Z(I) est non
vide.

Démonstration. Soit M un idéal maximal contenant I. Le théoréme de Krull
en assure l'existence puisque 'idéal I est propre. Alors K[ X1, -, X, |/M est
une extension du corps K. On peut plonger le corps K[X, -+, X,]/M dans
un corps algébriquement clos, que nous noterons L. Il existe dans le corps
K[Xy, - ,X,]/M, et donc dans L, un uplet (a1, -, a,) qui annule tous les
polynémes dans M, et en particulier dans I. Comme 'anneau K[ X1, -, X,,]
est noéthérien, I'idéal M est engendré par un nombre fini d’éléments, disons
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fi,-++, fm. La formule ¢ : 3a (A;(fi(a) = 0)) est vérifié dans L. Comme la
théorie AC'F est modéle compléte, alors K < L, donc la formule 1 est aussi
vérifiée dans K. Ce qui signifie 'ensemble Z(M) = {x € K" | f(z) =0, Vf e
M} est non vide. O

Théoréme 4.3.5 (Nullstellensatz). Soit K un corps algébriquement clos.
Soit M un idéal mazimal de l’anneau de polynomes K[X1,---,X,], alors
il existe un uplet ay,--- ,a, d’éléments de K tel que M soit l'idéal (X1 —
ap, -, Xy — ap).

Démonstration. Soit M un idéal maximal de K[Xq,---,X,]. D’aprés le
lemme 4.3.4, il existe un élément (ai,---,a,) de Z(M). Soit f un po-
lynéme dans M. Par division euclidienne successives, il existe des poly-
noémes (h;)1<i<n de K[X1, -+, X,] et une constante ¢ de K tels que 'on
puisse écrire f = " (X; — a;)h; + c¢. Le polynéme f s’annule sur tous
les éléments de Z(M), en particulier il s’annule sur (aq,---,a,). L'on en
déduit que la constante c est nulle, donc on a l'inclusion d’idéaux M c
(X1 —ay, -, X, —ap). Par maximalité de I'idéal M, cette inclusion est une
égalité. On a bien M = (X1 —ay, -+, Xy — an). O

On déduit du Nullstellensatz, que si K est un corps algébriquement clos,
et I un idéal propre K[Xy,--- , X, ], alors il existe une bijection entre K" et
les idéaux maximaux de K[X7, -+, X,,]. De maniére plus forte, on peut aussi
en déduire 'existence d’une bijection entre Z(I) et les idéaux maximaux de
K[X1, -, Xa]/I.

Remarque 2. Bien qu’on perde en généralité, on pourra voir, dans le cas des
anneaux de polyndmes, une variété, comme étant le lieu d’annulation d’'un
ensemble de polynémes S de K[X7,---, X,,], dont I'idéal engendré par S est
premier.

On dira aussi que la variété Z({S)) est définie sur F' (ou F est un sous-
corps de K) si Z({(S) n F[X1, -+, Xyn]) = Z({5)).

4.4. Bornes pour les idéaux de polyndémes. Ce paragraphe concerne
I’existence de bornes pour les idéaux de polynémes. Les théorémes énoncés
ici nous permettrons d’exprimer par une formule du premier ordre qu’un
idéal est premier, ou qu’'une variété est irréductible.

Nous commencerons par définir la notion de degré d’un polynéme a n
variables. Pour cela définissons le degré du monoéme X 11X§2 -+ Xin comme
égal & i1 +i2 + - - -i,. Un polynéme f en plusieurs variables est une somme
finie de mondmes. On définira le degré du polyndéme f comme étant le maxi-
mum du degré des mondémes qui apparaissent dans l’expression de f avec un
coefficient non nul.

Théoréme 4.4.1. Soient n,e des entiers positifs, et X = (X1, -+, Xp).

(1) Il existe une constante A = A(n,e) telle que pour tout corps K et tous
polynomes f1(X)), -+, fm(X),9(X) € K[X] de degré inférieur ou égal
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ae, si g(X)e(fi(X X)), - s fm(X X)) (lidéal de K[X] engendré par les
polynomes f1(X)),--- ,fm(X)) alors
)+

9(X) = LiX)hi(X) + -+ + fin (X)hm (X)

avec des polynomes hy(X), -+, hy(X) de degré inférieur ou égal a A.

(2) Il existe une constante B = B(n,e) telle que pour tout corps K et pour
tout idéal I de K[X] engendré par des polyndomes de degré inférieur ou
égal a e, s’il existe k tel que g(X)* e I, alors g(X)B e I.

(3) Il existe une constante C' = C(n, e) telle que pour tout corps K et pour
tous idéaur I et J de K[X] engendrés par des polynomes de degré
inférieur ou égal a e, les idéaux I nJ et I:J:={fe K[X]| fJc I}
sont engendrés par des polynémes de degré inférieur ou égal a C.

(4) 1l existe une constante D = D(n,e) telle que pour tout corps K et pour
tout idéal I de K[X] engendré par des polynomes de degré inférieur
ou égal a e, si l'idéal I n'est pas premier, alors il existe des polynomes
g(X), (X ) de degré inférieur ou égal a D tels que g(X) ¢ I et h(X) ¢ I
mais g(X)h(X) e I.

(5) Il existe une constante E = E(n,e) telle que pour tout corps K et pour
tout idéal I de K[X] engendré par des polynémes de degré inférieur ou
égal a e, il existe au plus F idéaux premiers minimauz contenant I et
tous sont engendrés par des polyndmes de degré inférieur ou égal a E.

Démonstration. On trouvera une démonstration de ces énoncés dans I'article
[6] de L. VAN DEN DRIES et K. SCHMIDT. O

Ces résultats vont permettre d’exprimer a ’aide de formules dont les va-
riables sont les coefficients des polynémes ’appartenance d’un polynéme a
un idéal, le fait que cet idéal soit premier, radical, etc. On se fixe r,n, e des
entiers posmfs et on note M (n, e) 'ensemble des monémes de K[X] de degré
inférieur ou égal & e. Donnons deux applications du théoréme précédent

Proposition 4.4.2. Soient n,r, e des entiers naturels.

(1) 1l existe une formule a(Z1, -+ , Ty, Try1) avec Tj = (Tim)meM(n,e), telle
que pour tout corps K, si fi(X) = 2imeM(n,e) Tim™M € K[X] alors

frn(X) € (X)), (X)) & K = afar, - Gry Grp1).

(2) Il existe une formule B(Z1,- -+ , Ty, Tr41) avec T; = (T4, m)meM(n o), telle
que pour tout corps K si f;(X) = 2imeM(n,e) @imm € K[X] alors

r(X), -+, fo(X)) est premier < K &= (a1, -+ ,ar, Gr41).

Démonstration. (1) Le polynome f,,1(X) est dans I'idéal (f1(X),---, fr(X))
si et seulement s’il existe des polynomes hy(X), -, h(X) de degré inférieur
ou égal a A, par le théoréme 4.4.1, tels que f,41(X) = fi(X)h1(X) +--- +
fr(X)h-(X). On peut traduire cette égalité en terme de coefficients appa-

raissant devant chaque monéme. Les mon6émes apparaissant sont de degré
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inférieur ou égal & e + A, ce qui permet de traduire I’égalité polynomiale
comme une conjonction d’équations a vérifier dans K. Il existe donc une
formule ¥ (Z1, -+, Zr, Tr+1,91, - ,Yr) qui est une conjonction d’équations,
telle que pour tout corps K et uplets ai,--- , Gy, arq1 €t by, -+, by, Ol G; =
(ai,m)mEM(n,e) et b = (b’i,m)mEM(n,A)a on a, pour f’L(X) = ZmEM(n,e) Aq.mIM
et hi(X) = 2eni(n,a) bimm,

fr-i—l(X) = fl()_()hl()%) +o Tt fr(X)hr(X)

K = (@, ,ap,Gre1, b1, , by)

Nous prendrons pour « la formule 3(9;)1<i<r V(T1, 3 Tpy Tot1, G155 Grr)-

(2) Les formules construites en (1) dépendant en fait des entiers n,e,r,
pour le signifier, on notera la formule a aussi .. Soit D la constante
du point (4) du théoréme 4.4.1. La formule 3(Z1,- -+ ,Zy, Tr+1) est obtenue
en traduisant au premier ordre : Pour tout § = (Ym)me M(n,D), bour tout

Z = (Zm)memn,D), 8t t = (tm)memmn,2p) est la suite des coefficients du
polynome (3.1 (n, ) Ym™M)(Limens (n,p) ZmM), alors

O5n,2D,r(5517 s X, E) = (an,D,r(fly ce 7jrvg) \% an,D,r(jl, s T, 2))
La formule signifiant qu’en notant I 'idéal considéré, si ), M(n,2D) tm™m € I
implique que ZmeM(n,D) ymm € I ou ZmeM(n,D) zmm € I. O
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