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1 Exercice 4

1.1 Question 1) (complément)

On rappelle les quantités :

+o00o
F:teR— f o(t,x)dx
0
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On regarde I'’hypothése de domination pour le caractére €' de F sur R*. On cherche g € L' (R™) tel

que que pour tout couple (¢, x) € R x R* on ait :

9¢

—(t,x

‘ Y (t,x)
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Le "— 2" dans I'exponentielle fait que I'on ne va pas pouvoir trouver une majoration indépendante
de ¢ sur tout R} x R*. Pour montrer que F est dérivable de dérivée continue en tout point de R} on
va procéder de la maniere suivante :

1) On choisit un point ¢y € R} arbitraire.

2) On applique le théoréme de classe 6! sous I'intégrale non pas sur R* x R™ mais sur I x R™,
ou Ij est un intervalle borné centré en t.

3) On a donc par 2) que F est dérivable de dérivée continue au point . On conclut en disant
que tout point de R} peut se "mettre" dans un intervalle de la forme I, (forme que nous
allons expliciter juste apres) et qu’ainsi F est dérivable de dérivée continue en tout point de
R*, donc 6! sur R*.

Soit donc 7y € R} . Une étude classique de fonction (calcul de la dérivée, signe puis tableau de varia-
tion) donne que pour tout teRona:
2
|-2te™"|<1.

Ainsi pour tout (f,x) e R} xR* ona:

|—2te‘t2(1+x2) < |—2te’_t2e_t2x2 <e 'Y,
Ainsi pour tout (f,x) e R} xR* ona:
6 2,2
'6—‘f(t,x) <ot )

1 nous faut donc dominer e’ pour avoir le résultat. Comme on a fp >0, on an > 0 tel que

I =1ty —m; th + nlc R}. Ainsi pour tout (f,x) € [y xRy on a:



t=t)—n
< —t*<—(tp—n)* carlafonction carré est croissante sur R*
— -’x*< —(tp— 17)2x2

e_l.2x2 < e_(to_n)2x2
On a donc d’aprés (1) pour tout (¢, x) € Iy x Ry :

—(t,x)]| = e~ (fo=m*x*

ot

Comme la fonction x :— e~ (0~"°* est dans L (R, ) 'hypothése de domination est vérifiée.

» Récapitulatif :

1) On a pour tout ¢ € R} (donc en particulier pour tout ¢ € Ip) :
x—¢x, 1)

intégrable sur R*.

2) Pour presque tout x € Ry, t — ¢(x,1) est dérivable sur R} (donc en particulier sur Iy) de
dérivée continue :

a—gb(t, x) = —2te” "+
ot
3) Pourtout (t,x) €Iy xR, ona:
0
‘a_(f””“ <|g(x)l,

avec g: x — e~ (0=M°%* qui est dans L' (R,).

Donc F est dérivable sur I et donc en particulier en . Or, #; a été choisi quelconque dans R et tout
élément r de R} admet un intervalle de la forme ] —n; ¢ + n[ inclus dans R} . Donc en appliquant le
raisonnement précédent en tout point de R} on obtient que F est dérivable de dérivée continue en
tout point de R* ety est donc de classe €.

Le théoreme de classe ¢! nous donne donc, pour tout t € R} :

+00
F'() =f a—(p(t,x)dx
0 ot

+00 21 5
=—2tf e U+ gy
0
2 +0o 2.2
=—2te ! f e " dx.
0

En faisant le changement de variable u = tx,i.e du=tdxona:
+00

F'(t) = —2e‘f2f e du
0

=2l "

1.2 question 2)

Soit T>0et0 < ¢ < T. Enintégrant la relation précédente entre et ¢ et T (on a le droit car 1) nous
donne que F’ est continue sur R’ et donc on a le droit de I'intégrer sur tout segment) on obtient :

T T , T,
f F’(x)dx:f (-2Ie *)dx < F(T)-F(t) = —2[/ e “dx. (2)
t t t



1.3 question 3)

Le fait de déterminer F(t) pour tout ¢ nous engage a d’abord regarder la limite de F en I'infini
pour se "débarrasser" du terme F(T). Soit (#,),en une suite qui tend vers +oco. On pose pour tout

entier n:
fu: RY = R
o
Nous allons appliquer le théoréme de convergence dominée afin d’avoir la limite de F en I'infini.
1) Pour presque tout x € Rt ona fn(x) S 0
2) Pour presque tout x € R* et pour tout entier n on a -déja vu en question 1- :

Ifn(x)| =

1+ x2’

quiest L' sur R,

avec x :—
2z +\X2 . z
On a donc par théoreme de convergence dominée :

lim F(T)=nlirP F(t,)
—+00

T—+o0
= lim
n—+oo R, fn

En laissant tendre T vers +oo dans (2) on obtient :
+00 2
F(p) :21[ e “dx.

t

F étant continue en zéro, en évaluer I'égalité ci-dessusen t =0ona:
+00 5
F(0) = 21[ e dx=2I
0

En utilisant I'’expression de F :

+00 1
F(0) :f —
0

1+ x?
= [arctan(x)]§>
n

5

Finalement :

1=V7
2

2 Complément Exercice 6

2.1 Fonction numéro 10

On remarque que pour tout x e Ron a:

(%) +2wx f(x)=0.



f et f' sont dans L'(R), on a donc pour tout ¢ € R:
P +20x=xf®E© =0
. e i,
= 2infQ)+20—f () =0
2m%¢

w

= fO+==f© =0

La résolution de I'équation différentielle nous donne que 'on a c € R tel que :

VEeR f(cf) = ce_%‘f2

Afin d’avoir c il faut calculer la valeur en zéro de f Ona:

—~ oo 2
f(0) =f e dx

o0

[
On adonc ¢ =,/ —. On a donc bien le résultat souhaité.
w

3 Exercice 16

3.1 Calculde I

On veut calculer :
fz” sin(@) + cos(8)
I = —_—
0

5+4cos(0)

Méthode de calcul : Nous sommes dans le chapitre "Variable complexe", dans un exercice d’intégra-
tion; un peu de psychologie de base nous améne donc a penser "exponentielle complexe" en voyant
se balader des cos et des sin dans notre intégrale. L'idée va étre la suivante :

1) Ecrire les sin et cos sous forme exponentielle.

2) Faire apparaitre (potentiellement avec des astuces de calcul usuelles en multipliant par 1 ou

ajoutant zéro) une intégrale de la forme fozn f (Re'?)(iRe'®)do.
3) Reconnaitre une intégrale de la forme [, f(z)dz ot D sera un domaine a préciser.
4) Calculer I'intégrale a ’aide du théoreme des résidus.




Passons au calcul a proprement parler :

1 27 ei() _ e—i@ + ieie + l-e—ie
“2iJo 5+2(eif + ¢=i0)

Iy ao

ao

1 fzfr [A+)+ (i -1)e 0] e
0

2 5+2(elf + e7i09)

B 1f A+i)+(i-1)/z
2 ct0,1) b5+2z+2/z

1f A+0)z%2+((—-1)
dz
c*(0,1)

2 522 +2z3 422

B 1f A+0)z*+(i—1)
2 Jcro z(5z+222+72)

. 2 .
1[ QI+Dzc+(—-1) dz
C

2 +0,1) 42(z+2)(z+1/2)

f (sous entendu la fonction a I'intérieure de la derniere intégrale) a des singularitésenz=0, —1/2, 2.
Le cercle de centre 0 et de rayon 1 ne contenant que les deux premieres, il suffit de calculer les rési-

dusde f en0eten —1/2. Les poles sont tous les deux d’ordre 1, I'utilisation de la formule des résidus

donne : 1 3 5
%(f,O):’T et B(f,~1/2)= L,

Lapplication du théoreme des résidus donne donc :

Iy=-- z=—=*2im* + =——
4 12 6

1/ (1+i)z2+(i—l)d 1 (i—l 3—5i) n2
2 Jc+o,1) 4z(z+2)(z+1/2) 2
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