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Introduction

Le rapport qui va suivre relate le travail que j'ai effectué durant mon stage de M2, qui s’est dé-
roulé du 15 mars au 21 juin 2019 sous la direction de Nicolas Seguin au sein du laboratoire de I'IR-
MAR sur le campus de Beaulieu a Rennes. Le travail consistait a étudier un systéme diphasique de
fluides compressibles contenu dans un tuyau horizontal de section carrée dont on suppose la sec-
tion négligeable par rapport a la longueur. Bien que I'étude qui va suivre traite le cas bidimension-
nel, elle reste valable pour le cas de la dimension 3, c’est a dire I'étude de I’écoulement entre deux
plaques. Plusieurs remarques sur ce cas seront faites en fin de rapport. On considérera de plus que
I'écoulement des deux fluides est unidirectionnel sur I’axe horizontal. Le but était a partir d'un sys-
téme régit par des équations de Navier-Stokes d’aboutir a I'asymptotique a un systéme hyperbolique
plus simple a étudier. En premier lieu il a fallu appréhender les différentes méthodes de dérivation
nécessaires pour mener a bien I’étude asymptotique, cela consistait en grande partie a reprendre ce
qui a été fait dans [1]]. Ce travail a pris une grande partie de mon temps de stage et son aboutisse-
ment a été I'obtention d'un systéme asymptotique hyperbolique bien posé.

Je tiens particuliérement a remercier Nicolas Seguin de m’avoir permis d’effectuer mon stage avec
lui; de s’étre montré trés disponible pour m’aider a avancer, ainsi que pour élargir ma vision de mon
domaine d’étude, au dela du seul sujet de stage.

1 Une introduction aux équations de Navier-Stokes

Nous allons commencer par une breve introduction aux équations de Navier-Stokes compres-
sibles. Ces équations ont pour but de décrire le mouvement de fluides visqueux compressibles. Tout
d’abord ces équations s’'inscrivent dans 1'étude des milieux continus, c’est a dire que lorsque I'on
étudie I'écoulement d'une riviere ou d'une avalanche, I’étude particule par particule n’est pas parti-
culierement intéressant, ce qui va étre utile est d’avoir une description du fluide dans son ensemble.
On va alors avoir besoin de plusieurs hypothéses initiales, comme par exemple considérer d’avoir
le droit de définir en tout point de I'espace la vitesse u(t, X), la masse volumique p(t, X) etc... Les
équations de Navier-Stokes vont donc régir le mouvement d'un fluide visqueux : cela signifie que les
frottements qui vont avoir lieux entre le fluides et les parois du systéme, ou bien entre le fluide et
d’autres fluides en présence vont devoir étre prise en compte.

On pose alors Q; le domaine de R?, avec d = 2,3 occupé par le fluide.

La premiere équation que I'on va considérer est 'équation de conservation de la masse. C’est a dire
qu’au cours de I’étude la masse du fluide est conservée, a savoir qu’il n’y a ni disparition ni apparition
de fluide au cours de I'étude. La masse totale de fluide a I'instant t est donnée par 'expression :

M (1) :f p(X, dX.
Q1)

La conservation de la masse au cours du temps se traduit donc par :

O—iM(l‘)—i (X,ndX
S dt T dt Q(t)p ’ '

On peut alors montrer que cette équation est équivalente a:
VX, ) eQ xRy, 0/(p(X, 1) +divx(p(X, Hu(X,1))=0

La deuxieme équation est celle de la quantité de mouvement, qui découle de la deuxieme loi de
Newton qui dit :

d?a’_ -
A cLE



oll p = m'a désigne la masse multipliée par I'accélération qui est égale a la somme des forces appli-
quées au systeme. Ces sont dernieres sont soit les forces extérieures, qui dépendent de la physique
du probléme (gravité, forces électromagnétiques etc...) ou bien les forces intérieures au systéeme.
Ces dernieres sont modélisées par Vx(o(f, X)), ou o est une matrice symétrique appelée tenseur
des contraintes. L'expression de celle-ci est bien sur variable selon les systémes étudiés.

Cela nous donne alors I’équation suivante :

VX, 0 €eQr xRy, 0:(p(t, X)U(t, X)) +div(p(t, YU, X)e U(t, X)) —divio(X, ) = p(X, 1) f(X, 1),

ol f modélise 'ensemble des forces extérieures appliquées au systéme.

Iy a une troisieme équation qui fait intervenir 1'énergie interne au systéme; ne l'utilisant pas par
la suite nous n’'en parlerons pas ici et I'évoquerons briévement en discussion a la fin de ce rapport
lorsque nous parlerons du cas de la dimension 3.

2 Cadre d’étude

Nous allons ici nous placer dans la situation de deux fluides superposés non miscibles com-
pressibles et visqueux. Les deux fluides sont dans une gaine dont nous allons supposer la longueur
infinie (dansla réalité "tres grande" par rapport a la hauteur) afin de se placer sur R, xR x [0; D] pour,
respectivement, les variables temporelles, horizontales et verticales.

Longueur caractéristique L

n
Phase 2 ~—— Uz = (uz, wo) 8 Day=D(1—-a;) I
D —

ZL Phase 1 —r Uy = (u1, w) Dai

X

2.1 Mise en équation

On suppose que pour k = 1,2 la phase k est décrite par les équations de Navier-Stokes :

O,pk+ax(pkuk)+6z(pkwk)=0 (1
01 (prettie) + 0x (P UL + Pic) + 02 (P Wi) = Pk (20 xx Uk + Oz U + Oz W) )
0:(pkwi) +0x(Px Uk wi) + 02 (0 W5 + Pr) = Pk (20xx Wi + 0z Wi + Oz Uk)— Pk g 3)

De maniére plus condensée :

{ at(pk)+div(pkuk) =0
0:(pkUx) +div(pxUr® Ug — o) = —prgez,

avec Uy := ( Z)k ) etoy:=—prld+ g ((V UL +(Ve® Uk)T) la matrice du tenseur des forces appli-
k

quées au systeme.
Dans ces équations, pour k = 1,2 p; désigne la masse volumique de la phase k, u (resp. wy) la vi-
tesse horizontale (resp. verticale) de la phase k et py la pression s’exercant sur la phase k. g désigne



icila constante de gravitation.
On suppose que l'interface est régie par une fonction de la forme Da; telle que :

a Ry xR— [0;1]

(£, x) — ay(t,x)

Cela signifie que I'on a toujours un fluide en dessous de 'autre.

Ce cas est étudié dans [2] (de méme que dans [3]) sans tenir compte des termes visqueux, ni des
forces extérieures appliquées aux phases, des transferts de masse, d’énergie et de moments entre
les phases. J'utilise [1] qui regarde le cas sans la force de gravitation pour la direction a prendre en
termes de calculs. Nous la rajoutons ici pour voir les changement que cela pourrait provoquer a
I’asymptotique.

Les équations indexées par k, k = 1,2, sont posées sur Qg, que 'on définit de la maniére suivante :

Ql = {(t,x,Z)|t> O,ZE [O)Dal(t)x)]}
Qy ={(t,x,2)|t >0,z € [Da, (¢, x), D]}

Les conditions aux bords sont :

(Kiuyp —p10zu1)(£,x,0) =0 ot (K1up —p10,u1)(t,x,D) =0

wi(t,x,00=0 wy(t,x,D)=0 @)

La nullité de la vitesse verticale aux bords du tuyau traduit 'imperméabilité de ce dernier. Il ne peut
y avoir de fluide a s’échapper a travers les bords horizontaux du domaine. La condition faisant inter-
venir le coefficient de rugosité ki, pour k = 1,2, traduit le fait qu’a I'interface il y a frottement entre
le fluide et la paroi du tuyau.

Alinterface, c’est a dire en (¢, x, D (t, x)), la continuité du champ de vitesse et de la composante
normale du tenseur des contraintes nous donne la condition raccord suivante :

Ui (t,x,Da(t, x)) = U1 (t, x, Da(t, x)) (5)
—(=p1+2110,u1)0x(Day) + p1(0zu; +0xw1) = —(—p2 + 2120, U2)0x(Day) + 1 (0zup + 0 w3)  (6)
—u1(0zuy +05w1)0x(Day) + 2110, wy — p1 = —p2(0z Uz + 0x w2)0x(Day) + 2120, w2 — p2 (7

De maniere équivalente :

{ U, (t,x,Da; (t,x)) =Ua(t, x, Da; (t,x)) =:V(t, x)
o1(t,x,Da;(¢t,x)) - nr(t,x) =02(t,x, Da; (¢, x)) - nr(t, x)

avec nr(t, x) le vecteur normal a I'interface, np (¢, x) = (-0, (Da; (¢, x),1)).
L'évolution a I'interface est donnée par :

0¢(Day (t,x)) =V(t,x) - nr(t, x) (8)
= 0;(a1) +ujd0ya1—wi/D=0

= 0¢(az) +ujdyaz+wi/D=0

Notons ici que la difficulté du probleme réside dans le fait que la position de la frontieére du domaine
séparant les deux fluides n’est tout d’abord pas fixe, mais qui plus est une inconnue du probleme. Les
notations introduites ci-dessous désignent des opérations de moyennes verticales effectuées sur les
différentes fonctions intervenant dans le probleme. Ce sont sur ces quantités moyennées que nous
allons écrire le systeme limite voulu.



Soit Q:= (D x [a, b]) c R; x R x R. Pour toute fonction f:Q — R, k =1,2, et tout (¢, x, z) € Q on pose :

b

- 1

ft,x):= mffl(t,x, s)ds
a

~ 1 ——
fi(t,x) := = pr fr(t,x)
Pk

f@)=f(tx,2).

Ces opérateurs vont nous permettre d’éliminer la variable en z des équations, et ainsi a la fin obtenir
un systéme d’EDP avec une dimension de moins.

2.2 Hypotheéses asymptotiques et scaling

Nous allons maintenant procéder a un changement d’échelle et effectuer une étude asympto-
tique en z en suivant la méthode employée dans [4]. On considere L une longueur horizontale ca-
ractéristique du systéme; on la choisit telle que, comme il a été dit dans I'introduction, la section
soit trés petite devant L. Pour alléger les notations on prend L = 1. On pose alors € := D/ L.

Definition 2.1. On dira que f; estunO(e) sionaM > 0 tel que pour toute > 0 et tout (t,x,z) € Qi :
| fi(t,x,2)| < Me

Hypothese 2.1. On suppose alors pourk=1,2 :

* pr=pilpp) = apr
o wi=0(€)
o Wp =€)

0

* Kk =€K,

1
* 8= Ego
ol ag, ,u%,x?c, 8o sont des constantes positives avec ay > 0. L'hypothése sur la pression représente une
hypothese d’isothermie sur les fluides étudiés.

Remarque 2.1. Notons ici que Uhypothese faite sur la constante de gravitation est classique dans ce
genre de probleme, regarder par exemple [4).

On peut remarquer que la premiere hypothese implique que I'on pourra écrire wy =: €h(t, x, z) avec
h tel qu'il existe M > 0 tel que pour toute <0ona:Vze Qg |h(t,x,2)|<M.On effectuera dans
la suite de nombreuses hypothéses de régularité et de bornitude sur nos fonctions afin d’avoir la
liberté de calcul nécessaire pour I'obtention de systemes asymptotiques.

Le parametre € étant amené a varier, il faudrait pour étre totalement rigoureux écrire les fonctions
considérées sous la forme f7. Pour ne pas alourdir les notations nous ne le ferons pas, néanmoins
on pose la définition suivante :

Pour I'étude a I'asymptotique de notre systeme on veut que le domaine de définition du probléme
ne dépendent pas de €, ce qui nous amene a définir les changements de variables suivants :

¢1: Ry xR x [0, a1 (2, 0)] — Ry xR x [0,ea, (¢, x)]
(t,x,2) — (t,x,€2)
P2 Ry xRx [ay(2,x),1] — Ry xR x [ea; (¢, x), €]

(£,x,2) — (t,x,€2)



Definition 2.2. On définit les domaines suivants :
Qp:=Ry xR x [0, a1 (£, x)]
Q2 :=Ry xR x [a1 (£, %), 1]

On définit alors, pour k = 1,2, sur Q. les fonctions suivantes :
o Wi:=(Gwp)ody
o Uk := U oy
* Pk:=pProPk
* prfe:=(prf)odr, pour f=wu
* Pk:=prPx)

Hypothese 2.2. On suppose alors que toutes les quantités définies ci-dessus sont des ©(1) en z. La
premiere est justifiée par 'hypothese que la composante verticale de la vitesse est de l'ordre O (€).

2.3 Ré-écriture des équations

Nous allons maintenant regarder les équations vérifiées par le systéme, en se placant cette fois-ci
sur les domaines définis en définition 2.2. Les équations (1), (2), (3), (6), (7) se ré-écrivent alors :

(1) devient :
0:(px) +0x (P Uy) + 0 (pxWi) =0 9

(2) devient pour :

0/(PRT) + 0. (PRTE" + Pi) + 0 (PLTLTR) = Y260 T + 0z T+ 0z W) 10)
(3) devient :
€0, (D% W) + €0 (D Uiy W) + €0 (P i) + %az(pﬁc) = U (6% W + 0 Wy + axzirk)_PlcégO (11)
(6) devient :

—(—€P1 + 26210, 17)0x (1) + pd (0, Uy + €20, 1) = —(—€ Pz + 262 120, 1i3) O (1) + P30, Uz + €% 0, 102)
(12)

(7) devient :

— 113 (€0 U1 + €0, W1)0x (1) + 211J€0, W1 — P = — Uy (€0 Ui + €°0 W) (1) + 211960, Wo — Pz
(13)

Remarque 2.2. La justification de la ré-écriture ci-dessus repose sur le fait que, pour k =1,2:
01(Ux)(t,x,2) = 01 (ur o Py (2, x,2)

=01(Ppr)01(ug) o Pi(t, x,2)
=01(ur) o i (t,x,2),

de méme:
02 (ux) (8, x,2) = 02 (ug) o P (£, X, 2),
enfin:
03 (ur) (1, x,2) = 05(pr) 03 (ug) 0 i (1, x,2)
=€03(ug) o Pi(t,x,2).

On effectue ensuite les mémes calculs pour py. et Wy, -pour cette derniere attention au % qui apparait-,
k =1,2 etil nereste plus qu'a utiliser les équations de départ pour avoir les équations vérifiées par les
nouvelles fonctions.



3 Systeme asymptotique sans prise en compte de la gravité

Nous allons maintenant écrire les équations sur les quantités moyennes et en déduire un modeéle
asymptotique fermé.

3.1 Etablissement du systeme limite

Pour des soucis de notations, nous allons maintenant écrire les différentes fonctions sans les
"tildes." ce qu'il faut retenir, c’est que les fonctions considérées sont -pour I'instant- au minimum
bornées en z. Nous allons maintenant effectuer une analyse des différentes équations qui nous me-
nera vers un systéme asymptotique.

Proposition 3.1. Sous les hypotheses 1.1 et 1.2, on a, pourk=1,2:
0,ur=0(1).
Démonstration.
En multipliant (10) par € on obtient :
0zzu1 =0 (€)

On peut donc écrire : 8,,u; = €g, avec g borné en z. En intégrant entre 0 et z < ea; on obtient alors :

02 (u1)(t,x,2) — 05 (u1)(¢,x,0) = Efg(t, x,8)ds.
0

Donc, en majorant g al'intérieur de I'intégrale
102 (u1) (2, X, 2)| <102 (u1) (1, X,0)| + €* M,

avec M indépendant de z, et par (4) :

K7
— (0
1

102 (1) (2, x,2)| < +€e*M.

Finalement :

Proposition 3.2. Toujours sous les mémes hypothéses de régularité et de bornitude on a :
(w)? = @)* + O (%)
Démonstration. On utilisera d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.1. Soit f: [a, b] — R continue. On a alors ty € [a, b] tel que

1 b
flig) = — f F(9)ds



Démonstration. On a, pour tout t € [a,b], inf f(s) < f(t) < sup f(s).Alors en intégrant et en divi-
s€la,b) s€la,b]
sant par b— a on a, avec les notations précédentes :

inf f(s)<f< sup f(s).

s€la,b] sela,b]

Donc ? € f(la, b]). f étant continue, on peut appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires d’ ot
le lemme. O

On pose g; := u; —u;, I :=1[0,ea;] et I,:=[eaj,€]. On remarque que g; = 0 car u:l = u;(une
fonction constante en z est égale a sa moyenne). On a alors :
2_—2, 2 o
uy =u;” +g; +2u1 g,
donc en passant a la moyenne :
= o, = =
ul2 =Uu; +gl.2+2u1gl~
—2 T __
=U; +g; +2Uig
—2 T
=u;"+ giz'
Ona:d,g; =0,u;. Donc par la proposition 3.1 onad,g; = ©(1). Donc on a M; > 0 tel que pour tout

(x,y)€l; ona:|gi(x)—gi(y)l = Mlx—yl
Pour i =1 on a, en notant zp un élément de [0,ea1] ol g; atteint sa moyenne i.e. s’annule :

_2 1 € Zd
2| < —
& ealfo g1 (9ds

€y

1
<k lg1(s) — gi(z0)*ds

€Ea
1 € 9
=— |s —zp|“ds parl'inégalité des accroissements finis
€a1 Jo
1 €a)
<— (eay)?ds
€a1 Jo

<é? cara; <1.

O

Proposition 3.3. Sous les hypothéses 2.1 et2.2,0na:
0zp1= Zeu?azzwl +0(€?) (14)
0.p2 = 2ep30,, W) + O (€?) (15)

Démonstration. Lanalyse précédente nous permetd’écrire que dans (11) ona p10,,(u;) = eu‘l)a vz (U1).
On peut donc écrire en multipliant par € :

0;p1 = 26;1(1)622 wy + O (€?).
En effectuant les mémes calculs sur [a1, 1] on obtient le méme résultat pour us. O
Proposition 3.4. Nous avons aussi les propriétés suivantes :

p1leay) = p2(ea) +O(e), (16)
10wy (ear) = ud0, uz(ear) + G e), 17)

ep)d,wy(eay) — prlear) = epdd, wolear) — pa(ear) + O (€?). (18)
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Démonstration. La preuve s’effectue avec les mémes méthodes que précédemment. O

On rappelle la formule de Leibniz, bien entendu sous des hypotheses de régularité suffisantes :

P(x) o(x)

d

e ff(x,y)dy = f Oxf(x, y)dy + [ (0 f(x,9(x) — ¢ (x) f(x,p(x))] .
wx) 7€)

Proposition 3.5. On a, pour k = 1,2, sur ﬁk :
0r(arpy) +0(axpylix) =0.

Démonstration. On intégre (1) sur [0, a,]; la formule précédente nous donne :

a; (t,x) a;(t,x)
fazpl(t,x,S)dF@t f p1(t,x,8)ds - [a1(t,x)p1(a1(t, X)) —0x(0)p1 (0)]
0 0

a (t,x)

=0; f p1(t,x,8)ds—0:(a;(t,x))p1(a;i(t,x))
0

~

,X) a;(t,x)

O0x(p1u1)(t,x,8)ds =0y (p1w1) (L, x,8)ds —0x(a1(t,x))(p1u1)(a1(z, x))

as (

o

0

a(t,x)
f 0z(p1w1) (8, x,8)ds = (prwr)(a1) — (p1w1)(0)
0 =0

Ainsi, en sommant et en factorisant les termes des égalités a droite par p; (@), on obtient grace a

8):

ay (t,x) ay (t,x)
0; f p1(t,x,8)ds+ 0y f (pr1u1)(t,x,8)ds =0
0 0

En ré-écrivant avec les conventions définies plus haut :

0¢(a1p;) +0x(a1p, ) =0 (19)
En effectuant les mémes calculs pour la phase 2 en intégrant sur [a1,1]:

at(azﬁz) + ax(azﬁz i) =0 (20)

Proposition 3.6. La moyenne sur (2) donne :

0(a1p, i) +0x(a1p, 12 + a1 py) — p1(p1(ear))dyar = uld uy(ear) —xSur (0) +Ge)  (21)

01 (2D, 12) + 0 (@20, U5 + a2 P,) — Pa(p2(€a1))0xas = P30, Uz (€a1) — KUz (0) +Oe)  (22)
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Démonstration. En intégrant sur [0;ea;] le membre gauche de (2) pour k =1 on obtient :

0 (a1p, i) +0x(a1p, 01 +a17,)—p1(p1(€a)dxar—(p1u) (€ar)d, (ar)—(p1ud) (ear)dx(@l)—(p1 uy wy) (€ar)
En factorisant par (p; u;)(€a;) et en utilisant (8) on obtient le membre de gauche de (21).

1
Regardons le membre de droite de (2). La proposition 3.2 nous donne que le terme —0,, 1 est le
€

1
seul en (1) (0,(ug) est en @ (1) donc il n'y a qu'un seul - "a sortir") ; c’est donc le seul que I'on va
intégrer. On obtient alors :

(30 1y (eay) — 10,11 (0) + 6 (e).

Lest conditions aux bords (4) nous donne le résultat. En faisant les mémes calculs sur [ea,€] on
trouve le résultat pour la phase 2.

O
Proposition 3.7. Sous le hypothéses précédentes on a :
ui(ear) —uy
190 ui (ear) = u?W +0(e) 23)
U — uz(eay)
0z uz(eay) = ”3W +0(e) (24)
Démonstration. La formule de Taylor nous donne pour z € [0,ea1] :
u1(2) = up (ear) + (2 —€a1)0; (uy (eay)) + G (€%)
En ré-écrivant le G (¢) et en faisant la moyenne :
1 €a; 1 €a; 1 €a)
U =— f uea))ds+ — f ou(ear)(s—eay)ds+ — f ezg(s)ds
€a €ay €a
0 0 0
1 €y
=uj(eay) +0zui(ea;)— f (s—ea)ds+0(€?),
ea
1o
car g estborné en z,
=uj(eay) +0u;(eay)(eay)/2+ 0 (e).
Finalement :
ui(ear) —uy
0 uy (eay) = 'U(I)W +0(e).
De méme en faisant la moyenne cette fois ci sur [eay, €] :
Uz — Uz(eay)
pgazug(eal) = ng +0(€).
O
Proposition 3.8. Toujours sous les mémes hypothéseson a:
0
a
ur= B +(1- Pz +0(), avec ,6::0”1—20 25)
M@z + lsan
0 0 203
Hy0zuy(€ay) = —py0zUp(€@y) = — (uz —u1) +O(e). (26)

0 0
€ pyay + @
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Démonstration.
 Premiere égalité :

En sommant les deux égalités précédentes :

0 0 oUrlear) —uy Uz — up(eay)
0 — U0 = - +0(e),
10Uy (€ay) — wy0zuz(€ar) = iy a2 12 can)/2 (€)

donc par (17)

oalear) —ur  gux—up(ear)

M canrz e a2

O(€).

Comme u; (e(a1)) = uj(e(a2)) = uy on a apres réduction au méme dénominateur :

0
pya2

ur=pur+(1- Pz, avec fi=———H—
M@z + [y

e Deuxieme égalité :

En reprenant les égalités de la proposition 2.5 On obtient :

earpop0 ur (ear) = 2u9pd (ug — ) + O (€%)
et

eqa )0, Uz (€r) = 243 3 (Uz — ug) + O (€%).
Donc par (17), avec pd0 uz(ear) = udo ui (ear) + O(e) :

e} )0 1 (€ar) = 20 ) (Ui — up) + O(€%).
En additionnant :

e(uar + p) az)d u (eay) = 243 ) (i — Up) + G (7).

Finalement :

1 20040
0 1 (eay) = - ——2

ﬁ(u__u_l) +0(e).
€ way +ulas

Enremplacant avec (17) u?az uj(eay) par pgaz Uy (eay)+0 (€) on obtient le résultat pour —,ugaz uz(eay).

O
Corollaire 3.1. Ona:
Uy — U =0(€)
Démonstration. 11 suffit de multiplier (26) par €. O
Proposition3.9. Ona:
O  (Br-P2)+0() 27)

wy=——H— "+
Z(al,ug+a2u(1))



Démonstration. Par la proposition3.3ona:

0,p1 =210,zw; + O (€)
0,p2 =2U20,zws + O (€)

En intégrant la premiére équation entre z et @; ona:

pilear) — p1(2) = 2u; [0, w) (€ay) — 0wy (2)] + O (%)

= p1(2) = prleay) + 241 [0, w1 (2) — 0, w1 (eay)] + O (€%)
0

< p, =pileay) +2% (w1 (ear) — w1 (0)] — 2410, w (€ar) + O (€%)
1

0
— 14
— p; =pileay) +2a_1 wi—2m 0w (eay) +0O(E).

De la méme maniere, on a, en intégrant la deuxiéme entre a; et z<e:

0
— u
Py = p2(eay) + 2a—2 wr—2u0, wr(ear) + O ().
2

Ainsi en soustrayant les deux égalités obtenues on a :

0 0
(p,—py)=2 % + %) wr + (p1(ea) — palear)) +2(u20, wo — 10, w1) + O (€%)
1 2

0 0
=2 ﬂ+&) wr+0(€)

aq ao

0 0
Hyaz + U,an
a2

)w1+@(6)

On obtient bien
a1

wj=———=—— (p1—p2)+0(e
I 2(a1u8+azu‘f) (p1—p2) (€)

Corollaire 3.2. La proposition 3.9 entraine :

P1—p2=0Ce).
Démonstration. Celarésulte de 'hypothese faite sur la vitesse verticale qui est en & (€).
On peut alors établir un systeme asymptotique :

Théoreme 3.1. Sous les hypotheses suivantes, pour k=1,2:

e z=0(e)

o pi=prlpr) = @ pk
o wi=0(€)

* ﬂk=€ﬂ(1)€

. Kk=€1<2

U =u +0(e)
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on a comme modeéle final en négligeant les termes en O (€) :

0s(a1p1) +0x(a1prum) =0
at((lzl@ + ax(aZEum) =0
0t (OmUm) +0x(PmUs, + Pm) = KO U
< aj+ax=1 (28)
Pm = Q101 +a202
Up=U;=uj, pouri=1,2
Pm=21(01) = P2(p2)

0 _ .0 0
aveck,, =K; +K1.

Démonstration. Les proposition 3.6 et 3.8 nous donnent :
0 (@10, 11) + 0 (@10, 2 + a1 py) — p1(p1(€a1))dxar = Oy (U — ) —x" 1y (0) + G e)
0, (2P, T2) + 0 (@20, 15 + A2 D) — P2(p2(€@1))0x a2 = Oy (U2 — Uy) — K12 (0) + G (€)

La proposition 3.1 permet d’écrire u;(0) = u; + O(e). Donc en utilisant le corollaire 3.1 on écrit :

(a1 Py 1) +0x (a1, @2 + a1 py) — p1(p1(€ar))dyar =~k + O e)
01 (2P, ) + 05 (a2, 15 + A2 P,) — P2(p2(€a1))0x a2 = —K5TUp + O (€)
Ainsi avec (19) et (20) on obtient :

at(alﬁl) + ax(a’lﬁl i)=0

0(azp,) +0x(a2p,12) =0
0i(a1p, ) +0x(a1p, U5 + a1 py) — pr(p1(ean))dar = —x VU + O (€)
01 (@2DyUz) + 0x (2D, U5 + a2 Py) — p2(p2(€ay))Bxar = —K9Up + 6 (€)

(16) nous donne : 8, (a2, U2) + 0x (@20, U5 + @2 P,) — (p1(p1(€ar)) + O (€))dxaz = —K Uz + O (€).
D’ou:

at(alﬁl) + ax(a’lﬁl i) =0

01(a2p,) +0x(a2p,12) =0
0¢(a1pyTh) + 0x(a1p1 42 + a1Py) — p1(p1(€ar))dxar = -k Uy + G (€)
0 (a2, 1) + 0 (@20, 15 + a2 P,) — p1(p1(€a1))dxar = —k Uy + O (€)

Lhypothese u; = Uiy + O (€) et le corollaire 4.1 permettent d’écrire :
0r(@ip;) +0x(aip;um) =0
D’ou:
0r(a1p;) +0x(@1p;Um) =0
at(azﬁz) + ax(a’zﬁg Um) =0

0(a1p, 1) +0x(a10, 02 + a1 py) — pr1(p1(ean))dxar = —k Uy + O (€)
01 (@2D,U2) + 0x (2D, U5 + a2 P,) — p1(p1(€ar))Bx a2 = —KoUp + O (€)

L’addition des deux derniéeres relation donne :
(3[(01252 ﬁz +0¢151 ﬁ1)+6x(a252 ﬁ§+a2ﬁ2+alﬁl L’Z%Hxlﬁl)—pl (pl (eal))ax((x2+a1) = —Kgﬁg—K(l)ﬁl +0(€)

Onaa; + az =1, et par le corollaire 3.2 p, = p, + O (¢€); d’ou avec les notations du théoréme :
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0r(PmUm) +0x(a20, ﬁ% +a1p; ﬁ% +(a2+a1))pm) = —Kgﬁz - K?ﬁl + 0 (€)
donc avec le corollaire 2.1 :
01 (Omum) +0x(a20, 15 + a1 Py T2 + (@2 + A1) pm) = — (K + KUy + O (€)
donc toujours avec 'hypotheése 1 = &y + G (€) :
01 (O mUm) +0x (2D U, + Q1D U, + Pm) = —K Uy +O(€).
En supprimant les € (€) on a bien :
0(a101) +0x(a@1p1Um) =0
0¢(a2p2) +0x(a2p2um) =0
01 (0mlm) +0x(OmUZ, + Pm) = =K U

< aj+az=1

Pm = @101+ a202
Uy =t; =u;, pouri=1,2.
Pm=21001) =P (p2)

0 _ .0 0
aveC Ky, =Ky +K1.

3.2 Récapitulatif

Faisons un récapitulatif de ce que nous avons fait dans cette section. En effet, nous avons d’abord
manipulé les fonctions moyennées puis nous avons ensuite effectué des calculs avec les fonctions
initiales. En premier lieu il s’agissait de déterminer les ordres de grandeurs des quantités que nous
allions étudier, il était donc nécessaire d’effectuer un changement d’échelle afin d’avoir des variables
etun domaine indépendant de €, et de ne retrouver celui-ci qu’au sein de équations ; ainsil’étude est
beaucoup plus aisée. Ensuite, pour I'établissement du systeme limite les calculs effectués étaient :

o Des intégrales dans la direction verticales, auquel cas il est équivalent de faire les calculs a un
changement de variable pres.
o Desré-écritures de quantités a @ pres; alors, avec les estimations effectuées on peut faire les
calculs al’aide des fonctions initiales.
Afin d’aboutir au systéme final, nous avons travaillé sur les moyennes des équations de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement horizontal pour chaque phase ((19), (20), (21), (22)).
Nous sommes partis de :

01px +0x(prur) +0z(prwi) =0
0 (prUi) +(3x(pku?C +pi) + 0z (P wy) = Ui (20xx Uy + 07z U + Oxz W)

En faisant la moyenne sur chacune des équations et a I'aide des estimations d’ordre de grandeurs
nous avons obtenu :

Ot(alﬁl) + Ox(alﬁl )=0
0¢(a2p,) +0x(azp, 1) =0
0¢(a1p, 1) + Ox (@10, 87 + a1 Py) — p1(p1(€a)dxar = puid s (ear) — k) uy (0) + O e)

0 (a2, i) + 05 (@20, 115 + A2 Py) — P2(p2(€1))0x = U0, s (€ar) — K312 (0) + O (€)
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Il fallait ensuite traiter dans les deux derniéres équations les termes de pression et en 9, (uy)(eay).
C’est1a que les estimations sur les conditions a I'interface vont étre utilisées (propositions 3.8, 3.9 et
corollaires associées 3.1 et 3.2) afin d’aboutir au théoréme 3.1.

Comparons maintenant le systeme initial ((1), (2), (3)) avec (28). Tout d’abord il y a une dimension
en moins dans le modele limite, la dimension vertical, qui traduit le fait qu'a 'asymptotique, "tout
se passe de la méme maniere" sur une méme section du tuyau. De plus le systéme contient moins
d’inconnues et (donc) moins d’équations que le systéme initial; de plus ces équations sont plus
simples a étudier, notamment grace au fait que tout les termes sont d’ordre 1 en termes de dérivées
contrairement au systéme initial.

Notons que dans [2] et [3] il y a deux vitesses distinctes dans le modéle asymptotique final. Ici cela
n’est pas possible a cause de la viscosité et de sa dépendance linéaire en €.

3.3 Propriétés du systeme limite
Considérons un systeme quasi-linéaire de la forme
0:(U) + A(U)0x(U) = S(U) (),

avec U : R, xR — D, ou D c RY convexe désigne I'ensemble des états physiquement admissibles par
notre systeme

Definition 3.1. On dit qu'un systeme de la forme (S) est hyperbolique si pour tout U € D on a A(U)
qui est diagonalisable dansR. De plus, le systeme est dit strictement hyperbolique si ses valeurs propres
sont toutes distinctes.

Definition 3.2. On dit qu'un systeme de la forme (S) est symétrisable si pour tout U € D on a S(U)
symétrique définie positive tel que S(U) A(U) soit symétrique.

Proposition 3.10. Un systeme de la forme (S) est hyperbolique si et seulement si il est symétrisable.
Pour ces définitions et théoréemes, voir [5].

Remarque 3.1. La proposition précédente n'est pas vrai en dimension 2. En effet, en dimension deux
on a un systeme de la forme

0:(U) + A1 (U)0x(U) + A2(U)0y(U) = S(U),

et les deux matrices n'ont aucune raison d'étre diagonalisable dans la méme base. On doit alors passer
par ce qu'on appelle un couple entropie/flux d’entropie de Lax pour récupérer I'hyperbolicité. Nous
en toucherons quelques mots dans la derniére partie de ce rapport, lorsque l'on traitera le cas ot le
systeme initial est a trois dimensions, et donc que le systeme limite est de dimension 2.

Icile domaine des état admissibles est D :=R} xR} xRet U = (a1p1, @205, Pmlm)

Théoreme 3.2. Le systeme limite (28) est hyperbolique, et s'‘écrit sous la forme

0:(V)+ A(V)0x(V) = S(V),

avec, en posant pour k=1,2 vy 1= aipy:

U1
V=1 v2 |,
Um
Um 0 U1
AV) = 0 Upm V2
@ @,

V1+0U2 V1+02
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et
0
_ 0
S(V) = o tm
mn U1+ U2
avec comme spectre pour A(V) :
Pm Pm
y - - + D
{um tm V 4pm tm \/ 4Pm}
Démonstration. Ona:
at(alm + ax(almum) =0 (1)
at(azl@ + ax(azmum) =0 (2)
0 (PmUm) +ax(Pmu%n +Ppm) = _K(r)n um 3)

On utilisera la relation obtenue en effectuant (1) + (2) :

at(pm) + 6x(,0m Um) =0

Ona:
at(Pm Um) + ax(Pm ufn +Ppm) = at(Pm)(um) +0;(um) (om) + 0x(,0m Um) (Um) + (Om Um)0x(Um) +ax(pm)
= um(at(Pm) +ax(pmum)) + Pmat(um) + (Pmum)ax(um) + ax(Pm)
= pmat(um) + (pmum)ax(um) + ax(Pm)
On adonc:

pmat(um) +(om Um)0x(Upm) + ax(pm) = _K(y)n Um,

donc

0

1
0¢(Um) + UmOx(Um) + _ax(pm) =-
Pm Pm

donc

u? U,

1
0¢(Um) +0x (_m) +—0x(pm) = _K(r)rl_'
2 Om

Pm
Soit vy := a1 p1, V2 := a1p2. Onadonc:

04(v2) +0x(V2up) =0 (2)

{ 0¢(v1) +0x(v1um) =0 (1)
at(pmum) +6x(Pmu%ﬂ +pm) = _K(r)num (3)

donc
0¢ (V1) + Um0y (V1) + U105 (Up) =0 (1)
0t (V2) + U0 (V2) + U0 (Up,) =0 (2)

1 u
0 (Um) + Um0x(Um) + —0x(pm) = _K(r)n_m 3).
Pm Pm



18

Or,ona:

Pm=V1+0V2

2 2
Pm=a;V1t a0,
Finalementon a:

0:V+A(V) -0,(V)=S8(V),

avec
21
V= U2 ,
Um
Um 0 U1
Av)y=| O Un U2
@ @
U1+ U2 V1tV m
et
0
S(V) = 0
_ 0 Um
m V1 + 0o

Apres calculs (une étude du polynéme caractéristique) on trouve :

_ _ [ Pm | Pm_
SP(A(V))—{um,um 4pm,um+ 4pm}'

Donc d’apres la proposition 3.10 A(V) est symétrisable sauf dans le cas critique ou p,, =0. D’ou le
théoreme. O

Remarque 3.2. La définition des états admissibles D est compatible avec la condition : pour k =
1,2 0 < ai < 1. On peut montrer en utilisant 'égalité des pressions et que a) + a2 = 1 qu'on a la
relation : ,
ararPi
A = 5 — 5 —-
aja1p1 + a,az02

Remarque 3.3. Soit D une matrice diagonale et P une matrice inversible tel qu A(V) = P"'DP. Soit
So :='PP. Alors Sy est une matrice permettant de symétriser le systéme (28). En effet :
Soit X € R3\ {0}. Alors :

'XSyX ="(PX)PX
=||PX]?

>0 car P est inversible.

Donc Sy est symétrique définie positive. Et on a bien grdce a cette définition Sy A qui est symétrique.

La remarque suivante donne une expression de Sy. On s’apercoit que celle-ci est assez lourde et
difficilement manipulable, mais nous verrons dans la derniere partie de ce rapport que 'important
est essentiellement son existence et non son expression.



19

Remarque 3.4. On résout les systemes linéaires adéquats pour trouver les vecteurs propres de A(V) et
donc déterminer une matrice de passage. On trouve pour P! :

a% l/1 l/1
az
So(V):= 2
o(V):= Pm Pm
4pm 40m
On calcul alors :
21/2 21/2
2 2 2 2 0
al l}g—dzl}l 612121—6111}2
i 2a§ Zaf 40m
Pi= 2| 2div1-2afv, 2d2v,-2a51 Pm
2d5 2a? 4pm
2a§v1—2afv2 2afv2—2a§v1 Pm
En multipliant par sa transposéeon a :
4(1/% + 1/2) —Z(ag v+ af U2)2 —Z(ag V1 +a§v2)2
2 2y, Pm 2 Pm 2
So(V) = 1 —2(a2V1+a1 v2) (a2+a )+4pm(a1 vy — azvl) (az+al)—4pm(a1 vz—azvl)

4(a? vy — a2 vy)?
1 2 Pm
(@B —ain)? (@ +ad)+ —(aPvy - ain)?

—2(a5v1 +ajvy)?® (a5 +aj) - 1p
m

4pm

4 Systeme asymptotique avec prise en compte de la gravité

Nous allons maintenant déterminer un systeme asymptotique pour le méme probléeme, mais
cette fois-ci en tenant compte de la force de gravitation (Cas étudié dans le cadre incompressible
dans [3]) i.e. des termes en rouges dans (3). Cela nous ramene donc a revoir les calculs impliquant
cette équation.

Tout d’abord, la proposition 3.3 devient :

Proposition 4.1. Sous les hypothéses 2.1 et2.2,0ona:

0;p1= —pkg+2€u(1)azz wy +0(€?) (29)
0;p2 = —pkg+2€ugazzw2 +0€?) (30)
Démonstration. Reprendre exactement la preuve de 3.3. O

La modification de I'égalité dans 3.3 nous amene a regarder les conséquences sur les propositions
qui en découlent. Il se trouve que la seule proposition qui la fait intervenir est la proposition 3.9 qui

nous dit :
a2

2(a1u2 + az,ul)
La prise en compte de la gravité va rajouter un terme dans I'égalité précédente, la question est de
savoir quel est son ordre de grandeur. En effet, si cet ordre n’était pas au moins en @ (¢) le corollaire

3.2 disant que p; — p2 = O(€) ne serait plus vrai et alors cela changerait le systéme final. Nous allons
voir que ¢a n'est pas le cas.

(p1—p2) + O ().
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4.1 FEtablissement du systeme limite
Nous avons la proposition suivante pour le systeme asymptotique :

Proposition 4.2. Le systeme asymptotique vérifié par le systéeme initial avec prise en compte de la force
de gravitation est le méme que celui vérifié sans prise en compte, a savoir le systeme (28).

La preuve de cette proposition consiste essentiellement a reprendre les calculs de la deuxieme partie
de ce rapport, le seul probleme se pose lorsque I'on démontre la proposition 3.9 qui nous sert a avoir
I'estimation en @ (¢) de p, — p,. On doit donc regarder si cette estimation tient toujours lorsque I'on
rajoute la gravité.

Proposition 4.3. On a toujours sous les hypothese de la section 3 U'approximation' p, — p,, en prenant
en compte la force de gravitation dans le systéme initial.

Démonstration. Enreprenant les calculs de la proposition 3.9, on obtient avec le rajout du terme de
gravité :

(pr—P2) =

ea; prea; € z
&f f pl(s)dsdz—&f p2(s)dsdz
ai Jo z €

€ €Ay Jea, Jea;

0 0
+2(/~t1a2 +,u2a1

)w1+@’(€).
a1

Montrons donc : £~ Oea1 fzml p1(s)dsdz— Lo ffm fezal p2(s)dsdz =0 (€).

€ay [4¢%]
C’est équivalent 2 montrer que a; fowl fzwl p1(8)dsdz— ay f:al fezal p2(8)dsdz = O (e?).

Ona:
€a) reay €ay S
f f pl(s)dsdz=/ f p1(s)dzds
z=0 Js=z s=0 Jz=0

€a
= p1(s)sds
0

S=

De la méme manieére :

€ Z €
f f pg(s)dsdz:f p2(s)(s—e)ds
ea; Jea, S=ea

On adonc, en utilisantque a; < 1:

€a; rea; € z
agf f Pl(s)dsdz—alf p2(s)dsdz
0 z €

a) Jea;

= +

€y
f p1(s)sds
s=0

f p2(s)(s—e)ds

=€a

en utilisant le fait que les masses volumiques sont bornées :

SM( +

€a)
f sds
s=0

< 2Me?.

€
f (s—e)ds
s=€ea;

On a bien montré que p, — p, =0 (€).

5 Discussion

5.1 Autour des solutions du systeme limite

I s’agit maintenant de discuter autour de la régularité des solutions de notre systeme final. On
dispose dans le cas de systemes hyperboliques symétrisables de théoremes d’existence de solutions
(c.f [6]) réguliéres en temps court :
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Théoreéme 5.1. Soit un systeme, comme précédemment de la forme :

{ 0, U+YY_ 0y, fr(U) = S(U) ©

U, =Uo

Alors pour S de classe €*°, s> g +1etUyce HS®R?Y) ona T >0 ainsi que existence et unicité d'une
solution u € €°([0, T'], H*(R%)) de (C).

Mais dans le cadre de notre modeéle final, [7] nous donne méme existence globale de solution ré-
guliére, il faut montrer que le systéme vérifie certaines propriétés supplémentaires (condition de
Kawashima, Condition (K), lemmes 2 et 3 p.110.).

5.2 Lecasdeladimension 2

Dans le cadre de la dimension 2, nous avons dit que la proposition 3.10 n’était plus valable,
cependant nous gardons la symétrisabilité grace a la notion de couple entropie/flux d’entropie. Soit
un systéme de la forme :

0:(U) +0x(f()) = S(U) (C,

ol f:DcRN —R.

Definition 5.1. On dit que (1, F) est couple entropie-flux d’entropie pour (C') sin € €*([RY,R) est une
fonction strictement convexe (a sens oii sa hessienne est symétrique définie positive) et si 'V F(U) =
7 (m) W)V (f)(U) pour tout U dans Q.

Proposition 5.1. Un systeme de la forme (C') est symétrisable si et seulement si il admet un couple
entropie-flux d’entropie.

Remarque 5.1. Pour des compléments et preuves sur ces théorémes, voir [5].

Lenjeu est donc de montrer que le systeme admet un couple entropie-flux d’entropie via des calculs
qui resteront valable en dimension 2, c’est la que nous allons introduire 1'énergie du systeme et
regarder les équations qu’elle vérifie, car ce sera notre candidat pour I'entropie 7.

(1P, + azp,) b,

Théoreme5.2. On définitE,, := 5 + a%alﬁl + ag a2p,. Elle est appelée énergie associée

a (28) et vérifie les propriétés suivantes :
» Ep, est convexe par rapport aux variables py, et p,um
o Ep, vérifie: 0, Ep + 0x(UmEm) + 0x(Um (@ @10, + a5a2p,)) = —Kmu?, < 0.
o E,, estuneentropie d’un couple entropie-flux d’entropie associé a (28), avec comme flux associé
U (Em + a2, p, + a5a2p,)

Cette énergie et les calculs autour s’étendent lors d'un passage asymptotique de la 3D ala 2D. Cela
permet de garder le caractére hyperbolique bien posé de (28) lorsqu’il devient un systéme 2D.
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