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la théorie des faisceaux, application à la
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1.3 Algèbre finie et entière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.4 Extension de corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Introduction

La géométrie algébrique est une discipline des mathématiques qui étudie des objets géomé-
triques et les relations algébriques entre ces objets. Historiquement, les grecs sont les premiers
à utiliser la géométrie pour répondre à des problèmes algébriques notamment les courbes algé-
briques comme solutions d’équations. Cependant, la naissance de la géométrie algébrique et de la
géométrie différentielle s’effectue plutôt au XVIe siècle sous l’impulsion de Descartes et Fermat
qui introduisent les coordonnées cartésiennes. Celles-ci permettent de résoudre des problèmes
d’un point de vue algébrique ou géométrique en donnant un procédé qui traduit les relations
entre les points du plan en équations sur les coordonnées. Cette période voit aussi l’introduction
intuitive en faible dimension des premiers objets de géométrie algébrique : les courbes et les
plans. Ces derniers sont ainsi caractérisés par des équations polynomiales de faible degré. Les
problèmes d’intersection de courbes commencent à être étudiés bien que cette notion ne soit
pas définie clairement. Ainsi, au XVIIIe siècle, Maclaurin est le premier à conjecturer que le
nombre de points d’intersection des courbes P (x, y) = 0 et Q(x, y) = 0 doit être égal au produit
des degrés de ces courbes. Euler s’empare de ce problème mais rencontre des difficultés liées
aux racines multiples, points imaginaires et points à l’infini. Vers 1765, Etienne Bézout, sans
tenir compte des interrogations d’Euler, démontre le résultat que l’on connâıt désormais sous le
nom de “théorème de Bézout”. Par la suite, la géométrie algébrique se transforme au XIXe siècle
grâce à Desargues qui, s’inspirant de la notion de perspectives, ajoute une “droite à l’infini” au
plan réel pour former la géométrie projective. Cette nouvelle géométrie permet de reformuler et
de préciser les résultats classiques de géométrie algébrique et notamment le théorème de Bézout.
Kronecker est le premier, vers 1860, à donner une définition précise des notions de dimension,
variété ou d’irréductibilité qui jusqu’ici n’étaient utilisées qu’en faible dimension avec une ap-
proche intuitive. C’est seulement à partir du début du XXe siècle qu’a lieu la transformation de
la géométrie algébrique qui lui donne la forme qu’on lui connâıt actuellement. En effet, Poincaré
travaille en 1895 sur la topologie algébrique et invente les concepts de complexes et de groupes
d’homologies et étudie leurs applications aux variétés algébriques. La géométrie algébrique va
petit à petit perdre sa forme intuitive pour une approche plus abstraite motivée par le dévelop-
pement de l’algèbre abstraite et des structures algébriques (groupes, corps, anneaux, ...) au XXe

siècle. A cette époque, il devient fondamental de développer la théorie des corps commutatifs
pour généraliser les raisonnements classiques sur les corps réel et complexe. En effet, dans leurs
travaux de 1882, Dedekind et Weber font l’hypothèse que le corps sur lequel ils travaillent est
algébriquement clos. C’est ainsi qu’en 1910, Steinitz définit le degré de transcendance et montre
l’existence de la cloture algébrique. Ces résultats auront un vrai impact en géométrie algébrique
car le théorème des zéros de Hilbert (ou Nullstellensatz) a pour hypothèse le fait que le corps soit
algébriquement clos. De plus, la généralisation des théorèmes de géométrie algébrique conduira
André Weil à définir les variétés algébriques abstraites en 1946. A la même époque, les liens
entre géométrie et algèbre deviennent plus évidents et notamment la correspondance variétés
algébriques affines - idéaux de k[X1, ..., Xn]. En 1950, Zariski munit les variétés algébriques
d’une topologie (“topologie de Zariski”) qui fait de l’espace un espace quasi-compact mais non
séparé en général. La révolution de la géométrie algébrique s’effectue vers 1950 et est initiée
par Jean Leray qui introduit les faisceaux et la cohomologie des faisceaux. Ceux-ci sont d’abord
utilisés en géométrie analytique par Cartan et Serre qui généralisent les résultats obtenus précé-
demment. Ainsi, dans son célèbre article Faisceaux algébriques cohérents ([Ser55]), Serre étend
aux variétés algébriques les résultats de cohomologie des faisceaux (cohomologie de Čech) en
se limitant aux faisceaux cohérents. C’est en 1955 que se généralise le recours aux langages des
catégories et, en 1957, Grothendieck entreprend un chantier de généralisation de la géométrie
algébrique (travaux publiés sous le nom d’Eléments de Géométrie Algébrique) en travaillant sur
des anneaux commutatifs sans hypothèses supplémentaires. Grothendieck définit ainsi la notion
de schéma en utilisant le spectre d’un anneau muni de la topologie de Zariski. Il considère
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également comme faisceaux les OX -modules quasi-cohérents plus généraux que les faisceaux
cohérents introduits par Serre. Le dictionnaire de correspondance géométrie-algèbre prend son
sens en associant à chaque point x d’un schéma X, un anneau local OX,x. Ces différents points
de vue se retrouvent lors des raisonnements où l’on possède deux visions duales pour traiter un
problème.

1 Algèbre commutative

Dans cette section, on travaille exclusivement sur des anneaux commutatifs, on s’appuiera
principalement sur [Duc15] et [Eis95] pour les rappels d’algèbre commutative qui vont suivre.
En effet, comme vu dans l’introduction, à cause de la correspondance algèbre-géométrie, il
est nécessaire de maitriser les principaux concepts d’algèbre avant de débuter la géométrie
algébrique.

1.1 Théorie des anneaux et des modules

Les notions de base de théorie des anneaux (définitions, intégrité, idéaux, ...) ne sont pas
rappelées mais sont disponibles dans le chapitre 0 de [Eis95]. Cette première sous-section a pour
vocation d’énoncer les propriétés importantes des idéaux, d’introduire les propriétés universelles
du quotient et du localisé et de définir les modules sur des anneaux.

Définition 1.1.1 (Idéal premier). Soit A un anneau, un idéal I ⊂ A est premier si

1. I est strict c’est-à-dire I ( A.

2. ∀a, b ∈ A, ab ∈ I ⇒ a ∈ I ou b ∈ I.

Définition 1.1.2 (Spectre d’un anneau). Soit A un anneau, on appelle spectre de A et on note
Spec(A) l’ensemble des idéaux premiers de A.

Exemple 1.1.3. Spec(Z) = {(0)} ∪ {pZ, p premier}.

Définition 1.1.4 (Idéal maximal). Soit A un anneau, un idéal I ⊂ A est maximal si

1. I est strict c’est-à-dire I ( A.

2. Si J est un idéal de A tel que I ⊂ J alors I = J ou J = A.

Proposition 1.1.5. Soient A un anneau et I un idéal de A alors

1. I est premier si et seulement si A/I est intègre.

2. I est maximal si et seulement si A/I est un corps.

Le théorème suivant assure l’existence d’idaux maximaux dans un anneau non nul et se
montre en admettant l’axiome du choix et en utilisant le lemme de Zorn ([AM69], I, corollaire
1.4).

Théorème 1.1.6 (Krull). Soient A un anneau et I un idéal strict de A, il existe un idéal
maximal de A contenant I.

Les propositions 1.1.7 et 1.1.8 sont les propriétés universelles du quotient et du localisé. La
notion de propriété universelle sera expliquée en section 2.1 avec le lemme 2.1.12 et la remarque
2.1.14.
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Proposition 1.1.7 (Propriété universelle du quotient). Soient A et B des anneaux, I un idéal
de A et φ un morphisme de A → B, ∃!ψ : A/I → B tel que le diagramme suivant commute.

A

π

��

φ // B

A/I

ψ

==|
|

|
|

Proposition 1.1.8 (Propriété universelle du localisé). Soient A et B des anneaux, S une
partie multiplicative de A et φ un morphisme de A→ B, ∃!ψ : S−1A→ B tel que le diagramme

suivant commute. A

π
��

φ // B

S−1A

ψ

<<y
y

y
y

Le prochain lemme est un résultat sur la localisation d’un anneau de polynômes et nous
servira par la suite.

Lemme 1.1.9. Soit P ∈ k[X]∗ alors l’anneau k[X](P ) n’est pas un corps.

Démonstration. Posons Q = 1 + XP et supposons que k[X](P ) soit un corps. Alors Q est
inversible donc il existe Q′ ∈ k[X] tel que (1 + XP )Q′ = Pn. Quitte à poser Q′ = PmQ′′, on
peut supposer n minimal et P - Q′. De plus, par un argument de degré, n ≥ 1 et comme P et
1 + XP sont premiers entre eux, par lemme de Gauss, P |Q′ ce qui contredit la minimalité de
n.

Définition 1.1.10 (Idéal de type fini). Un idéal est de type fini s’il est engendré par un nombre
fini d’éléments.

Exemple 1.1.11. Soit x ∈ R, l’idéal I = {P ∈ R[X], P (x) = 0} est de type fini car R[X] est
principal.

On rappelle la propriété suivante qui sera utilisée par la suite.

Proposition 1.1.12. Soient n ∈ N∗ et k un corps alors l’anneau k[X1, ..., Xn] est factoriel.

Définition 1.1.13 (Anneau noethérien). Un anneau est dit noethérien si tous ses idéaux sont
de type fini.

Exemple 1.1.14.

1. Un corps est noethérien car ses idéaux sont triviaux.

2. Un anneau principal est noethérien car ses idéaux sont engendrés par un seul élément.

Les anneaux locaux sont des cas particuliers d’anneaux ayant une importance en géométrie
algébrique.

Définition 1.1.15 (Anneau local). Soit A un anneau, il y a équivalence entre
— A possède un unique idéal maximal.
— A\A× est un idéal de A.

Si l’une des propositions précédentes est vérifiée on dira que A est local.

Exemple 1.1.16. Soit k un corps, k possède (0) comme unique idéal maximal donc est local.

Définition 1.1.17 (Corps résiduel). Soit A un anneau local d’idéal maximal m, le corps A/m
est appelé corps résiduel de A.
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Les modules sont un concept qui généralisent les espaces vectoriels car ils sont définis sur
des anneaux et non plus sur des corps.

Définition 1.1.18 (Module sur un anneau). Soit A un anneau, un groupe abélien (M,+) est
appelé A-module s’il est muni d’une loi . : A×M →M telle que ∀a, b ∈ A, ∀x, y ∈M ,

1. a.(x+ y) = a.x+ a.y,

2. (a+ b).x = a.x+ b.x,

3. (ab).x = a.(b.x),

4. 1A.x = x.

Exemple 1.1.19. Si A est un corps, les A-modules sont en fait les A-espaces vectoriels.

Définition 1.1.20 (Module de type fini). Un A-module M est de type fini si

∃(x1, ..., xn) ∈Mn tel que M =

n∑
i=1

Axi.

Exemple 1.1.21. Z2 est un Z-module de type fini engendré par (0, 1) et (1, 0).

La notion de produit tensoriel de modules est définie de la même manière que pour les
espaces vectoriels et il existe également une propriété universelle correspondante.

Proposition 1.1.22 (Propriété universelle du produit tensoriel de deux modules). Soient M ,
N et L des A-modules et φ un morphisme de M × N → L, ∃!ψ : M ⊗A N → L tel que le

diagramme suivant commute. M ×N

π

��

φ // L

M ⊗A N

ψ

;;v
v

v
v

v

Remarque 1.1.23. M ⊗A N est engendré comme A-module par les tenseurs purs m ⊗ n où
(m,n) ∈M ×N .

Exemple 1.1.24. Grâce au théorème de Bézout, on montre que si p et q sont premiers entre eux
alors Z/pZ⊗Z Z/qZ = 0.

1.2 Anneaux et modules gradués

L’utilisation d’anneaux gradués ou de modules gradués et notamment le fait de décaler la
graduation est une technique courante utilisée pour le calcul de suites exactes.

Définition 1.2.1 (Anneau gradué). Un anneau R est dit gradué s’il est muni d’une décompo-
sition en somme directe de groupes abéliens : R =

⊕
n∈Z

Rn tel que ∀i, j ∈ Z, RiRj ⊂ Ri+j .

Remarque 1.2.2. Un élément de Ri est dit homogène, s’il est non nul alors l’indice i est unique
et est appelé son degré.

Exemple 1.2.3. L’anneau k[X0, ..., Xn] est muni naturellement d’une structure d’anneau gradué.
En effet, en notant Sd l’espace des polynômes homogènes de degré d, k[X0, ..., Xn] =

⊕
d∈N

Sd.

L’exemple précédent définit l’espace vectoriel des polynômes homogènes de degré d et sa
dimension est donnée par la proposition ci-dessous.

Proposition 1.2.4. Soient (n, d) ∈ N2 alors dimk Sd =
(
n+d
n

)
.
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Démonstration. Comme Sd = V ectk({Xα0
0 ...Xαn

n , α0 + ... + αn = d}), on introduit Adn =
{(α0, ..., αn) ∈ [[0, d]]n, α0 + ...+ αn = d}. Ainsi, il est évident que dimk Sd = Card(Adn).

L’égalité Card(Adn) =
(
n+d
n

)
se montre par récurrence sur n ∈ N. En effet, le cas n = 0

est évident et, si n ∈ N, comme Adn+1 =
d⋃

αn+1=0
A
d−αn+1
n , en passant aux cardinaux il vient

Card(Adn+1) =
d∑
k=0

(
n+k
n

)
=
(
n+d+1
n+1

)
. La dernière égalité se montre par récurrence en utilisant

la formule de Pascal.

Définition 1.2.5 (Module gradué). Soit R une k-algèbre graduée, un R-module M est dit
gradué s’il est muni d’une décomposition M =

⊕
n∈Z

Mn où les Mn sont des sous-k-espaces

vectoriels de M tels que ∀p, q ∈ Z2, RpMq ⊂Mp+q.

Remarque 1.2.6. Un morphisme φ : M → N de R-modules gradués est dit homogène de degré
d si ∀n ∈ N, φ(Mn) = Nd+n.

Définition 1.2.7 (Graduation décalée). Soit M =
⊕
n∈Z

Mn un R-module gradué et d ∈ Z, on

appelle R-module gradué décalé le module M(d) = M mais avec la graduation M(d)n = Md+n.

1.3 Algèbre finie et entière

Dans cette sous-section, A désigne un anneau commutatif, la notion d’algèbre sur un anneau
généralise celle d’algèbre sur un espace vectoriel.

Définition 1.3.1 (Algèbre sur un anneau). Soit B un A-module. B est une A-algèbre s’il est
muni d’une loi de composition interne . : B ×B → B bilinéaire.

Définition 1.3.2 (Algèbre finie). Soit B une A-algèbre, on dit que B est finie si B est de type
fini comme A-module.

Exemple 1.3.3. C est une R-algèbre finie engendrée par 1 et i.

Définition 1.3.4 (Elément entier, Algèbre entière). Soit B une A-algèbre et x ∈ B, on dit que
x est entier sur A si l’une des propositions équivalentes suivantes est vérifiée.

— ∃P ∈ A[X] unitaire tel que P (x) = 0.
— La A-algèbre A[X] est finie.
— Il existe une sous-algèbre finie C de B contenant x.

B est entière si ∀x ∈ B, x est entier sur A.

Exemple 1.3.5. R est une Q-algèbre et
√

2 est entier sur Q car annule le polynôme X2− 2 mais
R n’est pas entière sur Q (π n’est pas entier sur Q).

Lemme 1.3.6. Si A ⊂ B sont deux anneaux intègres tels que B soit entier sur A alors A est
un corps si et seulement si B l’est.

Démonstration. Supposons que A soit un corps. Soit x ∈ B∗, comme x est entier sur A, il existe
n ≥ 1 et (a1, ..., an) ∈ An tels que xn + a1x

n−1 + ... + an = 0. Or, comme x est non nul, le
polynôme P = Xn+ ...+an est non nul donc, par intégrité de B, il existe p ∈ N∗ tel que ap 6= 0
et xp + ...+ ap = 0. De plus, ap ∈ A∗ est inversible. En posant y = −(xp−1 + ...+ ap−1)a−1

p , x
est inversible d’inverse y.

Supposons maintenant que B soit un corps, pour x ∈ A∗ ⊂ B, il existe y ∈ B∗ tel que xy = 1.
Or, y est entier surA donc il existe n ≥ 1 et (a1, ..., an) ∈ An tels que yn+a1y

n−1+...+an = 0. De
la même manière que précédemment, il existe p ∈ N∗ tel que ap 6= 0 et yp+a1y

p−1 + ...+ap = 0.
En multipliant cette dernière égalité par xp−1, on obtient que y ∈ A.
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1.4 Extension de corps

Les extensions de corps et plus particulièrement les clôtures algébriques permettent d’assurer
l’existence de racines de polynômes en augmentant le corps de base.

Définition 1.4.1 (Extension de corps). Soit k un corps, une extension de k est un corps L
muni d’un morphisme de corps i : k ↪→ L.

Exemple 1.4.2. Q ↪→ R.

Définition 1.4.3 (Extension finie). Soit k ↪→ L une extension de corps, on dit que L est une
extension finie de k si L est un k-espace vectoriel de dimension finie.

Exemple 1.4.4.

1. C est un R-espace vectoriel de dimension 2.

2. R n’est pas une extension finie de Q.

Définition 1.4.5 (Extension algébrique). Soit k ↪→ L une extension de corps, x ∈ L est
algébrique sur k s’il est entier sur k, dans le cas contraire x est dit transcendant. L est une
extension algébrique de k si tous ses éléments sont algébriques sur k.

Définition 1.4.6 (Clôture algébrique). Soit k ↪→ L une extension algébrique de corps, on dit
que L est une clôture algébrique de k si tout polynôme à coefficients dans L de degré supérieur
ou égal à 1 admet au moins une racine dans L.

Exemple 1.4.7. C est une clôture algébrique de R.

Le théorème suivant assure l’existence et l’unicité de la clôture algébrique d’un corps (ce
résultat est disponible chez [Lan02], V, §2, théorème 2.5 et corollaire 2.9).

Théorème 1.4.8 (Steinitz).

1. Tout corps possède une clôture algébrique.

2. Deux clôtures algébriques d’un corps k sont reliées par un isomorphisme laissant inva-
riant les éléments de k.

Remarque 1.4.9. Une clôture algébrique d’un corps k a le même cardinal que k si k est infini
et est dénombrable sinon ([Lan02], V, §3).

Notation 1.4.10. Si k est un corps, on note k̂ une clôture algébrique de k.

2 Théorie des catégories et théorie des faisceaux

Dans cette section on présente la théorie des faisceaux et des catégories en accord avec
[Duc15] et [Gro57]. Cette formalisation permet dans un premier temps de comprendre la notion
de propriétés universelles et sera utile en géométrie algébrique pour introduire les variétés
algébriques.

2.1 Théorie des catégories

Définition 2.1.1 (Catégorie). Une catégorie C est une classe d’objets, avec la donnée pour
A,B ∈ C d’un ensemble Hom(A,B) et ∀A,B,C ∈ C, d’une application de composition des
morphismes de Hom(A,B)×Hom(B,C)→ Hom(A,C) associative et telle que ∀A ∈ C, il existe
IA ∈ Hom(A,A) un élément neutre pour la composition des morphismes.

7
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Exemple 2.1.2. Les catégories usuelles sont désignées par Ens : ensemble, Gp : groupe, Ab :
groupe abélien, Ann : anneau et Top : espace topologique.

Définition 2.1.3 (Catégorie opposée). Soit C une catégorie, on définit la catégorie opposée
de C : Cop par la catégorie ayant les mêmes objets que C et où ∀A,B ∈ Cop, Hom(A,B)op =
Hom(B,A).

Définition 2.1.4 (Foncteur). Soient C et D deux catégories, un foncteur covariant F : C→ D
est la donnée d’une fonction qui à un objet A ∈ C associe un objet F (A) ∈ D et d’une fonction
qui à un morphisme u : A→ B de C associe un morphisme F (u) : F (A)→ F (B) de D tel que
F (IA) = IF (A) et F (u ◦ v) = F (u) ◦F (v). Un foncteur contravariant de C→ D est simplement
un foncteur covariant de Cop → D.

L’exemple qui suit introduit des foncteurs particuliers appelés foncteurs associés à un objet
qui auront une utilité pour la définition de la représentation d’un foncteur.

Exemple 2.1.5.

1. Les foncteurs d’oublis envoient des objets d’une catégorie dans une autre en oubliant
certaines propriétés (Ann vers Gp, Top vers Ens, ...).

2. Soit C une catégorie et X ∈ C on appelle foncteur associé à X le foncteur hX qui
envoie un objet Y ∈ C sur l’ensemble des morphismes de X vers Y et une flèche f ∈
HomC(Y, Y ′) sur l’application HomC(X,Y ) → HomC(X,Y ′)

g 7→ f ◦ g
.

Définition 2.1.6 (Propriétés des foncteurs). Soient C et D deux catégories, un foncteur co-
variant F : C→ D est dit fidèle (resp. plein, resp. pleinement fidèle) si

∀X,Y ∈ C, HomC(X,Y ) → HomD(F (X), F (Y ))
f 7→ F (f)

est injective (resp. surjective, resp. bijective).

Exemple 2.1.7.

1. Le foncteur d’oubli de Ab vers Gp est pleinement fidèle.

2. Le foncteur d’oubli de Gp vers Ens est fidèle mais pas plein.

Définition 2.1.8 (Morphisme de foncteurs). Soient C et D deux catégories, F,G : C → D
deux foncteurs covariants. Un morphisme de foncteurs φ : F → G est la donnée ∀X ∈ C d’un
morphisme φ(X) : F (X) → G(X) de D tel que ∀Y ∈ C,∀f ∈ HomC(X,Y ), le diagramme

suivant soit commutatif. F (X)

F (f)

��

φ(X) // G(X)

G(f)

��
F (Y )

φ(Y ) // G(Y )

Définition 2.1.9 (Isomorphisme de foncteurs). Soient C et D deux catégories, F,G deux
foncteurs de C→ C, φ : F → G est un isomorphisme s’il existe ψ : G→ F tel que ψ ◦ φ = IdF
et φ ◦ ψ = IdG. De plus, φ est un isomorphisme si et seulement si ∀X ∈ C, φ(X) est un
isomorphisme.

Définition 2.1.10 (Équivalence de catégories). Soient C et D deux catégories et F : C→ D.
F est une équivalence de catégorie s’il existe G : D→ C tel que F ◦G ∼= IdC et G ◦ F ∼= IdD.

La définition de la représentation des foncteurs et le lemme 2.1.12 explique l’existence de
propriétés universelles.
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Définition 2.1.11 (Foncteur représentable). Soit C une catégorie, un foncteur F : C→ Ens
est dit représentable s’il existe un objet X ∈ C et un isomorphisme tel que hX ∼= F .

Lemme 2.1.12 (Yoneda). Soient C une catégorie, X ∈ C, F un foncteur de C vers Ens et
ε ∈ F (X). On appelle φε le morphisme de foncteurs de hX → F défini par, si f ∈ hX(Y ),
f 7→ F (f)(ε). Soit ψ un morphisme de hX → F alors il existe un unique ε ∈ F (X) tel que
ψ = φε.

Remarque 2.1.13.

1. En fait, ε = ψ(X)(IdX).

2. On dit que (X, ε) est un représentant de F (deux représentants (X, ε) et (Y, η) sont
canoniquement isomorphes).

Démonstration. On commence par montrer l’unicité. Soit ε tel que ψ = φε, alors ψ(X)(IdX) =
φε(X)(IdX) = F (IdX)(ε) = IdF (X)(ε) = ε d’où l’unicité.

Soit ε = ψ(X)(IdX), il reste à montrer que ψ = φε. Soient Y ∈ C et f ∈ hX(Y ), comme f est

un morphisme de foncteurs, le diagramme suivant est commutatif. hX(X)

ψ(X)

��

hX(f) // hX(Y )

ψ(Y )

��
F (X)

F (f) // F (Y )

De

plus, hX(f)(IdX) = f et par définition de ε, ψ(X)(IdX) = ε. Ainsi, par commutativité du
diagramme, ψ(Y )(f) = F (f) ◦ ψ(X)(IdX) = F (f)(ε) = φε(Y )(f) ce qui achève la démonstra-
tion.

Remarque 2.1.14. Cette notion est la notion usuelle de propriété universelle dont on donne
quelques exemples :

1. Propriété universelle du quotient : Soient A un anneau et I un idéal de A, alors le
foncteur F : Ann → Ens

B 7→ {f ∈ Hom(A,B) tel que f(I) = 0}
est représentable par le

couple (A/I, π : A→ A/I).

2. Propriété universelle du localisé : Soient A un anneau et S une partie multiplicative de
A, le foncteur F : Ann → Ens

B 7→ {f ∈ Hom(A,B) tel que ∀s ∈ S, f(s) ∈ B×}
est repré-

sentable par le couple (S−1A, π : A→ S−1A).

3. Propriété universelle du produit tensoriel de deux modules : Soient M et N deux A-
modules, le foncteur F : A−Mod → Ens

P 7→ BilA(M ×N,P )
est représentable par le

couple (M ⊗A N, (m,n) 7→ m⊗ n). Les élements m ⊗ n sont appelés tenseurs purs et
engendrent M ⊗A N .

Définition 2.1.15 (Diagramme). Un diagramme D dans une catégorie C est la donnée d’une
famille (Xi)i∈I d’objets de C et pour i, j ∈ I d’un ensemble Ei,j de flèches de Xi → Xj .

Définition 2.1.16 (Morphisme de diagramme). Soit Y ∈ C, un morphisme de D → Y est la
donnée d’une famille (ai : Xi → Y )i telle que ∀f ∈ Ei,j , aj ◦ f = ai. On note HomC(D , Y )
l’ensemble de ces morphismes.

Définition 2.1.17 (Limite inductive/projective). Soit D un diagramme de C, si le foncteur
F : C→ Ens défini par Y 7→ HomC(D , Y ) est représentable, son représentant est appelé limite
inductive de D et est noté lim−→D . La limite projective de D : lim←−D est la limite inductive de D
dans Cop.
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Remarque 2.1.18. Propriété universelle de lim−→D : Xi

λi

""DDDDDDDDD

φi

��2
222222222222222
fij // Xj

λj

||zzzzzzzz

φj

�����������������

lim−→D

u

��
Y

Exemple 2.1.19.

1. Si X,Y ∈ Ens, la limite inductive du diagramme D : X Y existe si et seulement si
X
⋃
Y existe et, dans ce cas, lim−→D = X

⋃
Y .

2. Si X,Y ∈ Ens, la limite projective du diagramme D : X Y existe si et seulement si
X × Y existe et, dans ce cas, lim←−D = X × Y .

2.2 Faisceaux et préfaisceaux

La théorie des faisceaux est très utile en géométrie pour traiter des problèmes de recolle-
ment (recollement de fonctions C∞ cöıncidant sur leurs intersections, recollement de fonctions
holomorphes, ...). Dans cette section, on désignera par X un espace topologique et C l’une des
catégories suivantes : Ens, Gp, Ann, A−Mod ou A−Alg (A est un anneau). On commence
par définir les préfaisceaux puis on définira la notion plus intéressante mais plus contraignante
de faisceaux.

Définition 2.2.1 (Préfaisceau). Soit OuvX la catégorie dont les objets sont les ouverts de X
et les flèches les inclusions, un préfaisceau F est un foncteur contravariant de OuvX → C. Soit
U ∈ OuvX , on appelle sections de F sur U les éléments de F (U) et, si V ⊂ U et i : V ↪→ U ,
on note rU→V : F (U)→ F (V ) le morphisme de restriction qui est l’image de i par F .

Notation 2.2.2. La catégorie des préfaisceaux sur X est notée PrefX .

Exemple 2.2.3.

1. Soit E un ensemble, le foncteur U 7→ E est un préfaisceau appelé préfaisceau constant
associé à E.

2. Le foncteur U 7→ C∞(U,R) est un préfaisceau de R-algèbres.

3. Le foncteur U 7→H (U,C) est un préfaisceau de C-algèbres.

Définition 2.2.4 (Fibre de F en x). Soient F un préfaisceau sur X et x ∈ X, notons V
l’ensemble des voisinages ouverts de x. Le diagramme D = ((F (U))U∈V , (rU 7→V )V⊂U ) admet
une limite inductive qui est appelée fibre de F en x et notée Fx.

Remarque 2.2.5. Une manière de visualiser Fx est de la considérer comme le quotient des
couples (U, s), où U est un voisinage ouvert de x et s une section de F sur U , par la relation
(U, s) ∼ (V, t) si et seulement si il existe un voisinage W de x dans U∩V tel que s et t cöıncident
sur W .

Définition 2.2.6 (Morphisme de préfaisceaux). Si F ,G ∈ PrefX , un morphisme de F → G
est la donnée ∀U ⊂ X d’un morphisme φU : F (U) → G (U) tel que le diagramme suivant

commute. F (U)

rU→V

��

φU // G (U)

rU→V

��
F (V )

φV // G (V )
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Exemple 2.2.7.

1. Soit φ : F → G un morphisme de préfaisceaux, le préfaisceau Im(φ) est défini par
U 7→ Im(F (U)→ G (U)).

2. Avec les mêmes notations que précédemment, on définit le préfaisceau Ker(φ) par U 7→
Ker(F (U)→ G (U)).

3. Si D est un diagramme de préfaisceaux, U 7→ lim−→D(U) et U 7→ lim←−D(U) sont des
préfaisceaux.

4. Soient f : Y → X continue et G un préfaisceau sur Y alors U 7→ G (f−1(U)) définit un
préfaisceau noté f∗G .

5. Soient F préfaisceau sur X et V ⊂ Y . En notant εV l’ensemble des voisinages ouverts
de f(V ) et DV = ((F (U))U∈εV , (rU → rU ′)U ′⊂U ) alors f−1F : V 7→ lim−→DV est un
préfaisceau.

La notion qui suit est fondamentale car elle permet de savoir à quelles conditions le recol-
lement de sections est possible et parce qu’il est possible de transformer tout préfaisceau en
faisceau par la proposition 2.2.10.

Définition 2.2.8 (Faisceau). Un préfaisceau F sur X est un faisceau si ∀U ⊂ X, ∀U =
⋃
i∈I

Ui,

∀(si)i∈I ∈
∏
i∈I

F (Ui) tel que ∀(i, j), si|Ui∩Uj
= sj|Ui∩Uj

, ∃!s ∈ F (U) telle que ∀i ∈ I, s|Ui
= si.

Exemple 2.2.9.

1. Le préfaisceau U 7→ C∞(U,R) est un faisceau de R-algèbres.

2. Le préfaisceau U 7→H (U,C) est un faisceau de C-algèbres.

Proposition 2.2.10 (Faisceautisation). Soit F un préfaisceau sur X, le foncteur covariant

FaiscX → Ens
G 7→ HomPrefX (F ,G )

est représentable par un couple (F̂ , π : F → F̂ ). F̂ est un faisceau appelé le faisceautisé de
F .

La construction explicite du faisceautisé est expliquée chez [Duc15] (III, proposition 3.1.18).
On veut maintenant définir des faisceaux image et noyau comme pour le cas des préfaisceaux.

Définition 2.2.11 (Faisceaux noyau et image). Soit f : F → G un morphisme de faisceaux
de groupes abéliens.

1. Le noyau de f est défini par le faisceau Ker(f) : U → Ker(f(U)).

2. L’image de f est définie comme le faisceautisé du préfaisceau Im(f) : U → Im(f(U)).

Définition 2.2.12. Un morphisme de faisceaux de groupes abéliens f : F → G est dit injectif
(resp. surjectif) si Ker(f) = 0 (resp. Im(f) = G ).

Par la suite, nous aurons besoin de considérer la somme directe de faisceaux de groupes
abéliens. Cette construction est effectuée chez [Gro57] dans un cadre plus général.

2.3 Suite exacte

Dans cette section, A désigne un anneau commutatif, les suites exactes de A-modules sont
définies ci-dessous mais il est aussi possible de définir les suites exactes de groupes de la même
manière. Les suites exactes imposent une condition sur la composition des morphismes qui
permet d’obtenir des renseignements sur les objets étudiés, nous verrons en section 4 une théorie
appelée cohomologie qui mesure le défaut d’exactitude des suites.
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Définition 2.3.1 (Suite exacte). Soient (fi)i∈I des morphismes de A-modules et

S = ...
fi−1→ Mi

fi→Mi+1
fi+1→ ...

une suite de A-modules. S est dite exacte si ∀i tel que i− 1 et i+ 1 ∈ I, Im(fi) = Ker(fi+1).

Exemple 2.3.2. La suite

0→M ′
f→M

g→M ′′ → 0

est exacte si et seulement si f est injective, g est surjective et Ker(g) = Im(f).

Définition 2.3.3. Soient B un anneau et F un foncteur de A−Mod → B−Mod, on dit
que F est exact à gauche (resp. à droite, resp. exact) si

1. ∀(M,N) ∈ A−Mod, l’application HomA(M,N) → HomB(F (M), F (N)) est un mor-
phisme de groupes.

2. F transforme toute suite exacte de la forme 0 → M ′
f→ M

g→ M ′′ (resp. M ′
f→ M

g→
M ′′ → 0, resp. 0→M ′

f→M
g→M ′′ → 0) en une suite exacte.

Exemple 2.3.4. Si X est un groupe abélien alors le foncteur hX : Ab→ Ens est exact à gauche.

On définit de la même manière les suites exactes sur les faisceaux de groupes.

Exemple 2.3.5. En notant C le faisceau des fonctions localement constantes sur C, H le faisceau
des fonctions holomorphes sur C et d la dérivation alors la suite de faisceaux de C-espaces

vectoriels 0→ C→H
d→H → 0 est exacte.

2.4 Espaces annelés

Dans cette section on considère un espace topologique X qu’on munit d’un faisceau d’an-
neaux pour définir les espaces annelés.

Définition 2.4.1 (Espace annelé). Un espace annelé est un couple (X,OX) où X est un espace
topologique et OX un faisceau d’anneaux sur X appelé faisceau structural.

Notation 2.4.2. Dans le cadre des faisceaux structuraux, on utilisera la notation Γ(U,OX) =
OX(U).

Exemple 2.4.3.

1. Une variété différentielle X munie du faisceau des fonctions C∞ sur X est un espace
annelé.

2. Une variété analytique complexe X munie du faisceau des fonctions holomorphes sur X
est un espace annelé.

Remarque 2.4.4. Soit (X,OX) un espace annelé, par définition de la limite inductive, les fibres
OX,x du faisceau d’anneaux OX sont des anneaux.

Définition 2.4.5 (Morphisme d’espaces annelés). Soient (X,OX) et (Y,OY ) deux espaces
annelés. Un morphisme d’espaces annelés est constitué d’une application φ : Y → X continue
et de (les 3 données sont équivalentes) :

— un morphisme de faisceaux d’anneaux de OX → φ∗OY .
— Un morphisme de faisceaux d’anneaux de φ−1OX → OY .

12
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— ∀U ⊂ X, ∀V ⊂ Y , tels que φ(V ) ⊂ U , un morphisme d’anneaux φ∗U,V : OX(U) →
OY (V ) tel que si U ⊂ U ′, V ⊂ V ′ et φ(V ′) ⊂ U ′, le diagramme suivant commute.

OX(U)

rU→U′

��

φ∗
U,U′ // OY (V )

rV→V ′

��
OX(U ′)

φ∗
U′,V ′ // OY (V ′)

Définition 2.4.6 (OX -module). Soit (X,OX) un espace annelé, un OX -module M est un
faisceau de groupes abéliens sur X muni ∀U ⊂ X d’une loi . : OX(U) ×M (U) → M (U) qui
fait du groupe M (U) un OX(U)-module.

3 Géométrie algébrique

La géométrie algébrique a vocation à étudier les variétés algébriques en s’appuyant aussi bien
sur l’algèbre que la géométrie. Nous commencerons par la définition des variétés algébriques
affines et projectives et nous étudierons le Nullstellensatz qui met en évidence les liens entre
algébre et géométrie. Ce théorème nous conduira à nous restreindre aux corps algébriquement
clos. Cependant, cette restriction est en fait relativement bénigne car le théorème 1.4.8 permet
de plonger chaque corps dans sa clôture algébrique.

3.1 Ensembles algébriques affines

Dans cette section, k désignera un corps quelconque, on commence par définir les ensembles
algébriques affines puis la topologie de Zariski qui en fait des variétés. Enfin, on conclut cette
section par la démonstration du Nullstellensatz.

Définition 3.1.1 (Ensemble algébrique affine). Soit S ⊂ k[X1, ..., Xn], on appelle ensemble
algébrique affine défini par S l’ensemble V (S) = {x ∈ kn, ∀P ∈ S, P (x) = 0}.

Remarque 3.1.2.

1. L’application V est décroissante : S ⊂ S′ ⇒ V (S′) ⊂ V (S),

2.
⋂
j

V (Sj) = V (
⋃
j

Sj).

Définition 3.1.3 (Ouvert standard). Soit f ∈ k[X1, ..., Xn], on appelle ouvert standard associé
à f l’ensemble D(f) = {x ∈ kn, f(x) 6= 0}.

Définition 3.1.4 (Topologie de Zariski). La topologie de Zariski est définie comme la topologie
induite par les ouverts standards de kn.

Remarque 3.1.5.

1. Les ouverts standards jouent un rôle important dans la topologie de Zariski car ils forment
une base d’ouverts pour cette topologie. Ainsi, tout ouvert de Zariski est réunion finie
d’ouverts standards.

2. L’intersection de deux ouverts standards est standard.

3. Les fermés de Zariski sont exactement les ensembles algébriques affines.

Définition 3.1.6 (Idéal d’un ensemble algébrique affine). Soit V ⊂ kn, on appelle idéal de V
et on note I(V ) = {f ∈ k[X1, ..., Xn], ∀x ∈ V , f(x) = 0}.

Remarque 3.1.7.
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1. L’application I est décroissante : V1 ⊂ V2 ⇒ I(V2) ⊂ I(V1),

2. Si V est un ensemble algébrique affine alors V (I(V )) = V ,

3. I ⊂ I(V (I)).

Exemple 3.1.8. Il est possible que I 6= I(V (I)).

1. Si I = (X2) alors V (I) = {0} d’où I(V (I)) = (X) 6= (X2).

2. Si k = R et I = (X2 + Y 2 + 1) alors I(V (I)) = R[X,Y ] ( I (c’est le fait que R ne soit
pas algébriquement clos qui permet le contre-exemple).

Définition 3.1.9 (Algèbre affine). Soit V ⊂ kn un ensemble algébrique affine, on appelle
algèbre affine de V l’anneau Γ(V ) = k[X1, ..., Xn]/I(V ).

Remarque 3.1.10. En fait, si V est un ensemble algébrique affine alors Γ(V ) est une k-algèbre
de type fini.

Définition 3.1.11 (Fonction régulière). Soient V ⊂ kn, W ⊂ km deux ensembles algébriques
affines et φ : V → W qu’on décompose en applications φi : V → k. φ est dite régulière si
ses composantes φi sont polynomiales (ou encore sont dans Γ(V )). L’ensemble des applications
régulières de V dans W est noté Reg(V,W ).

Remarque 3.1.12.

1. La notion de fonction régulière définit un foncteur contravariant Γ de la catégorie des
ensembles algébriques affines, munis des applications régulières, vers la catégorie des k-
algèbres de type fini réduites, munies des morphismes de k-algèbres. Ceci signifie que
si X et Y sont deux ensembles algébriques affines et φ : X → Y un morphisme alors
φ∗ : Γ(W ) → Γ(V )

f 7→ f ◦ φ
est un morphisme de k-algèbres et on a le diagramme com-

mutatif suivant : V

πV

��

φ // W

πW

��
Γ(V ) Γ(W )

φ∗
oo

2. En fait, nous verrons avec le théorème 3.1.26 que lorsque k est algébriquement clos Γ est
une équivalence de catégories.

Définition 3.1.13 (Irréductibilité). Soit X 6= ∅ un espace topologique, il y a équivalence entre
— si X = F ∪G, où F et G sont des fermés alors X = F ou X = G,
— si U et V sont des ouverts tels que U ∩ V = ∅ alors U = ∅ ou V = ∅.

On dit alors que X est irréductible.

Exemple 3.1.14. Si k est infini alors l’espace affine kn est irréductible.

Le théorème 3.1.15 ([Per95], I, théorème 3.6) permet de décomposer un ensemble algébrique
affine en union d’irréductibles.

Théorème 3.1.15 (Décomposition en irréductibles). Soit V un ensemble algébrique affine. V
s’écrit de manière unique V =

⋃
i

Vi où les Vi sont des ensembles algébriques affines irréductibles

tels que Vi 6= Vj. Les Vi sont appelées composantes irréductibles de V .

L’objectif est maintenant de démontrer le théorème qui suit et qui aura un impact important
par la suite notamment grâce à la proposition 3.1.23 qui souligne le lien algèbre-géométrie en
géométrie algébrique.
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Théorème 3.1.16 (Nullstellensatz faible). Si k est un corps algébriquement clos et I (
k[X1, ..., Xn] alors V (I) 6= ∅.

La proposition suivante est une variante du Nullstellensatz faible qui sera utilisée pour sa
démonstration dont la preuve est issue de [AM69] (V, exercice 18).

Proposition 3.1.17. Soit k un corps et A une k-algèbre de type fini. Si A est un corps alors
A est une extension algébrique finie de k.

Démonstration. Soit (x1, ..., xn) une famille génératrice de A, la proposition se montre par ré-
currence sur n ≥ 1. Si n = 1 c’est évident, posons donc n > 1 et considérons K = Frac(k[x1]) =
k(x1). Par double inclusion, A = K[x2, ..., xn] et par propriété de récurrence au rang n− 1, A
est une extension algébrique finie de K.

Il reste à prouver que A est algébrique sur k. Comme A est algébrique sur K, il existe
P2, ..., Pn ∈ K[X] tels que ∀i, Pi(xi) = 0. Notons f le produit des dénominateurs des Pi. Ainsi,
les coefficients des Pi appartiennent à B = k[x1](f). Par définition des Pi, x2, ..., xn sont entiers
sur B donc l’algèbre engendrée par ces éléments aussi, c’est-à-dire A est entière sur B. De plus,
comme A est un corps, par lemme 1.3.6, B est un corps. Nous allons maintenant montrer que
K est algébrique sur k, pour cela, supposons par l’absurde que x1 soit transcendant sur k. On
a alors un isomorphisme k[x1] ∼= k[X] et il existe P ∈ k[X] tel que B ∼= k[X](P ). Ceci contredit
le fait que B soit un corps (lemme 1.1.9). Ainsi, A est une extension algébrique de K qui est
une extension algébrique de k ce qui conclut la preuve.

Corollaire 3.1.18. Si k est algébriquement clos, les idéaux maximaux de k[X1, ..., Xn] sont
exactement ceux de la forme (X1 − a1, ..., Xn − an) où (a1, ..., an) ∈ kn.

Démonstration. Soit m un idéal maximal de k[X1, ..., Xn], notons A = k[X1, ..., Xn]/m la k-
algèbre finie engendrée par les Xi. A est un corps car m est maximal donc par proposition 3.1.17,
A est une extension algébrique finie de k. Or, k est algébriquement clos donc A = k. Posons
pour 1 ≤ i ≤ n, ai = Xi ∈ k et remarquons que (X1 − a1, ..., Xn − an) ⊂ m. Soit P ∈ m, par
divisons euclidiennes dans k[X1, ..., Xn], P s’écrit sous la forme P = (X1− a1)Q1(X1, ..., Xn) +
...+ (Xn − an)Qn(Xn) +Q(a1, ..., an). Or Q(a1, ..., an) = P − (X1 − a1)Q1(X1, ..., Xn) + ...+
(Xn − an)Qn(Xn) ∈ m donc est nul car sinon cela contredirait le fait que m soit strict. Ainsi
m = (X1 − a1, ..., Xn − an). Réciproquement, si (a1, ..., an) ∈ kn, l’idéal (X1 − a1, ..., Xn − an)
est maximal car k[X1, ..., Xn]/(X1 − a1, ..., Xn − an) = k.

Démonstration du Nullstellensatz faible. Soit I un idéal strict de k[X1, ..., Xn], par théorème
1.1.6 il existe un idéal maximal m ⊂ k[X1, ..., Xn] contenant I. Or, par corollaire 3.1.18, cet
idéal maximal est de la forme (X1 − a1, ..., Xn − an). Ainsi, pour tout P ∈ I, P (a1, ..., an) = 0
d’où (a1, ..., an) ∈ V (I).

Définition 3.1.19 (Radical d’un idéal). Soit I un idéal de A, on définit le radical de I par
rac(I) = {x ∈ A tel que ∃r ∈ N, xr ∈ I}.

Exemple 3.1.20. Si I = (X2
1 ) ⊂ k[X1, ..., Xn] alors rac(I) = (X1).

Théorème 3.1.21 (Nullstellensatz fort). Soit I un idéal de k[X1, ..., Xn] alors I(V (I)) =
rac(I).

La démonstration du Nullstellensatz fort utilise le Nullstellensatz faible et est inspirée de
[CL13] (III, corollaire 3.25) et [Per95] (I, théorème 4.3).
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Démonstration. L’inclusion rac(I) ⊂ I(V (I)) est évidente. Comme k[X1, ..., Xn] est noethérien,
il existe P1, ..., Pm tels que I = (P1, ..., Pm), notons R = k[X1, ..., Xn]. Soit P ∈ I(V (I)), nous
allons montrer que l’idéal IR(P ) engendré par I dans R(P ) est égal à R(P ) = (1). Dans un
premier temps, posons J = (P1, ..., Pm, 1 − TP ) ⊂ k[X1, ..., Xn, T ]. Alors V (J) = ∅ car, si
(x1, ..., xn, t) ∈ V (J) alors (x1, ..., xn) ∈ V (I) et donc annule P . Par conséquent (x1, ..., xn, t)
ne peut annuler 1− TP . Ainsi, par théorème 3.1.16, J = k[X1, ..., Xn, T ] = (1) ce qui implique

l’existence de Q1, ..., Qm, A ∈ k[X1, ..., Xn, T ] tels que 1 =
m∑
i=1

PiQi + A(1 − TP ). Or R(P )
∼=

k[X1, ..., Xn, T ]/(1 − TP ) donc l’égalité précédente équivaut à 1 =
m∑
i=1

PiQ
′
i

P r ce qui prouve que

P ∈ rac(I).

Définition 3.1.22 (Idéal radical). Un idéal I d’un anneau commutatif est dit radical lorsqu’il
est égal à son radical rac(I).

Proposition 3.1.23 (Correspondance idéal premier - ensemble irréductible). Supposons k
algébriquement clos, les applications W 7→ IV (W ) et I 7→ V (I) sont des bijections décroissantes
réciproques entre les ensembles algébriques affines et les idéaux radicaux de Γ(V ). De plus, on
a les équivalences suivantes :

1. W est irréductible ⇔ IV (W ) est premier ⇔ Γ(W ) est intègre.

2. W est un singleton ⇔ IV (W ) est maximal ⇔ Γ(W ) = k.

3. W est une composante irréductible de V ⇔ IV (W ) est un idéal premier minimal de
Γ(V ).

Démonstration. Il est facile de voir que ces applications sont des bijections réciproques grâce
au théorème 3.1.21.

1. On montre seulement la première équivalence car la deuxième repose sur la proposition
1.1.5. Supposons que W soit irréductible, soit fg ∈ IV (W ), alors W = V (IV (W )) (re-
marque 3.1.7) et IV (W ) ⊂ V (fg) = V (f)∪V (g). Ainsi, on peut écrire W = (W ∩V (f))∪
(W ∩ V (g)) et l’irréductibilité de W donne le résultat.

Réciproquement, si IV (W ) est premier, en écrivant W = W1 ∪ W2 et en supposant
Wi 6= W alors IV (W ) ( Wi (car sinon cela contredirait l’injectivité de W → IV (W )).
Par conséquent, si fi ∈ IV (Wi)\IV (W ), f1f2 ∈ IV (W ) ce qui fournit une contradiction.

2. La deuxième assertion découle de la proposition 1.1.5. Pour la première équivalence,
on construit une bijection entre les points de V et les idéaux maximaux de Γ(V ). Si
x ∈ V , on note χx : Γ(V )→ k le morphisme de k-algèbres défini par f 7→ f(x). Ker(χx)
est un idéal maximal de Γ(V ) (car k est un corps) qu’on note mx et, par définition,
mx = IV ({x}).

3. Par théorème 3.1.15, les composantes irréductibles sont maximales donc, par la pre-
mière assertion et par décroissance de W → IV (W ) (remarque 3.1.7), les composantes
irréductibles de V correspondent aux idéaux premiers minimaux de Γ(V ).

Le théorème suivant ([Per95], V, théorème 5.1) est un premier résultat sur l’intersection
de deux polynômes et un premier pas vers le théorème de Bézout (théorème 4.4.1) que nous
étudierons en section 4.4.

Théorème 3.1.24. Soient F,G ∈ k[X,Y ], non nuls et sans facteur commun alors V (F )∩V (G)
est fini.
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Démonstration. F et G sont sans facteur commun donc ils sont premiers entre eux dans k[X,Y ]
et on peut montrer qu’ils le sont aussi dans k(X)[Y ]. Ainsi, comme k(X)[Y ] est principal,
par théorème de Bézout, il existe d ∈ k[X] et A,B ∈ k[X,Y ] tels que d = AF + BG. Soit
(x, y) ∈ V (F ) ∩ V (G), on déduit de l’égalité précédente que d(x) = 0. Or d a un nombre fini
de racines donc {x ∈ k, (x, y) ∈ V (F ) ∩ V (G)} est fini. La démonstration se conclut par un
raisonnement similaire sur y.

Théorème 3.1.25. Soient F,G ∈ k[X,Y ], deux polynômes non nuls et sans facteur commun
alors k[X,Y ]/(F,G) est un k-espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. Par le même raisonnement que pour le théorème 3.1.24, il existe D1 ∈ k[X],
D2 ∈ k[Y ] et A1, A2, B1, B2 ∈ k[X,Y ] tels que D1 = A1F + B1G et D2 = A2F + B2G. On

note d1 (resp. d2) le degré de D1 (resp. D2) et X
i
Y
j

l’image de XiY j dans le quotient. Soit

(m,n) ∈ N2, il suffit de montrer que X
n
Y
m ∈ V ectk(X

i
Y
j
, i < d1, j < d2). Par division avec

reste dans k[X], il existe Q1, R1 ∈ k[X] avec deg(R1) < d1 tels que Xn = Q1D1 + R1. De
la même manière, Y m = Q2D2 + R2. Or, comme D1 et D2 appartiennent à l’idéal (F,G), en

passant au quotient on a X
n
Y
m

= R1R2 ∈ V ectk(X
i
Y
j
, i < d1, j < d2).

Le théorème suivant découle du théorème 3.1.21 ([Per95], I, théorème 6.13).

Théorème 3.1.26. On suppose k algébriquement clos. Le foncteur Γ induit alors une équiva-
lence de catégories entre la catégorie des ensembles algébriques affines, munis des applications
régulières, et la catégorie des k-algèbres de type fini réduites, munies des morphismes de k-
algèbres.

3.2 Ensembles algébriques projectifs

Cette section s’inspire de [Per95] et [Per] pour définir l’espace projectif et les propriétés
relatives qui forment la géométrie projective. Ainsi, la plupart des notions et résultats vus dans
la précédente section admettent un analogue en géométrie projective. Cette nouvelle géométrie
est utile car elle permet par exemple d’étudier les intersections de droites à l’infini ou, plus
généralement, de prendre en compte les phénomènes à l’infini. Dans cette section, on fixe k un
corps et E un k-espace vectoriel de dimension n+ 1 (n ∈ N).

Définition 3.2.1 (Espace projectif associé à E). L’espace projectif associé à E est défini comme
le quotient (E\{0})/R où xRy ⇔ ∃λ ∈ k∗, y = λx. Cet espace est noté P(E), n est appelé
dimension de P(E) et p : E\{0} → P(E) désigne la projection canonique.

Remarque 3.2.2. L’espace projectif P(E) est en fait l’ensemble des droites vectorielles de E.

Notation 3.2.3. On pose Pn = Pn(k) = P(kn).

Il est très facile de passer de l’espace affine à l’espace projectif associé par projection mais
il est également possible d’effectuer l’opération inverse. En effet, on commence par munir E
d’une base de sorte que, si x ∈ E, x s’écrit (x0, ..., xn) et on considère H l’hyperplan vectoriel
d’équation x0 = 0. Alors, en notant H la projection de H dans Pn et U = Pn\H, l’application
φ : U → kn

x 7→ (x1/x0, ..., xn/x0)
est une bijection qui permet d’identifier U et kn.

Après avoir étudié les ensembles algébriques affines et défini l’espace projectif, il est na-
turel d’introduire les ensembles algébriques projectifs. On commencera par noter (x0, ..., xn)
les coordonnées de Pn et considérer des polynômes homogènes (selon la remarque 1.2.2) de
k[X0, ..., Xn]. En effet, la nullité éventuelle de l’évaluation des polynômes en un point x de Pn
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n’est définie que si les polynômes sont homogènes car elle dépend du système de coordonnées
homogènes choisi.

Cependant, pour P un polynôme quelconque de k[X0, ..., Xn] et x ∈ Pn, on dit que x est un
zéro de P si ∀λ ∈ k∗, P (λx0, ..., λxn) = 0. De plus, si P = P0 + ...+ Pd où Pi est homogène de
degré i alors P (x) = 0 si et seulement si ∀i, Pi(x) = 0.

Définition 3.2.4 (Ensemble algébrique projectif). Soit S ⊂ k[X0, ..., Xn], on appelle ensemble
algébrique projectif défini par S l’ensemble VP(S) = {x ∈ Pn, ∀P ∈ S, P (x) = 0}.

Exemple 3.2.5.

1. VP({0}) = Pn.

2. Soit x ∈ Pn, {x} est un ensemble algébrique projectif car {x} = VP(X1 − x1X0, ..., Xn −
xnX0).

Remarque 3.2.6.

1. VP est décroissante.

2. Une intersection quelconque et une union finie d’ensembles algébriques projectifs sont
encore des ensembles algébriques projectifs. Les ensembles algébriques projectifs sont
donc des fermés d’une topologie dite de Zariski.

Définition 3.2.7 (Ouvert standard). Soit f ∈ k[X0, ..., Xn] homogène, on appelle ouvert stan-
dard associé à f l’ensemble D+(f) = {x ∈ Pn, f(x) 6= 0}.

Définition 3.2.8 (Anneau gradué associé à un ensemble algébrique projectif). Soient V un
ensemble algébrique projectif de Pn et IP(V ) l’idéal associé. L’anneau associé à V est défini par
Γh(V ) = k[X0, ..., Xn]/IP(V ) et la graduation naturelle passe au quotient.

Définition 3.2.9 (Cône d’un ensemble algébrique projectif). Soit V ⊂ Pn, on définit le cône
de V par C(V ) = p−1(V ) ∪ {0} où p désigne la projection de kn+1\{0} → Pn.

Remarque 3.2.10. Le cône d’un ensemble algébrique projectif est utile car il permet de ramener
un problème projectif à une question affine. Par exemple, si I ( k[X0, ..., Xn] est un idéal
homogène et V = VP(I) alors C(V ) = V (I) ⊂ kn+1.

Comme pour les ensembles algébriques affines, il existe un idéal naturel associé aux ensembles
algébriques projectifs.

Définition 3.2.11 (Idéal d’un ensemble algébrique projectif). Soit V ⊂ Pn, l’idéal associé à V
est défini par IP(V ) = {P ∈ k[X0, ..., Xn], ∀x ∈ V , P (x) = 0}.

Exemple 3.2.12.

1. IP(Pn) = (0).

2. IP(∅) = k[X0, ..., Xn].

Remarque 3.2.13. Les propriétés de l’idéal associé à un ensemble algébrique projectif sont ana-
logues à celles d’un ensemble algébrique affine.

1. IP est décroissante.

2. Soit V ⊂ Pn un ensemble algébrique projectif alors VP(IP(V )) = V .

3. Si I est un idéal de k[X0, ..., Xn] alors I ⊂ IP(VP(I)).

On ne rappelle pas la définition et les propriétés d’irréductibilité des ensembles algébriques
projectifs qui sont l’analogue du cas affine. On énonce maintenant le Nullstellensatz projectif
dont la démonstration repose sur le Nullstellensatz fort (théorème 3.1.21).
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Théorème 3.2.14 (Nullstellensatz projectif). On suppose que k est algébriquement clos, soient
I un idéal homogène de k[X0, ..., Xn] et V = VP(I). Alors

1. VP(I) = ∅ ⇔ (X0, ..., Xn) ⊂ rac(I).

2. Si VP(I) 6= ∅ alors IP(VP(I)) = rac(I).

Démonstration. Le cas I = k[X0, ..., Xn] est trivial, on suppose donc I 6= k[X0, ..., Xn] alors,
en notant V = VP(I) et en appliquant le Nullstellensatz fort à C(V ) = V (I) ⊂ kn+1 (remarque
3.2.10), VP(I) = ∅ si et seulement si C(V ) = {0} ce qui équivaut à rac(I) = (X0, ..., Xn) (car
I({0}) = (X0, ..., Xn)).

Le deuxième point se démontre aussi facilement. En effet, si V = VP(I) 6= ∅ alors IP(V ) =
I(C(V )) = I(V (I)) = rac(I) par Nullstellensatz fort.

Les deux opérations définies ci-dessous permettent de faire le lien entre affine et projectif en
homogénéisant ou en déshomogénéisant un polynôme.

Définition 3.2.15 (Opérations [ et #). Les opérations [ et # permettent respectivement de
déshomogénéiser et d’homogénéiser un polynôme.

1. [ est le morphisme surjectif de k[X0, ..., Xn]→ k[X1, ..., Xn] défini par P (X0, ..., Xn) 7→
P[(X1, ..., Xn) = P (1, X1, ..., Xn). On s’intéressera essentiellement au cas où le polynôme
de base P est homogène.

2. # est l’application de k[X1, ..., Xn]→ k[X0, ..., Xn] définie par :
— si Q est un polynôme de degré d non nul alors Q#(X0, ..., Xn) = Xd

0Q(X1

X0
, ..., Xn

X0
).

Q# est alors un polynôme homogène.
— si Q = 0 alors Q# = 0.

Remarque 3.2.16.

1. Si Q ∈ k[X1, ..., Xn], Q = (Q#)[.

2. Si P ∈ k[X0, ..., Xn]∗ est homogène alors P = Xr
0 (P[)

# où r = sup{i ∈ N, Xi
0|P}.

3.3 Variété algébrique affine

Dans cette section et à partir de maintenant, le corps de base k est supposé algébriquement
clos. Avant de définir les variétés algébriques, on souhaite munir les ensembles algébriques
affines d’une structure d’espace annelé. Pour cela, on se donne V un ensemble algébrique affine
quelconque et on cherche à munir V d’un faisceau structural OV (aussi appelé faisceau des
fonctions régulières sur V ) défini sur les ouverts de V . De plus, comme la proposition 3.1.23
fournit une correspondance l’ensemble algébrique affine V et l’algèbre des fonctions régulières
associé Γ(V ), il est naturel de demander OV (V ) = Γ(V ). Le faisceau structural est défini sur
les ouverts standards D(f) car ceux-ci forment une base de la topologie de Zariski (remarque
3.1.5).

Définition 3.3.1 (Préfaisceau structural d’un ensemble algébrique affine). Soit V un en-
semble algébrique affine, le préfaisceau structural associé à V est défini par : ∀f ∈ Γ(V )∗,
Γ(D(f),OV ) = Γ(V )f .

Le lemme suivant assure le fait que le faisceau structural soit bien défini.

Lemme 3.3.2. Soit V un ensemble algébrique affine, si un ouvert a deux écritures D(f) = D(g)
alors Γ(V )f = Γ(V )g.
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Démonstration. La preuve se fait par double-inclusion. On suppose donc D(f) ⊂ D(g) et on
veut montrer que Γ(V )g = Γ(V )f . Par remarque 3.1.2, V (g) ⊂ V (f) donc f|V (g) = 0. Ainsi, par
théorème 3.1.21, il existe n ∈ N et h ∈ Γ(V ) tels que fn = gh. Soit u

gi ∈ Γ(V )g, sa restriction à

D(f) s’écrit uhi

gihi = uhi

fni ∈ Γ(V )f . L’autre inclusion se traite de la même manière.

Le théorème suivant, démontré chez [Per95] (III, vérification 2.4), montre que le préfaisceau
défini ci-dessus est en fait un faisceau.

Théorème 3.3.3. Soit V un ensemble algébrique affine alors son préfaisceau structural associé
est un faisceau.

Remarque 3.3.4.

1. Dans la définition précédente, Γ(D(f),OV ) désigne OV (D(f)) en accord avec la notation
2.4.2 et Γ(V,OV ) = Γ(V ).

2. En fait l’opération OV → Γ(OV ) = Γ(V ) se généralise par la définition du foncteur global
Γ : FaiscX → Ab

F 7→ F (X)
qui commute aux sommes directes et est exact à gauche : il

transforme toute suite exacte de faisceaux de groupes abéliens 0 → F → G
p→ H → 0

en une suite exacte 0→ F (X)→ G (X)
π→H (X) mais π n’est pas forcément surjectif.

Définition 3.3.5 (Variétés algébriques affines). Une variété algébrique affine est un espace
annelé isomorphe à un espace annelé (V,OV ) où V est un ensemble algébrique affine et OV son
faisceau structural.

On énonce le lemme suivant qui affirme que les ouverts standards sont naturellement des
ensembles algébriques affines ([Per95], III, proposition 3.3).

Lemme 3.3.6. Soient V un ensemble algébrique affine et f ∈ Γ(V ) alors (D(f),OV |D(f)) est
une variété algébrique affine.

Exemple 3.3.7. GLn(C) est une variété algébrique affine car c’est un ouvert standard D(det)

dans l’espace affine Mn(C) = Cn2

.

Les fibres du faisceau structual d’une variété algébrique affine sont des anneaux locaux.

Proposition 3.3.8. Soient X une variété algébrique affine et x ∈ X alors OX,x est une k-
algèbre locale d’idéal maximal mX,x = {f ∈ OX,x, f(x) = 0} et OX,x/mX,x

∼= k.

Démonstration. Soit f ∈ OX,x, par définition des fibres, f(x) est bien définie. Introduisons
π : OX,x → k le morphisme d’anneaux surjectif qui envoie x sur f(x). Comme k est un corps,
mX,x = Ker(π) est maximal. De plus, si f ∈ OX,x\mX,x, f est inversible dans OX,x (car si

f = (U, g), x ∈ DU (g)et g est inversible dans Γ(DU (g),OU ) donc f l’est aussi dans OX,x).

On va maintenant définir une classe de faisceaux de modules sur les variétés algébriques
affines. Soient V une variété algébrique affine et A = Γ(V,OV ) = Γ(V ) l’anneau des fonctions
régulières associé.

Définition 3.3.9. Soit M un A-module, le OV -module M̃ associé à V est défini sur les ouverts
standards de V par : si f ∈ A, M̃(D(f)) = Mf où Mf désigne le localisé de M en f .

Remarque 3.3.10.

1. On vérifie que le préfaisceau défini ci-dessus est bien un faisceau et que l’opération est
bien définie (lemme 3.3.2 et théorème 3.3.3).
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2. M̃(V ) = M .

3. Ã = OV .

La proposition suivante est démontrée dans [Per95] (III, proposition 7.3).

Proposition 3.3.11. Le foncteur ∼: A−Mod → OV−Mod est exact et commute aux
sommes directes et aux produits tensoriels.

Définition 3.3.12 (Faisceau quasi-cohérent). Un OV -module est dit quasi-cohérent s’il est
isomorphe à un OV -module du type M̃ .

3.4 Variété algébrique projective

Dans cette section, on se fixe V un ensemble algébrique projectif de Pn qu’on veut munir, de
manière analogue à la précédente section, d’un faisceau structural et d’une structure de variété
algébrique.

Par la suite, si R est un anneau gradué, et f ∈ R homogène de degré d alors R(f) désigne
le sous-anneau de Rf formé des éléments g/fr de degré 0 (c’est-à-dire tels que deg(g/fr) =
deg(g)− rd = 0).

Définition 3.4.1 (Anneau associé à un ensemble algébrique projectif). Soit V ⊂ Pn un en-
semble algébrique projectif et IP(V ) l’idéal associé. L’anneau associé à V est l’anneau quotient
gradué Γh(V ) = k[X0, ..., Xn]/IP(V ) .

Définition 3.4.2. Le faisceau structural associé à V est défini sur les ouverts standards de V
par : si f ∈ Γh(V ) est homogène de degré strictement positif alors Γ(D+(f),OV ) = Γh(V )(f).

Définition 3.4.3 (Variété algébrique projective). Une variété algébrique projective est un
espace annelé isomorphe à un espace annelé (V,OV ) où V est un ensemble algébrique projectif
et OV le faisceau structural associé.

Par la suite, il sera utile de pouvoir recouvrir Pn par des ouverts particuliers appelés ouverts
affines.

Définition 3.4.4 (Ouvert affine). Soit X une variété algébrique affine ou projective, un ouvert
de X est dit affine si c’est une variété algébrique affine.

Cette définition est très pratique dans le cas des variétés algébriques de Pn car les ouverts
D+(f) sont affines comme le montre la proposition qui suit ([Per95], III, proposition 11.8). Ceci
nous permet de recouvrir une variété algébrique projective par des ouverts affines.

Proposition 3.4.5. Soit f ∈ k[X0, ..., Xn] homogène de degré strictement positif alors D+(f)
est un ouvert affine de Pn.

De la même manière que pour la définition 3.3.9, on définit un faisceau de modules sur
les variétés algébriques projectives. Soient X une variété algébrique projective et R = Γh(X)
l’anneau associé.

Définition 3.4.6 (Faisceau de modules sur les variétés algébriques projectives). Soit M un
R-module gradué, le OX -module associé à X est défini sur les ouverts standards de X par : si
f ∈ R est homogène de degré strictement positif alors M̃(D+(f)) = M(f).

Remarque 3.4.7.

1. Le préfaisceau défini ci-dessus est en fait un faisceau et l’opération est bien définie.
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2. R̃ = OX .

On a également la proposition suivante ([Per95], III, proposition 9.3) analogue à la propo-
sition 3.3.11 :

Proposition 3.4.8. Le foncteur ∼: R−Mod→ OX−Mod est exact et commute aux sommes
directes et aux produits tensoriels.

La section 1.2 introduit les anneaux et modules gradués. Nous allons nous appuyer dessus
pour définir des faisceaux quasi-cohérents associés à des modules décalés.

Définition 3.4.9. Soient X une variété projective et R = Γh(X), on note OX(d) le faisceau

associé au module décalé R(d) et défini par OX(d) = R̃(d).

Exemple 3.4.10. Si X = Pn et S = k[X0, ..., Xn] alors OPn(d) = S̃(d).

Ces faisceaux seront très utilisés par la suite et notamment dans la section 4.3 où nous
calculerons leurs sections globales.

3.5 Dimension des variétés algébriques

La notion de dimension d’une variété algébrique n’échappe pas à la correspondance algèbre-
géométrie. De plus, celle-ci se rapproche de l’intuition que nous possédons en petite dimension
d’une courbe ou d’une surface.

Définition 3.5.1 (Châıne de parties d’un ensemble). Soit X un ensemble, une châıne de parties
de X de longueur n est une suite X0 6⊆ X1 6⊂ ... 6⊆ Xn.

Définition 3.5.2 (Dimension de Krull). Soit A un anneau, on appelle dimension de Krull de A
et on note dimK A la borne supérieure des longueurs des châınes d’idéaux premiers de A (égale
à −∞ si A = {0}).

Définition 3.5.3 (Dimension d’un espace topologique). Soit X un espace topologique, on
appelle dimension de X et on note dimX la borne supérieure des longueurs des châınes de
parties fermées irréductibles de X.

Remarque 3.5.4. La dimension d’une variété est le sup des dimensions de ses composantes.

Exemple 3.5.5.

1. kn est de dimension n.

2. Pn est de dimension n.

La proposition suivante, qui est une conséquence immédiate de la proposition 3.1.23, fait le
lien entre la dimension de Krull d’un anneau et la dimension topologique dans le cadre d’une
variété algébrique affine.

Proposition 3.5.6. Soit V une variété algébrique affine alors dimV = dimK Γ(V ).

Dans le cadre des espaces vectoriels, un hyperplan est défini par une équation linéaire et est
de codimension 1. Le théorème 3.5.10 s’inspire de cette propriété et en donne une analogie pour
les variétés algébriques affines. La proposition ci-dessous élimine deux cas particuliers.

Proposition 3.5.7. Soit V une variété algébrique affine de dimension d et f ∈ Γ(V ),

1. V (f) = ∅ ⇔ f ∈ Γ(V )×.
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2. V (f) contient une composante irréductible ⇔ f est diviseur de zéro.

Démonstration.

1. Supposons V (f) = ∅ (dans V ) et notons I l’idéal radical définissant V . Soit g un relevé
de f dans k[X1, ..., Xn]. Alors, dire que V (f) = ∅ signifie que V (I + (g)) = ∅ (dans kn).
Ainsi, par théorème 3.1.16, (I + (g)) = k[X1, ..., Xn] ce qui implique l’inversibilité de g
modulo I c’est-à-dire en tant que fonction de V → k donc f ∈ Γ(V )×. Réciproquement,
si f est inversible dans Γ(V ) alors il existe g ∈ Γ(V ) tel que fg = 1. Or, V (f) ⊂ V (fg) =
V (1) = ∅.

2. Si f est un diviseur de 0 alors il existe g ∈ Γ(V ) tel que fg = 0. Ainsi, V = V (fg) =
V (f)∪V (g) et, si Vi est une composante irréductible de V alors Vi = (V (f)∩Vi)

⋃
(V (g)∩

Vi) donc Vi ⊂ V (f) ou Vi ⊂ V (g). Or, comme V (g) 6= V , V (f) contient au moins une
composante irréductible.

Supposons que V (f) contienne Vi alors, si on prend g ∈ Γ(V ) non nul sur V mais nul
sur

⋃
j 6=i

Vj (cela est possible d’après [Per95], I, remarque 2.2) on a le résultat.

Définition 3.5.8 (Variété équidimensionnelle). Une variété algébrique X est dite équidimen-
sionnelle si toutes ses composantes irréductibles ont même dimension.

Exemple 3.5.9. Une variété algébrique irréductible est équidimensionnelle.

Théorème 3.5.10 (Hauptidealsatz). Soit V une variété algébrique affine équidimensionnelle
de dimension n et f ∈ Γ(V ) non inversible et non diviseur de zéro. Alors V (f) est une variété
algébrique affine équidimensionnelle de dimension n− 1.

Ce théorème est démontré chez [Mum88] (I, §7, théorème 2). Le corollaire qui suit se dé-
montre par récurrence sur r.

Corollaire 3.5.11. Soient V une variété algébrique affine équidimensionnelle de dimension n
et f1, ..., fr ∈ Γ(V ). Si W est une composante irréductible de V (f1, ..., fr) alors dimW ≥ n− r.

Les résultats précédents trouvent une analogie dans le cadre projectif. En effet, on peut se
ramener au cas affine pour démontrer le cas projectif grâce à la notion de cône d’un ensemble al-
gébrique projectif (définition 3.2.9) et plus particulièrement au fait que le cône contient toujours
au moins l’origine.

Théorème 3.5.12 (Hauptidealsatz projectif). Soient V ⊂ Pn une variété algébrique projective
irréductible et f ∈ Γh(V ) homogène non constant.

1. Toute composante irréductible de V (f) est de codimension 1.

2. Si dimV > 0 alors V (f) 6= ∅.

Corollaire 3.5.13. Soient V ⊂ Pn une variété algébrique projective irréductible et f1, ..., fr ∈
Γh(V ) homogènes non constants.

1. Si W est une composante irréductible de V (f1, ..., fr) alors codimW ≤ r.

2. Si dimV ≥ r alors V (f1, ..., fr) 6= ∅.
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3.6 Schémas finis et multiplicité

Dans la section 4.4, nous énoncerons un théorème sur l’intersection des courbes. Pour cela,
nous avons besoin de définir la multiplicité d’une courbe en un point pour en arriver à la notion
de multiplicité de deux courbes en un point (définitions 3.6.13 et 3.6.17). En fait, la définition
que nous donnerons généralise celle de la multiplicité des racines d’un polynôme.

Définition 3.6.1 (Multiplicité d’une courbe en un point). Soient F un polynôme de k[X,Y ] et
P = (xP , yP ) ∈ k2. Soit F = F0+...+Fd la décomposition de F en polynômes homogènes (Fi est
homogène de degré i). On appelle multiplicité de F en (0, 0) et on note µ(0,0)(F ) = inf{i, Fi 6=
0}. La multiplicité de F en P est définie comme la multiplicité de F (X+xP , Y +yP ) en (0, 0) et
est notée µP (F ). De plus, si F est sans facteur multiple, cet entier désigne aussi la multiplicité
de la courbe C = V (F ) en P .

Le problème de cette définition est que rien n’empêche la multiplicité de dépendre du choix
des coordonnées. Nous allons voir que, grâce au théorème suivant et au corollaire 3.6.4, la
multiplicité d’une courbe en un point est une propriété intrinsèque de la courbe et ne dépend
pas du choix des coordonnées.

Définition 3.6.2 (Fonction de Hilbert-Samuel). Soient A un anneau local noethérien et k son
corps résiduel, on appelle fonction de Hilbert-Samuel de A la fonction définie par

χmA : N → N
n 7→ dimk(A/mn)

.

Le théorème suivant donne une définition très générale de la multiplicité (la démonstration
est disponible chez [ZS75], VIII, §10).

Théorème 3.6.3. Pour n assez grand, la fonction de Hilbert-Samuel de A est un polynôme de
degré d = dimK A dont le coefficient dominant est un entier de la forme µA

d! . On appelle µA la
multiplicité de A.

En pratique, le corollaire ci-dessous ([Per95], V, proposition 4.6) suffit pour les propositions
qui suivent et montre que la multiplicité de la courbe en un point (selon la définition 3.6.1) est
en fait la multiplicité de son anneau local en ce point.

Corollaire 3.6.4. Soit F ∈ k[X,Y ], on note F = Fr + ...+Fp sa décomposition en polynômes
homogènes. Soient P = (0, 0) ∈ k2 tel que r = µP (F ), Ok2,P l’anneau local de k2 en P ,
m = mP son idéal maximal, A = Ok2,P /(F ) et m son idéal maximal. Alors, pour n assez

grand, dimk A/m
n = rn− r(r−1)

2 .

Après avoir défini la multiplicité d’une courbe en un point, il parâıt naturel de vouloir définir
la multiplicité d’instersection de deux coubes. Pour cela, nous introduisons les schémas finis qui
nous permettrons, toujours à l’aide de la structure d’espace vectoriel des anneaux locaux, de
définir cette multiplicité. Conformément aux sections précédents, on suppose k algébriquement
clos. En effet, certains des résultats qui suivent reposent fortement sur le Nullstellensatz.

Définition 3.6.5 (Schéma fini). Un schéma fini (Z,OZ) est un espace annelé où Z est un
ensemble fini muni de la topologie discrète et où ∀P ∈ X, OZ({P}) est une k-algèbre locale de
dimension finie (comme k-espace vectoriel). Cette dimension est appelée multiplicité de Z au
point P et notée µP (Z).

Proposition 3.6.6. Soit (Z,OZ) un schéma fini alors, ∀V ⊂ Z, Γ(V,OZ) =
∏
P∈V

OZ,P .
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Le résultat suivant est issu de [Per95] (VI, proposition 1.6).

Théorème 3.6.7. Soient X une variété algébrique affine irréductible et R = Γ(X). Soient I

un idéal de R, Z = V (I), i : Z ↪→ X et F = R̃/I. Soit D(f) un ouvert standard de X alors,

1. Si D(f) ∩ Z = ∅ alors Γ(D(f),F ) = 0.

2. Si D(f) ∩ Z = {x} alors Γ(D(f),F ) = OX,x/IOX,x.

3. Si D(f) ∩ Z = {x1, ..., xn} alors Γ(D(f),F ) =
n∏
i=1

OX,xi
/IOX,xi

.

4. Z est fini si et seulement si R/I est une k-algèbre finie et on définit un faisceau OZ sur
Z par : pour U ⊂ Z, Γ(U,OZ) =

∏
x∈U

OX,x/IOX,x.

Remarque 3.6.8. L’espace annelé (Z,OZ) défini ci-dessus est un schéma fini.

Démonstration. Comme le localisé commute avec le quotient, Γ(D(f),F ) = (R/I)f = Rf/IRf .

1. Comme D(f) ∩ Z = ∅, f(Z) = 0 donc f ∈ I(V (I)) = rac(I) par théorème 3.1.21 (k est
supposé algébriquement clos). Ainsi, ∃r ∈ N, tel que fr ∈ I. Or, dans l’anneau quotient
Rf/IRf , cet élément est inversible et nul donc l’anneau est trivial.

2. Par proposition 3.1.23, x correspond à l’idéal maximal mx ⊂ R. Or, comme x ∈ D(f),
f /∈ mx donc, par correspondance des idéaux, mx correspond à un idéal mxRf maximal
dans Rf . De plus, comme x ∈ Z, I ⊂ mx donc par correspondance des idéaux, mx définit

un idéal maximal m̃xRf de Rf/IRf et comme l’intersection D(f) ∩ Z est réduite à un
point, cet idéal est l’unique idéal maximal de Rf/IRf . Ainsi, cet anneau est local donc
égal à son localisé et Rf/IRf = (Rf/IRf )

m̃xRf
= Rmx

/IRmx
.

3. D’après [Bou06] (II, proposition 2), ∃f1, ..., fr ∈ R tels que ∀i, fi(xi) = 0 et ∀j 6= i,
fi(xj) 6= 0. Alors, xi ∈ D(ffi) mais ∀j 6= i, xi /∈ D(ffj). On va calculer Γ(D(f),F )
en recouvrant D(f) par les D(ffi) et des D(gj) qui n’intersectent pas Z. Ceci nous
construit un morphisme injectif

Γ(D(f),F )→
n∏
i=1

Γ(D(ffi),F )×
∏
j

Γ(D(gj),F ). (3.1)

Les anneaux Γ(D(gj),F ) sont nuls par la première assertion du théorème. De plus, les
intersections D(ffi)∩D(ffj) sont vides si i 6= j par définition des fi donc comme F est
un faisceau il y a bien recollement des sections sur les sections globales de Γ(D(f),F ).
Ainsi, le morphisme défini ci-dessus est un isomorphisme et on conclut par la deuxième
assertion du théorème.

4. D’après la remarque 3.1.7, I ⊂ I(V (I)) donc dimk Γ(Z) = dimk R/I(Z) ≤ dimk R/I <
∞ et par lemme 3.6.9, Z est fini. Récriproquement, si on suppose Z fini, par lemme 3.6.9,
Γ(Z) est un k-espace vectoriel de dimension finie. De plus, par l’assertion 3 du théorème,
R/I = Γ(D(1),F ) =

∏
x∈Z

OX,x/IOX,x. Ainsi, Γ(Z) est produit d’anneaux locaux et

ceux-ci sont égaux à k (car Z est fini) donc ∀x ∈ Z, l’idéal maximal de l’anneau local
OX,x/IOX,x est nilpotent. Ainsi, OX,x/IOX,x est de dimension fini ([Per95], VI, lemme
1.7) donc R/I aussi.

Lemme 3.6.9. Avec les notations du théorème 3.6.7, Γ(Z) est un k-espace vectoriel de dimen-
sion finie si et seulement si Z est fini.
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Démonstration. On commence par supposer que Γ(Z) est de dimension finie, par définition,
Γ(Z) ∼= k[X1, ..., Xn]/I(Z). Notons Xi l’image de Xi dans le quotient. Comme Γ(Z) est de
dimension finie, ∃s ∈ N, ∀1 ≤ i ≤ n, ∃(a0,i, ..., as,i) ∈ kn tel que as,iXi

s
+ ... + a0,i = 0

(1, Xi, ..., X
s
i sont liés). Ainsi, si u = (x1, ..., xn) ∈ Z, ∀1 ≤ i ≤ n, as,ix

s
i + ...+a0,i = 0. Or cette

équation n’a qu’un nombre fini de racines donc {xi, (x1, ..., xn) ∈ Z} est fini ce qui implique
que Z soit fini.

On fait maintenant l’hypothèse que Z est fini (Z = {u1, ..., ur}), alors le morphisme φ :
k[X1, ..., Xn]→ kr défini par φ(F ) = (F (u1), ..., F (ur)) se relève en une injection de Γ(Z) ↪→ kr

ce qui conclut la preuve.

Corollaire 3.6.10. Soient F,G ∈ k[X,Y ] sans facteur commun et Z = V (F,G) (fini d’après
le théorème 3.1.24). On pose R = k[X,Y ] et I = (F,G). On munit Z d’une structure d’espace
annelé grâce au théorème 3.6.7. Alors (Z,OZ) est un schéma fini, ∀P ∈ Z, OZ,P = Ok2,P /(F,G)
et k[X,Y ]/(F,G) ∼=

∏
P∈Z

Ok2,P /(F,G) = Γ(Z,OZ).

Démonstration. Ce corollaire découle du point 4 du théorème 3.6.7 : par définition de F = R̃/I,
Γ(Z,OZ) = Γ(X,F ) = R/I = k[X,Y ]/(F,G) =

∏
P∈Z

Ok2,P /(F,G).

Remarque 3.6.11. Le corollaire précédent n’est plus vrai si k n’est pas algébriquement clos. Si
k = R et (F,G) = (X2 + 1, Y ) alors d’une part R[X,Y ]/(X2 + 1, Y ) ∼= R[X]/(X2 + 1) ∼= C et
d’autre part, V (F,G) = ∅ car X2 + 1 est irréductible sur R donc on aurait C ∼= (0) ce qui est
absurde.

On donne ci-dessous une vérification explicite du corollaire 3.6.10 dans le cas de deux poly-
nômes de C[X,Y ].

Exemple 3.6.12. Soient (F,G) = (X − Y, Y 4 − 1) ∈ C[X,Y ]2, les points d’intersection de F et
G sont donnés par l’ensemble V (F,G) = {(1, 1), (−1,−1), (i, i)(−i,−i)}. Or, C[X,Y ]/(F,G) ∼=
C[Y ]/(Y 4 − 1) ∼= k[ε, ε2, ε3], en notant ε la classe de Y dans le quotient.

De plus, pour déterminer le produit d’espaces vectoriels, prenons par exemple P = (1, 1) et
calculons OC2,P /(F,G). Alors, IOC2,P = (Y −X, (Y −1)(Y +1)(Y −i)(Y +i)) = (Y −X,Y −1) car
(Y +1), (Y − i) et (Y + i) sont inversibles dans OC2,P . Ainsi, OC2,P /(F,G) ∼= C[Y ]/(Y −1) ∼= C
d’où C[X,Y ]/(F,G) ∼= k[ε, ε2, ε3] ∼= C4.

Le corollaire 3.6.10 motive la définition de multiplicité d’intersection de deux polynômes.

Définition 3.6.13 (Multiplicité d’intersection - affine). On définit la multiplicité d’intersec-
tion de F et G en P par la multiplicité du schéma (Z,OZ) en P : µP (F,G) = dimk OZ,P =
dimk Ok2,P /(F,G).

Remarque 3.6.14. Cette définition est cohérente avec la notion intuitive d’intersection. En effet,
µP (F,G) = 0 si et seulement si P /∈ V (F,G) ce qui signifie que les polynômes ne s’intersectent
pas au point P .

Le corollaire suivant, conséquence immédiate du corollaire 3.6.10 fournit un moyen de cal-
culer la somme des multiplicités de deux polynômes.

Corollaire 3.6.15. En conservant les notations du corollaire 3.6.10, il vient∑
P∈V (F,G)

µP (F,G) = dimk

∏
P∈Z

Ok2,P /(F,G) = dimk k[X,Y ]/(F,G) = dimk Γ(Z,OZ).
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Remarque 3.6.16. La formule a un sens si P /∈ V (F,G) car µP (F,G) = 0, on a alors∑
P∈k2

µP (F,G) = dimk k[X,Y ]/(F,G).

Dans le cas projectif, on utilise le procédé de déshomogénéisation (défini en section 3.2) pour
se ramener à la définition affine.

Définition 3.6.17 (Multiplicité d’intersection - projectif). Soient F,G ∈ k[X,Y, T ] homogènes
et P = (x, y, t) ∈ P2, on suppose t = 1. La multiplicité d’intersection de F et G en P est définie
par

µP (F,G) = µ(x,y)(F[, G[).

4 Cohomologie des faisceaux

Cette section introduit la cohomologie des faisceaux qui est une théorie très utile en géomé-
trie algébrique et joue également un rôle majeur dans d’autres types de géométries (topologie
algébrique, géométrie différentielle, géométrie analytique complexe, ...). Nous verrons une ap-
plication dans la section 4.4 avec le théorème de Bézout.

4.1 Complexe et suite exacte

Nous commençons par approfondir les notions de suites exactes issues de la section 2.3.
En effet, dans certains cas, les suites d’objets que l’on étudie (groupes abéliens, A-modules,
OX -modules,...) ne sont pas exactes. Par exemple, le foncteur section globale introduit avec la
remarque 3.3.4 est exact à gauche mais pas à droite. Pour remédier à cela, on introduit les
groupes de cohomologie qui mesurent le défaut d’exactitude des foncteurs et permettent de
compléter une suite exacte de faisceaux en suite exacte longue.

Définition 4.1.1 (Complexe). Soit (Ai)i∈Z des objets (on utilisera des groupes abéliens, A-

modules ou OX -modules). Un complexe est une suite A∗ : ...→ Ai−1 di→ Ai
di+1

→ Ai+1 → ... telle
que les morphismes di (aussi appelés différentielles ou cobords) vérifient ∀i, di+1 ◦ di = 0. Les
groupes de cohomologie de A∗ sont définis par Hi(A∗) = Ker(di+1)/Im(di).

Définition 4.1.2 (Morphisme de complexes). Soient A∗ et B∗ deux complexes munis de leurs
différentielles di et δi. Un morphisme de complexes de A∗ → B∗ est une famille de morphismes

(f i) tels que ∀i, le diagramme qui suit soit commutatif. Ai

fi

��

di+1
// Ai+1

fi+1

��
Bi

δi+1
// Bi+1

Proposition 4.1.3. Soit 0 → A∗
f→ B∗

g→ C∗ → 0 une suite exacte de complexes, alors

∀n ∈ N, la suite induite HnA∗
fn

→ HnB∗
gn→ HnC∗ est exacte.

Démonstration. Les morphismes fn : An → An+1 et gn : Bn → Bn+1 se relèvent en des
morphismes fn : Ker(dn+1)/Im(dn) et gn : Ker(δn+1)/Im(δn) qui préservent l’exactitude sur
les groupes de cohomologie
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Initiation à l’algèbre homologique et à la théorie des faisceaux

Théorème 4.1.4. Soit 0 → A∗
f→ B∗

g→ C∗ → 0 une suite exacte de complexes, il existe des
morphismes ∂n : HnC∗ → Hn+1A∗ tels que la suite longue ci-dessous soit exacte :

...→ Hn−1C∗
∂n−1

→ HnA∗
fn

→ HnB∗
gn→ HnC∗

∂n

→ Hn+1A∗ → ...

Démonstration. Pour construire les ∂n, on commence par écrire le diagramme commutatif sui-
vant (les lignes sont des complexes et les colonnes des suites exactes).

0

��

0

��

0

��

0

��
... // An−1 dn //

fn−1

��

An
dn+1
//

fn

��

An+1 dn+2
//

fn+1

��

An+2 //

fn+2

��

...

... // Bn−1 δn //

gn−1

��

Bn
δn+1
//

gn

��

Bn+1 δn+2
//

gn+1

��

Bn+2 //

gn+2

��

...

... // Cn−1 ∆n
//

��

Cn
∆n+1
//

��

Cn+1 ∆n+2
//

��

Cn+2 //

��

...

0 0 0 0
On procède en plusieurs étapes :

1. Soit x ∈ HnC∗, on va associer à x un élément de Hn+1A∗ ce qui construira une application
de HnC∗ → HnA∗ dont on vérifiera les propriétés. Comme x ∈ HnC∗, il est l’image d’un
élément x de Cn tel que ∆n+1(x) = 0 par définition des groupes de cohomologie. Par
surjectivité de gn, il existe y ∈ Bn tel que x = gn(y) et, grâce au diagramme ci-dessus,
gn+1 ◦ δn+1(y) = ∆n+1 ◦ gn(y) = ∆n+1(x) = 0 donc δn+1(y) ∈ Ker(gn+1) = Im(fn+1).
Ainsi, il existe z ∈ An+1 (dont on vérifiera qu’il ne dépend pas du choix de y) tel que
δn+1(y) = fn+1(z) et, de plus, z ∈ Ker(dn+2). On note z l’image de z dans Hn+1A∗ et
D : Ker(∆n+1)→ Hn+1A∗ l’application définie par x 7→ z.

2. D est bien un morphisme.

3. D|Im(∆n) = 0.

4. Par les deux assertions précédentes, D se relève en un morphisme ∂n : HnC∗ → HnA∗

qui, à un élément x ∈ HnC∗ associe z défini ci-dessus.

5. Il faut maintenant prouver l’exactitude de la suite, la proposition 4.1.3 nous donne l’exac-
titude en HnB∗. Il reste à montrer que la suite est exacte en HnA∗ et HnC∗.

Montrons que la suite est exacte en HnC∗ c’est-à-dire Im(gn) = Ker(∂n) (l’exactitude
en HnA∗ se traite de la même manière). Soit y ∈ Im(gn), il existe y ∈ Bn vérifiant
δn+1(y) = 0 tel que y soit le projeté de y. De plus, en posant x = gn(y), x = gn(y) d’où
∂n(x) = z avec fn+1(z) = δn+1(y) = 0. L’injectivité de fn+1 donne x ∈ Ker(∂n) soit
Im(gn) ⊂ Ker(∂n). Soit x ∈ Ker(∂n), comme z = 0 par paragraphe précédent, ∃t ∈ An
tel que z = dn+1(t) . Ainsi, fn+1(z) = δn+1(y) = δn+1 ◦ fn(t) d’où x = gn(y − fn(t)) ce
qui, en passant au quotient, donne le résultat souhaité.

4.2 Cohomologie de Čech

Cette section permet de définir une cohomologie sur les faisceaux de groupes abéliens en
introduisant des complexes de faisceaux appelés complexes de Čech qui donneront lieu par la
suite à des suites exactes longues.
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Soient X un espace topologique, U = (Ui)i∈[[0,n]] un recouvrement ouverts de X et F un
faisceau de groupes abéliens sur X.

Notation 4.2.1. Soit i0, ..., ip ∈ [[0, n]], on note Ui0...ip =
p⋂
k=0

Uik et si0...ip une section de F sur

une intersection Ui0...ip .

Définition 4.2.2 (Complexe de Čech de F relativement à U). On définit le complexe de Čech
de F relativement à U : C∗(U ,F ) par

— Cp(U ,F ) =
∏

0≤i0<...<ip≤n
F (Ui0...ip) si p ∈ [[0, n]].

— Cp(U ,F ) = 0 si p > n.
Un élément s de Cp(U ,F ) est appelé cochâıne et est la donnée de sections si0...ip ∈ F (Ui0...ip).
La différentielle dp+1 : Cp(U ,F )→ Cp+1(U ,F ) est définie par l’expression

dp+1(s)i0...ip =

p+1∑
k=0

(−1)ksi0...ik−1ik+1...ip+1 |Ui0...ip+1 .

Remarque 4.2.3. C∗(U ,F ) est bien un complexe. En effet, on vérifie grâce à la définition de la
différentielle que dp+1 ◦ dp = 0.

Notation 4.2.4. On note Ȟ
p
(U ,F ) le pème groupe de cohomologie de C∗(U ,F ).

Proposition 4.2.5.

1. La cohomologie de Čech est fonctorielle c’est-à-dire qu’un morphisme u : F → G induit
naturellement des morphismes de complexes C∗(U ,F )→ C∗(U ,G ) et de groupes abéliens
Ȟ
p
(U ,F )→ Ȟ

p
(U ,G ).

2. La cohomologie de Čech commute aux sommes directes : Ȟ
p
(X,

⊕
i∈I

Fi) =
⊕
i∈I

Ȟ
p
(X,Fi).

3. Soient k un corps, X une variété algébrique affine ou projective sur k et F un OX-
module alors les groupes F (Ui0...ip), Cp(U ,F ) et Ȟ

p
(U ,F ) sont munis naturellement

d’une structure de k-espace vectoriel.

Notation 4.2.6. Soit F un faisceau, on note hiF = dimk Ȟ
i
(X,F ).

Le lemme suivant ([Har77], III, lemme 4.1) est une première étape vers la compréhension des
groupes de cohomologie de Čech. En effet, à l’ordre 0, ces derniers sont liés au foncteur section
globale défini en remarque 3.3.4. De plus, le groupe de cohomologie obtenu est indépendant du
recouvrement de X

Lemme 4.2.7. Soient F un faisceau de groupes abéliens, X un espace topologique et U un

recouvrement ouverts de X alors Ȟ
0
(U ,F ) ∼= Γ(X,F ).

Démonstration. Par définition, Ȟ
p
(U ,F ) = Ker(d1). Soit s ∈ C0, il est la donnée de si ∈ F (Ui)

et, ∀i < j, d1(s)ij = sj − si. Ainsi, d1(s) = 0 si et seulement si si = sj sur Uij . Or, comme F
est un faisceau, les si se recollent en un élément de Γ(X,F ).

Le lemme qui suit est en fait un théorème d’annulation de groupes de cohomologie ([Per95],
VII, théorème 2.5) qu’on ne démontrera pas.

Lemme 4.2.8. Soient X une variété algébrique affine et 0 → F → G → H → 0 une suite
exacte de faisceaux quasi-cohérents alors la suite de sections globales

0→ Γ(X,F )→ Γ(X,G )→ Γ(X,H )→ 0

est exacte.
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Le théorème suivant est fondamental car il justifie l’intêret de la cohomologie de Čech, à
savoir compléter une suite exacte de faisceaux quasi-cohérents en une suite exacte longue de
groupes de cohomologie.

Théorème 4.2.9. Soient X une variété algébrique affine ou projective, U un recouvrement
affine fini de X et 0→ F → G → H → 0 une suite exacte de faisceaux quasi-cohérents alors
on a une suite exacte longue en cohomologie de Čech :

0→ Ȟ
0
(U ,F )→ Ȟ

0
(U ,G )→ Ȟ

0
(U ,H )→ Ȟ

1
(U ,F )→ Ȟ

1
(U ,G )→ Ȟ

1
(U ,H )→ ...

Démonstration. Soient i0, ..., ip ∈ [[0, n]], d’après [Per95] (VII, définition 2.7), l’intersection
Ui0...ip est un ouvert affine et les faisceaux sont quasi-cohérents donc, par lemme 4.2.8, la suite
0→ Γ(Ui0...ip ,F )→ Γ(Ui0...ip ,G )→ Γ(Ui0...ip ,H )→ 0 est exacte. En passant aux produits sur
les indices i0, ..., ip, on en déduit la suite exacte 0→ Cp(U ,F )→ Cp(U ,G )→ Cp(U ,H )→ 0
ce qui, par définition, donne une suite exacte de complexes 0 → C∗(U ,F ) → C∗(U ,G ) →
C∗(U ,H )→ 0. On conclut avec le théorème 4.1.4.

Remarque 4.2.10. D’après [Har77] (III, théorème 4.5) et [Ser55] (no 52, proposition 2), le groupe
de cohomologie de Čech ne dépend pas du recouvrement affine U de X choisi. Ainsi, à partir
de maintenant, on notera Hp(X,F ) = Ȟ

p
(U ,F ).

4.3 Calculs de groupes de cohomologie

Cette section a pour objectif de calculer les groupes de cohomologie pour des cas particuliers
de faisceaux quasi-cohérents. Les résultats obtenus ici ont vocation à servir dans la section 4.4
lors de la démonstration du théorème de Bézout.

On rappelle, conformément à l’exemple 1.2.3, que Sd désigne l’espace des polynômes ho-
mogènes de degré d de S = k[X0, ..., Xn] =

⊕
d∈Z

Sd avec la convention Sd = 0 si d < 0. Dans

cette section, F =
⊕
d∈Z

OPn(d) est le faisceau quasi-cohérent sur Pn associé à M =
⊕
d∈Z

S(d).

Cette écriture de F en somme directe de faisceaux est justifiée par le fait que ∼ commute aux
sommes directes (proposition 3.4.8).

Le théorème qui suit ([Har77], III, théorème 2.7) est dû à Grothendieck et montre l’annula-
tion des groupes de cohomologie dont le degré est supérieur à la dimension de l’espace.

Théorème 4.3.1 (Grothendieck). Soient X une variété algébrique affine ou projective de di-
mension n et F un faisceau quasi-cohérent sur X alors ∀i > n, Hi(X,F ) = 0.

On admet le théorème suivant, démontré dans [Har77] (III, théorème 3.5) qui montre l’an-
nulation de la plupart des groupes de cohomologie des faiseaux quasi-cohérents si l’espace est
affine.

Théorème 4.3.2. Soient A un anneau noethérien, X = Spec(A) et F un faisceau quasi-
cohérent sur X alors ∀i > 0, Hi(X,F ) = 0.

Le théorème suivant issu de [Har77] (III, théorème 5.1) fournit le calcul des groupes de
cohomologie des faisceaux OPn(d) qui joueront un rôle fondamental dans la prochaine section.

Théorème 4.3.3. Soit n ∈ N∗, on a les résultats suivants pour tout d ∈ Z,

1. H0(Pn,OPn(d)) = Sd.

2. ∀0 < i < n, Hi(Pn,OPn(d)) = 0.
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3. Hn(Pn,OPn(d)) ∼= H0(Pn,OPn(−d− n− 1))∗ en tant que k-espace vectoriel.

Démonstration. Avant de considérer les complexes de Čech des faisceaux OPn(d), on commence
par choisir le recouvrement naturel de Pn par les ouverts standards : U = (D+(Xi))i∈[[0,n]]. Par
définition des faisceaux OPn(d) sur les ouverts standards, Γ(Ui0...ip ,OPn(d)) = S(d)(Xi0

...Xip ) est
l’ensemble des polynôme homogène de degré d de SXi0

...Xin
. Ainsi, on en déduit les complexes

des faisceaux OPn(d) et donc, par somme, celui de F : Cp(U ,F ) =
∏

i0<...<ip

SXi0
...Xip

.

1. Cette propriété se montre par double inclusion. En effet, un polynôme de Sd définit
bien une section globale de OPn(d). Inversement, si f est une section globale de OPn(d),

f|D+(Xi) est de la forme Pi(X0,...,Xn)
Xr

i
où Pi est un polynôme homogène de degré d + r

tel que Xi 6 |Pi. De même, f|D+(Xj) =
Pj(X0,...,Xn)

Xs
j

avec Pj homogène de degré d+ s tel

que Xj 6 |Pj . En considérant f restreint à l’intersection D+(XiXj), on a l’égalité dans
k(X0, ..., Xn) d’où Xs

jPi(X0, ..., Xn) = Xr
i Pj(X0, ..., Xn). Ainsi, par lemme de Gauss,

r = s = 0 donc Pi = Pj et f est en fait un polynôme homogène de degré d.

2. Cette assertion se démontre par récurrence sur n ≥ 1. En effet, le cas n = 1 est tri-
vial. Soit n > 1, considérons le complexe C∗(X0) obtenu par localisation du complexe

C∗(U ,F ) (on ne garde que les éléments de degré 0 dans le localisé en X0). Alors, par
exactitude du foncteur localisé, les groupes de cohomologie de C∗(X0) se déduisent
de ceux de C∗(U ,F ) : Hp(C∗(X0)) = Hp(C∗)(X0). De plus, l’opération [ (définition

3.2.15) induit un isomorphisme de S(X0) (éléments de degré 0 dans le localisé SX0
)

sur k[X1, ..., Xn] = Γ(D+(X0),OPn). La dernière égalité découle de la définition du fais-
ceau OPn (définition 3.4.6). L’isomorphisme précédent induit, par localisation, les iso-
morphismes (SXi0

...Xip
)(X0)

∼= k[X1, ..., Xn]Xi0
...Xip

. Ceci signifie que le complexe C∗(X0)

est isomorphe au complexe C
′∗(U ′,F|D+(X0)) où U ′ = (D+(Xi) ∩ D+(X0))i∈[[0,n]]. Or,

D+(X0) = Spec(S(X0)) et F est un faisceau quasi-cohérent donc les groupes de cohomo-

logie de C
′∗ sont nuls si p ≥ 1 (théorème 4.3.2) ce qui est aussi le cas pour ceux de C∗(X0)

d’où ∀p ≥ 1, Hp(Pn,F )(X0) = 0. Ceci signifie que pour chaque élément x de Hp(Pn,F ),
il existe un entier mx tel que xXmx

0 = 0.

Montrons maintenant que pour tout 1 ≤ p ≤ n− 1, la multiplication par X0 induit une
bijection

φ : Hp(Pn,F (−1))→ Hp(Pn,F ).

Ceci nous donnera le résultat souhaité car si l’application φ est bijective alors, si x ∈
Hp(Pn,F ), il existe y et mx tels que x = φ(y) et xXmx

0 = 0 d’où φmx(y) = 0 ce qui
implique y = 0 et finalement x = 0.

L’application ·X0 induit une suite exacte de faisceaux

0→ OPn(−1)
·X0→ OPn → OH → 0

où H = V (X0) ∼= Pn−1. Ce qui, après avoir décalé cette suite sur Z et pris la somme
directe, devient (on considère FH =

⊕
n∈Z

OH(n))

0→ F (−1)→ F → FH → 0.

Comme H est de dimension n− 1 (exemple 3.5.5), par théorèmes 4.2.9 et 4.3.1, on a la
suite exacte longue suivante en cohomologie de Čech :

0→ H0(Pn,F (−1))
·X0→ H0(Pn,F )

π→ H0(Pn,FH)→ ...→ Hn−1(Pn,F (−1))
i→

Hn(Pn,F )
·X0→ Hn(Pn,FH)→ 0.
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Or, d’après [Har77] (III, lemme 2.10), Hp(X,FH) = Hp(H,
⊕
n∈Z

OH(n)) donc, par hypo-

thèse de récurrence, ∀1 ≤ p ≤ n − 2, Hp(X,FH) = 0. De plus, la surjectivité de π et
l’injectivité de i donnent la suite exacte ci-dessous pour tout 1 ≤ p ≤ n− 1 :

0→ Hp(Pn,F (−1))→ Hp(Pn,F )→ 0.

Ainsi, on a bien l’isomorphisme Hp(Pn,F (−1)) ∼= Hp(Pn,F ) pour 1 ≤ p ≤ n− 1 ce qui
conclut la preuve.

3. On rappelle que

dn :
∏

i0<...<in−1

SXi0 ...Xin−1
→

∏
i0<...<in

SXi0 ...Xin
= SX0...Xn

= k(X0, ..., Xn)

désigne la différentielle de C∗(U ,F ). Montrons par double inclusion que Im(dn) =

Vect({Xα0
0 ...Xαn

n , ∃αi ≥ 0}). Soit (si)0≤i≤n ∈
n∏
i=0

SX0...Xi−1Xi+1...Xn alors

δn((si)0≤i≤n) =

n∑
i=0

(−1)i
Xr
i Fi

(X0...Xn)r
∈ Vect({Xα0

0 ...Xαn
n , ∃αi ≥ 0}).

En effet, dans l’expression ci-dessus, le terme (−1)i
Xr

i Fi

(X0...Xn)r ∈ Vect({Xα0
0 ...Xαn

n , ∃αi ≥
0}) car le coefficient devant Xi est positif. Ainsi, la somme reste dans l’espace vectoriel ce
qui montre la première inclusion, l’inclusion réciproque est évidente. Cependant, SX0...Xn

est formé des monômes Xα0
0 ...Xαn

n donc

SX0...Xn = Vect({Xα0
0 ...Xαn

n , ∀i, αi < 0})⊕Vect({Xα0
0 ...Xαn

n , ∃αi ≥ 0}).

Ainsi,

Coker(dn) = SX0...Xn
/Im(dn) = Vect({Xα0

0 ...Xαn
n , ∀i, αi < 0}).

De plus, comme Hn(Pn,F ) = Ker(dn+1)/Im(dn) et dn+1 = 0,

Hn(Pn,F ) = Coker(dn) = Vect({Xα0
0 ...Xαn

n , ∀i, αi < 0}).

Comme la cohomologie de Čech commute aux sommes directes (proposition 4.2.5), on
en déduit les groupes de cohomologie des faisceaux OPn(d),

Hn(Pn,OPn(d)) = Vect

({
Xα0

0 ...Xαn
n , ∀i, αi < 0 et

n∑
i=0

αi = d

})
.

Ainsi, on remarque que Hn(Pn,OPn(−n− 1)) ∼= k et on définit

φ : Hn(Pn,OPn(d))×H0(Pn,OPn(−d− n− 1)) → Hn(Pn,OPn(−n− 1))

(Xα0
0 ...Xαn

n , Xβ0

0 ...Xβn
n ) 7→ Xα0+β0

0 ...Xαn+βn
n

une forme bilinéaire non dégénérée. φ induit l’isomorphisme ψ défini par

ψ : Hn(Pn,OPn(d)) → H0(Pn,OPn(−d− n− 1))∗

Xα0
0 ...Xαn

n 7→ φ(Xα0
0 ...Xαn

n , .)
.
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4.4 Théorème de Bézout

Cette section est dédiée à l’énoncé et à la démonstration du théorème de Bézout. Ce résultat
d’intersection des courbes algébriques de P2 nécessite plusieurs lemmes intermédiaires et fera
intervenir les notions de cohomologie des faisceaux introduites précédemment.

Théorème 4.4.1 (Bézout). Soient F,G ∈ k[X,Y, T ] deux polynômes homogènes sans facteur
commun de degré s et t alors ∑

P∈V (F )∩V (G)

µP (F,G) = st.

Lemme 4.4.2. V (F ) ∩ V (G) ⊂ P2 est fini.

Démonstration. On choisit T = 0 comme droite de l’infini et on la note D∞, V (F ) ∩ D∞
est un ensemble algébrique projectif inclus dans D∞ donc sa dimension est 0 ou 1. Ainsi,
V (F ) ∩ D∞ est fini ou égal à D∞. Si V (F ) ∩ D∞ = D∞ alors T |F et de même pour G. Or,
par hypothèse, F et G n’ont pas de facteur en commun donc V (F ) ∩ V (G) ∩D∞ est fini. De
plus, comme P2\D∞ ∼= k2, V (F ) ∩ k2 = V (F[) et V (G) ∩ k2 = V (G[). F[ et G[ étant sans
facteur commun, V (F )∩V (G)∩ k2 = V (F[)∩V (G[) <∞ par théorème 3.1.24. En conclusion,
Card(V (F ) ∩ V (G)) = Card((V (F ) ∩ V (G) ∩D∞)

⋃
(V (F ) ∩ V (G) ∩ k2)) <∞.

A partir de maintenant on notera Z = V (F,G).

Lemme 4.4.3. Il existe une droite projective D telle que D ∩ V (F ) ∩ V (G) = ∅.

Ce lemme est trivial car si x /∈ V (F ) ∩ V (G), comme cet ensemble est fini par lemme 4.4.2,
il existe une infinité de droites passant par x et ne rencontrant pas V (F ) ∩ V (G).

Lemme 4.4.4. Soient S = k[X,Y, T ] et J = (F,G), la suite de S-modules gradués

0→ S(−s− t) φ→ S(−s)⊕ S(−t) ψ→ S → S/J

est exacte (avec φ(W ) = (WG,−WF ) et ψ(U, V ) = UF + V G).

La vérification du lemme précédent est immédiate.

Lemme 4.4.5. Avec les notations précédentes, on a les suites exactes

0→ OP2(−s− t)→ OP2(−s)⊕ OP2(−t)→ J̃ → 0

0→ J̃ → OP2 → S̃/J → 0.

Démonstration. Comme le foncteur ∼ est exact (proposition 3.4.8), le résultat se déduit du
lemme 4.4.4 en passant aux faisceaux.

Remarque 4.4.6. En fait, J̃ est un faisceau d’idéaux sur P2 qui s’identifie à un faisceau JZ sur Z

et S̃/J s’identifie au faisceau OZ défini dans le théorème 3.6.7. Ceci donne les égalités suivantes

sur les sections globales : Γ(P2, J̃) = Γ(Z,JZ) et Γ(P2, S̃/J) = Γ(Z,OZ).

Démonstration (du théorème de Bézout). On rappelle que Z = V (F,G), par lemme 4.4.3, il
existe une droite projective D telle que D∩Z = ∅ . On peut supposer sans perte de généralités
que D est la droite T = 0 et la choisir comme droite à l’infini. Ainsi, comme k2 ∼= P2\D∞,

Z = V (F,G) = V (F[, G[) ⊂ k2.
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En munissant Z de sa structure de schéma fini (corollaire 3.6.10) et, par corollaire 3.6.15, on a
l’égalité ∑

P∈V (F,G)

µP (F,G) = dimk k[X,Y ]/(F[, G[) = dimk Γ(Z,OZ). (4.3)

Par lemme 4.2.7, H0(Z,OZ) = Γ(Z,OZ). Il suffit de montrer que h0OZ = st pour achever la
preuve du théorème de Bézout. D’après le lemme 4.4.5 les suites qui suivent sont exactes

0→ OP2(−s− t)→ OP2(−s)⊕ OP2(−t)→ J̃ → 0

0→ J̃ → OP2 → S̃/J → 0.

En passant aux groupes de cohomologie sur la 1re suite exacte et en utilisant le théorème 4.3.3
qui annule la plupart des termes de la suite exacte longue,

0→ H1(P2, J̃)→ H2(P2,OP2(−s− t))→ H2(P2,OP2(−s))⊕H2(P2,OP2(−t))→ 0

est exacte (la cohomologie de Čech commute aux sommes directes par proposition 4.2.5). Ainsi,
en passant aux dimensions,

h1JZ = h1J̃ = h2OP2(−s− t)− h2OP2(−s)− h2OP2(−t).

Or, par théorème 4.3.3 et proposition 1.2.4,

h2OP2(d) = h0OP2(−d− 3) = dimk S−d−3 =

(
−d− 1

2

)
.

Ceci conduit à l’égalité suivant,

h1JZ = st− 1. (4.7)

De plus, H1(P2,OP2(−s− t)) = H0(P2,OP2(−s)) = H0(P2,OP2(−s)) = 0 par théorème 4.3.3 et
en utilisant la suite exacte longue issue de la 1re suite exacte,

h0JZ = h0J̃ = 0. (4.8)

La 2e suite exacte donne lieu à la suite exacte longue

0→ H0(P2, J̃)→ H0(P2,OP2)→ H0(P2, S̃/J)→ H1(P2, J̃)→ H1(P2,OP2)→ H1(P2, S̃/J)

→ H2(P2, J̃)→ H2(P2,OP2)→ H2(P2, S̃/J)→ 0.

Or, H1(P2,OP2) = 0 par théorème 4.3.3 donc il reste la suite exacte

0→ H0(P2, J̃)→ H0(P2,OP2)→ H0(P2, S̃/J)→ H1(P2, J̃)→ 0.

De plus, h0JZ = 0 par (4.8). On en déduit donc, après un passage aux dimensions et comme
h0OP2 = 1 par théorème 4.3.3 et proposition 1.2.4, que

h0OZ = h1JZ + 1.

Ainsi, grâce à (4.7), h0OZ = st et on conclut avec (4.3).
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