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THEOREME Soit L un langage du premier ordre, T une théorie sur L ayant un modéle infini.
Alors T a un modéle dénombrable.

Démonstration. Soit 9 un modele infini de L tel que MET et P C M.
e On construit un modele 9.
Pour toute formule & n variables libres de la forme 3z F' et tout n-uplet (aq,...,a,) € P"
tels que M(z; := q;] F JxF, on sait qu'il existe eq, 4, 7 € M tel que

Mx; = a;, T :=¢€qy. anF) FF

On note E(P) = {eq,,...a,,F DOUT a1, ...,a, et F' comme précédemment }.
Soit @ € M. On pose X = {a} U{fom, f € Fo} et X, = X,—1 UE(X,,—1). On définit aussi
N=JX..

n>=0

On munit N d’une structure de modele 91 en posant Ry = Roy N N™ pour tout symbole
de relation d’arité m dans L et fix = fop|nym pour tout symbole de fonction d’arité m dans

L.
e On montre que D est un modele, c’est-a-dire qu’on vérifie que fin (d’arité n) est a valeurs
dans N. Soit ay,...,a, € N™ et F la formule x ~ fxi...xz,. Alors
Mz, = a;,x = fop(ai,...,an)] E F donc M[z; := a;] F JzF
Par définition de N, il existe p tel que tous les a; soient dans X,. Alors fr(a1,...,a,) =

fgm(al, R ,an) S E(Xp) C N.
Donc fir est a valeurs dans N est 91 est un modele.

e Montrons que N est dénombrable.
X est dénombrable car X 'est. De plus, si X, est dénombrable, E(X,,) l’est car il contient
au plus un élément par formule et par k-uplet de X,, (ou k est le nombre de symboles V
avant le premier 3 de F'. X, 11 est donc dénombrable.
N est une union dénombrable d’ensembles dénombrables donc N est dénombrable.

e On montre que 9t E T. En va en fait montrer par induction la proposition suivante : Pour
tout ai,...,a, € N" et F' & n variables libres, M|[x; := a;] E F ssi N[z; :=a;| E F.
Si F'= Rty...ts avec t; des termes clos, comme a; € N et Ry = Rgn N N®, on a bien le
résultat.
Si F = -G ou F = (GaH), c’est bon.
Si F' = Vz(G, on se raméne au cas =3z—F.
Si F' = 3zG, alors on prouve une double implication : Si N[x; := a;] F F, alors il existe
a € N tel que N[z; := a;,z := a] F G donc M[z; := a;,x := a] F G donc M[z; := a;] F F.
Si M[z; = a;] F JzG, alors Mz; = aj,x = eq,. a,c] F G donc Nz; = a;,x =
€ar...an,c] E G donc N[z; == a;] F F (car eq,, 4, c € N).

e Si N est fini, on considere la suite de formule (F,), telle que F,, exprime que le domaine
du modele a au moins n éléments. M est un modele infini donc M E TU{F,,n € N}. Alors
la construction précédente fournit 91 au plus dénombrable tel que M E T'U {F,,,n € N}.



Alors pour tout n, 91 E F,, donc N est infini et de plus 91 E T. On a donc construit un
modele de T" exactement dénombrable. [ |



