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Référence : Gourdon Algebre Annexe C
Soit £ € R. On définit les suites (&), et (ap), par a, = |&n], S0 =€ et &ny1 = &L%an
On définit alors les suites (pn)n €t (¢n)n par

Po=ag, p1=aiap+1etp,=appp_1+pp_2

qo = 17 q1 = a1 et ¢, = apQp-1 + gn—2

On note aussi [ag, ..., a,] = ag + 1 -
ai + ) T
o
ap—1+ a—
mn
En particulier £ = [ag, ...,&,] = ZM
Gn—1&n + Qn—2
Lemme

Pndn—1 — Pn—14n = (_1)n—1‘

Démonstration. On prouve cette propriété par récurrence.
Sin =1, par définition de pg, p1,qo €t ¢q1, on a p1go — pog1 = agaq + 1 — aga; = 1.
Si la propriété est vraie au rang n, on a

Prt1n = Pndn+1 = (@nPn + Pn—1)dn = Pn(@ndn + Gn-1) = = (Prdn-1 = Pn—1¢n) = (-1)"
Le principe de récurrence assure le résultat. [ |

THEOREME Soit & irrationnel. & est quadratique® ssi il existe T > 0 tel que & = & pour
tout k assez grand.

Remarque Si & est rationnel, son développement n’est pas périodique et il n’est pas non plus
quadratique.

Démonstration.
< Soient r, T tels que & 4+7 = &.. On a alors

abpyr +a a+ o
& =lar, ... arpr-1, &) = o =

B /8§T+T + /8, B /857’ + /8/

ol a, 3,a’ et B sont des entiers.

Ainsi, le polynéme Q := 3X2+ (8’ —a)X — o/ annule &,.. De plus Q € Z[X] et deg(Q) = 2.
Si @ était réductible, ses racines seraient rationnelles donc &, € Q, ce qui est absurde.
Donc @ est irréductible sur Q.

1. Un nombre réel est dit quadratique ssi il est racine d’un polyndme de Z[X] de degré 2 et irréductible sur Q



On a de plus, par définition de p,, q, et &,, & = %. Alors

_QT—2§ + pr—2

%’—157’5 + QT—2§ = pr—lfr + Pr—2 donc Sr =
QT—1§ — DPr—1

Le polynoéme

_ _ 2 [ —r—2X + Prz)
R (QT—lX pr—2) Q ( 1 X —pr 1 S Z[X]
est de degré 2 et annule £. Comme précédemment, R est irréductible sur Q, et £ est
quadratique.
= Soit Q = aX? + X + 7 = a(X — &)(X —¢') € Z[X] irréductible sur Q qui annule &.

Pour tout n, on définit
_ 2+ ((Pn—1X + pnz)
Qn (Qn—lX + Qn—2) Q (qan + Gn—2

Comme Q(&) =0 et & = E2=tentPu2 Q (£,) = (gn 1&n + gn-2)?Q(E) = 0.
Posons @, = ap, X? + BuX + v, avec ay,, Bn, yn entiers.

On remarque que o, = qg_lQ(%) % (0 car ) n’a pas de racines rationnelles. De méme,
Tn = %21—262(2:—:;) = On—1-

Montrons que le discriminant A, de Q,, est égal au discriminant A de Q. Par/ définition
du discriminant et de Qn, A, = a2(&, — &) et A =a(é —¢)2 ou & = %.
Comme @ = a(X — &)(X — &), on obtient ay, = a(pr—1 — @n-1&)(Pr—-1 — gn-1&’). Alors

2
—qn-28 +DPn—2  —Gn—2& + Pn—2

Ay =2 (Pn-1 = ¢n18)*(Pn1 — @n_1£)? ( = s = =
qn—1& — Pn—1 qn-18§" — Pn—1

= a?((gn—26 — pr—2) Pn-1— Gn-1&") — (Gn—2& — Pn—2)(Pn—-1 — @n-1£))*
= 052 (pn—1Qn—2 - pn—QQn—1)2(§ - 8)2 =A
=1

Montrons maintenant qu’il y a un nombre fini de @,,. Il suffit de borner les coefficients de
Q.. Par inégalité des accroissements finis, on a

Pn—-1
C_I1211Q< “ )‘ = qufl
dn—1

pnfl_ggM
dn—1

lon| =

Q () - Q| <

ou M = sup |Q'(z)]
|lz—€|<1
Comme 7, = ap—1, on a |[y,| < M. On a de plus

,8% = Ap +4donyn = A+ 4oy, < A+ 4M2

Ainsi, 'ensemble des @, est fini donc il existe n; < ng < ng tels que Qpn, = Qn, = Qns-
Comme &, est racine de @, il existe i # j tel que &,, = &,;. Ainsi, § est périodique a
partir du rang n;. [ |



