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THEOREME Soit a < b et I =|a,b[. Soit f : I — R et p € C*(I,R) tels que
o ff e @) f(z)|dx < 0o pour tout t € I
e © a un unique minimum global strict xzo sur I i.e. ¢'(x) = 0 ssi x = xq et, de plus,
" (z0) > 0.
e f(zo) #0

Alors, pour t — oo

F) = [ et @) e [T flag)etete)

to' ( 0)

Démonstration. On définit la fonction 1) sur I par

W(a) = { p(x) —plzo)  siz >0

—Ve(@) —plzo)  siz <o
1 est continue sur I et C' sauf éventuellement en xq. Si & > xg, on a par Taylor

'( ) ¢'(w0) + (= — w0)¢" (w0) ~ (z = m0) V¥ (z0)

U (z) = =
2\/p o(xo) x—)xo 2\/90 (z0)(z — o) + " (x )(m z0)2 \/§|CC—$0|

Donc hm Y(x) = %.

ZB*XL’O
Le méme calcul si x < xg montre que

lim ' (z) = 1 £t

ToTy 2

donc 1 est C! aussi en xy. Par TIL, il existe § > 0 tel que 1 soit un C'-difféomorphisme de
lzo — 9, z0 + d[—]e, d].

Soit alors 8 € C2° telle que supp(f) Clzg — 0,29 + 0] et = 1 sur ]Jzg — %,xo + %[ On
décompose alors

F(t) = /ab e @) f(2)0(x) dz + /ab W@ f(2)(1 - 0(z)) da

Fi(t) Fa(t)

On effectue dans Fj le changement de variables v = 9 (x) :

-1 L) Hu
Fi(t) = /R ooty £(¥ zp;( 12)— 1((%)( ) 4

h(w)




On a o(~1(u)) = ¢(z¢) + u* donc

—tp(zo) u
Fi(t) = *wm)/ e hu)du = ——— [ &R (—) d
1(t) =e € (u) du : e V; u

h est continue a support compact donc d’'une part, on a cvs de 'intégrande vers e*”2h(0). De
plus on a la domination

v <%)‘ < bl e e Lt

Donc par convergence dominée,

f(xo)\/T
V2¢" (20)

Sur le support de 1 — 6, on sait qu’il existe p > 0 tel que p(z) — p(zo) = p. Alors

Jlim V(@0 By () = h(0)y/7 =
—00

to(z) = p(z) + (t — Dp(x) = p(z) + (t = Dp(zo) + (t = p

Donc b

Ba(t)| < [ e DDA =D () (1~ b)) A
Finalement b

@0 Fy(p)] < o) 10D [Teme ) () do < oM
avec '

b
M = e‘p(“’”“/ e @) f(z)|dz < oo

a

par hypothése. Donc Fj(t)e?(®0)t décroit exponentiellement alors que Fj(t)e?(#0)* décroit en %
Donc Fy = o(Fy). Ainsi,

™

—tp(z0)
275%0”(750)6 f(mo) .

F(t) = Fi(t) + Fa(t) ~ Fi(t) ~

COROLLAIRE ['(t + 1) ~ tle™'\/2nt quand t — co.

Démonstration. Avec le changement de variables x = tu, on a

o o
Lit+1) = / rle ™ dx = tt+1/ ule ™ du
0 0

Posons ¢(u) = u — In(u). Alors ¢'(u) =1 — 1 donc ¢ a un unique point critique en 1.
On a de plus ¢”(1) = 1, ¢’est donc un minimum. On est alors bien dans le cadre du théoréme :

)
T(t+1) ~ tt+11/7ﬂe_t = tte~t\/2nt n



