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THEOREME Soit f € CY(R") telle que f(0) = 0. On pose A= Df(0) et x4 = H(X —A)™
i=1
Supposons que le systéme différentiel

). {y'@) = fw®)

admette une solution y.
Si pour tout i, R(N\;) < 0, alors pour x assez proche de 0, y(t) tend exponentiellement vers O
lorsque t tend vers l'infind.

Démonstration.
T

1. On écrit C"* = @Ker — Ail,)™i. Alors, avec cette décomposition, x = le avec
i=1
x; € Ker(A—\; 1, ) i. Pour tout 4, on a donc

i p
etAxi _ eAitet(A—Ailn)x — rit (A — \I,)Px;
Donc
tA RO\ TSP RO n—1 1
et = €0 gl 30 S A = Al < €O | 14 = ALl (141l
p=0

Donc finalement

ot < 3 e

Comme les normes sont équivalentes, il existe C' > 0 tel que

etz < oP(fl) ) 3o

i=1

< (141" 1max Hle max HA Nl || 1Zet%()‘
1=1

ou P est un polynéme.
Autrement dit, 'unique solution z(t) = Aet42 du systéme linéarisé 2/ = Az avec z(0) =
tend vers 0 quand ¢ — co.

2. Soit b(z,y) = [5° (e, e!y) dt. Par Cauchy-Schwartz,

(e, e 4y)] < |lea]| ey < C2 2]l lyll =2 P(Jt])?
ol a = minjgi<,(—A;) > 0. Donc b est bien défini. b est de plus clairement linéaire et
symétrique.
2 2
De plus, b(z,z) = [5° HetAxH dt > 0 et si b(z,x) = 0, la fonction continue ¢ HetAxH

est d’intégrale nulle donc est nulle et £ = 0. b définit donc un produit scalaire sur R™.
Notons ¢ la forme quadratique associée.



3. On a

2
]

(Vq(z), Ax) = Dq(z)(Azx) = 2b(z, Ax) = 2/Ooo<etAm, AetAz) dt =

= — ||

Notons 7(y) = f(y) — Ay. On a

(qoy)'(t) = Dq(y(t))(y'(t)) = 2b(y(t),y'(t)) = 2b(y(t), Ay(t)) + 20(y(t), r(y(t)))
= —[ly(&)1* + 2b(y(t), r(y(2))

4. Par définition de la différentielle (et I’équivalence des normes), il existe une fonction conti-
nue ¢ telle que lim,_,g&(z) = 0 et pour tout v,

~—

r(y) = f(y) — f(0) = Df(0)y = ye(y/a(y))

Donc /q(r(y)) < v/q(y)e(v/q(y)). Par équivalence des normes, il existe C' > 0 tel que
C+/q(z) < ||z|| pour tout x. Par continuité de e, il existe a > 0 tel que pour tout y,

v <= o) < S/t

Alors, pour ¢(y) < a, on a par Cauchy-Schwartz

) < Val)Jar ) < Sat)

Donc finalement, si ¢(y(t)) < a,

q(y(t))

<mwww<—me+%@mm@w»<—§

5. Supposons que g(x) < «. Montrons que pour tout ¢, q(y(t)) <
Par l’absurde, supposons qu'il existe tg tel que q(y(tog)) > «. Par le TVI,

{t,a(y(t)) =a} £ 2

donc son inf ¢; est bien défini et par continuité, ¢(y(¢1)) = a. On peut donc appliquer
I'inégalité précédente :

(4o0)(0) < ~Saly(t) =~ 5 <0

Donc pour n > 0 assez petit, ¢(y(t —n)) > ¢(y(t)) = a. Par le TVI (encore), il existe
t € [0,t1 — ] tel que g(y(t)) = a. On a alors ¢t < t1, ce qui contredit la définition de ¢;.
Ainsi, pour tout ¢, q(y(t)) < a.

6. On a alors, avec § = —%

(e q(y(t)) = e ((aoy)(t) - Ba(y(t))) <O

Donc en intégrant, q(y(t)) < eq(z).

)

n utilisant ’équivalence des normes encore une fois, on a lim = 0 et la convergence
En util t1 1 d S fois, tl t Oetl
— 00

est exponentielle. [ |



