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THEOREME 1 Soit f € C*([c,d],R) telle que f(c) <0 < f(d) et f'|jcq > 0. Le théoréme des
valeurs intermédiaires assure qu’il existe un unique a € [c,d] tel que f(a) = 0.

Alors il existe a > 0 tel que la suite définie par up+1 = Uy — Jf,(&’;)) =: F(uy) soit bien définie

et converge de maniére quadratique vers a dés que ug € J := [a — o, a + al.

Démonstration. 11 existe a > 0 tel que [a — a,a + o] C [¢,d]. On doit montrer que pour «
suffisemment petit, F(J) C J. Alors on aura pour tout n, u,, € J donc f’(u,) # 0 donc w,, sera
bien définie.

Soit = € J. Par Taylor-Lagrange a l'ordre 2, il existe & € [a,x] C J tel que

(a —x)?

0= f(a) = f(z) + (a—2)f(z) + 5 1)
Alors on a
_a:x—a—f(x) - (x —a)f'(z) + f(z) — 2 1"(€)
Flw) =l 7/@) 7) o= 375

f" et f” sont continues sur J qui est compact donc |f’| est minorée par m et |f”| est majorée
par M. On a alors

M
|[F(x) —al < %’35—012

Sion prend a < 2% on a |F(z) — a| < o donc F(z) € J. Ainsi J est stable par F donc u est
bien définie.

On a de plus
< (M) << (Mg —al)”
—|u, —a —|Up_1 — a . —|ug — a
m n X m n—1 X X m 0
Comme %\uo —a| < %a < 1, uy, converge vers a et la convergence est quadratique. [ ]

T
THEOREME 2 Soit & < ... <&, des réels, mq,...,m, des entiers et P = H(X = &)™

i=1
Siug > & alors la suite up11 = up— 11;((1;”)) =: F(uy,,) est strictement décroissante et converge

vers &,.

Démonstration. Sur |, 4+o00|, F' est dérivable et on a pour tout x > &,

, P'(x)? — P"(x)P(x) P(x)P"(x
Pl -1 OO _ PP




D’apres le théoréme de Gauss-Lucas, les racines de P’ et P” appartiennent a [£1,&,]. De plus,
les coefficients dominants de P, P" et P” sont positifs donc pour = > &,., P(z) > 0, P'(x) > 0 et
P’ (x) > 0.

Ainsi, F/ > 0 sur |, +00[ donc f est strictement croissante sur cet intervalle.

De plus, l'ordre de &, dans P est supérieur a son ordre dans P’ donc

lim F(z) =¢,

x%ﬁf

Par continuité de F en ., F est strictement croissante sur [, +o0o[. Donc, si u, > &,
F(u,) > F(&) et upt1 > & . La suite u est donc minorée par &.. Montrons maintenant qu’elle

décroit.
/ r

P
Par dérivation 1 ithmi - =
ar dérivation logarithmique, P ;

m;

X =&

, donc

r —1
my;
Up+1 — Un = — (Z )

T

Alors, comme u, > & > ... > £, on a pour tout i, u, —&; > 0 donc en sommant, E ¢
e — &
i=1"m St

)

> 0.

Finalement w,11 — u, < 0.
Ainsi, u est décroissante minorée. Elle converge donc vers un réel [ > £,.. De plus, on a par
continuité de F', F(I) =1 donc P(l) = 0. Comme | > &, [ =¢&,. ]

Application : Si ¢ > 0, en considérant P = X? — ¢, la suite définie par

Ug =c+1
U%*C _ Un 2c

Untl  =Un — 3= = 3~ o

converger de maniére quadratique vers /c.



