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THEOREME 1 Pour tout A € GL,(C), il existe P € C[X] tel que A = P,

Démonstration. Soit A € GL,(C). C[A] est une sous-algebre isomorphe a C[X]/p 4, elle est donc
de dimension finie, donc fermée.

Pour tout M € C[A], ™ est la limite d’éléments de C[M] C C[A] donc e™ € C[A]. De plus,

eMe=M — I donc P c C[A]*.

On va maintenant prouver inclusion réciproque par connexité. On montre que ¢Cl4) est

ouvert et fermé et que C[A]* est connexe.

o 'l = [, + H + o(||H||) donc exp est C! en Id et Dgexp = I,, est inversible. Par TIL, il
existe Vp voisinage de 0 dans C[A] et V voisinage de I, dans C[A]* tel que exp : Vj — V
soit un difféomorphisme.

e Soit M € exp(C[A]). Alors M = e et M € MV = eVt C exp(C[A]). De plus,
comme M’ +— M~1M’ est une application continue, MV est ouvert. exp(C[A]) contient
un voisinage de chacun de ses points il est donc ouvert.

e Montrons que exp(C[A4])¢ = U MYV (les complémentaires sont pris dans C[A]*).
M eexp(C[A])®

Si N ¢ exp(C[A]), N € NV donc N appartient a 'union. Réciproquement, si N = M N’
avec M ¢ exp(C[A]) et Ny € V, alors M = NN '. Par définition de V, et comme exp est
un morphisme de groupes, M € exp(C[A4]) ssi N € exp(C[A]). Finalement, N ¢ exp(C[A4]).
exp(C[A])¢ est une union d’ouverts, c’est donc un ouvert. Ainsi, exp(C[A]) est fermé.

e Soit P,Q € C[X] tel que P(A),Q(A) € C[A]*. Posons R = det(XQ(A) + (1 — X)P(A)) €
C[X].
R(0) # 0 donc R est un polynéme non nul, qui admet un nombre fini de racines. C \
{z, R(x) = 0} est connexe par arcs (faire un dessin!) donc il existe un chemin continu 7
de 0 & 1 ne passant pas par les racines de R.
Alors t — v(t)Q(A) + (1 — ~y(¢))P(A) est un chemin continu d’éléments de C[A]* reliant
P(A) a Q(A).

exp(C[A]) est un ouvert fermé non vide dans un connexe, ce qui conclut la démonstration. m

THEOREME 2 Dans le cas réel, I'image de exp ne risque pas d’étre GL,(R) (connezité). On a
en fait
Im(exp) = {B% B € GL,(R)}

Démonstration. Si M = eV alors M = (e%)2 et e est inversible, ce qui prouve un sens.
Si M = N2, on utilise le résulat sur C pour avoir P € C[X] tel que ePN) = N. Alors

M= N2 = NNV = PN PON) _ P(N)F(N) _ o(P+P)(N)

Or P+ P € R[X] donc c’est gagné. ]



