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THEOREME Soit E un espace euclidien, on note (,) le produit scalaire et
|.| la norme euclidienne associée. Soit f : E — E C! telle que : Vx € E df;
est une isométrie : ||dfz(h)|| = |h| Yh € E. Alors f est une isométrie affine
de E.

Démonstration. On munit L(E) de la norme d’opérateur [|ul| = sup [u(x)]|.
=1

On a: Vze E,||dfz|| =1, donc par inégalité des accroissements finis :

V(z,y) € B | f(z) — f(W)] < |z -y

— Soit a € F, on va montrer que f est une isométrie sur un voisinage
de a. Comme df, est une isométrie, elle est injective, donc inversible
car F est de dimension finie, donc par le théoréme d’inversion locale
il existe un voisinage U, de a tel que f|y, soit un C!-difféomorphisme
de U, sur W, = f(U,). Notons g son inverse. Pour y = f(x) € Wy,
dgy = (df;)~" est une isométrie donc ||dgy || = 1. Quitte a restreindre
U, en un ouvert plus petit, on peut supposer que W, est convexe. On
applique I'inégalité des accroissements finis & g sur W, :

V(z,y) € W2, |g(x) — g()| < |z -y

Donc :

V(@,y) € U, |z =yl = lg(f () —g(f)]| < |f (@) = W)

d’ou :
V(z,y) € U, |z —yl = | f(z) = f()]
— Montrons que Y(z,y) € U2, df, = df,. On a, pour (z,y) € U2 :

(x—y,x—y)={f(x) = f(y), f(x) = f(y))



On différentie par rapport & x selon h € E :

fa(h), f(z) = f(y)) = Chyz —y)

On différentie par rapport a y selon [ € E :

(df(h), =dfy(1)) = <h, =)

Donc, pour (z,y) e U2 et he E :

ldfo(h) = dfy(W)|* = lldfz(R)I? — 2(dfa(h), dfy (h)) + df, (R)]*
= A = 2¢h, By + |
=0

donc df; = dfy.

Posons I' = {z € E,df, = dfy}. Ce qui précéde montre que I est ouvert,
et comme f est O, c’est aussi un fermé de E. Or E est convexe donc
connexe, et I" est non vide (0 est dedans) donc I' = E. Donc si u = dfo,
on a :

Vre E,dfy =u

Donc Papplication z — f(z) — u(z) est de différentielle nulle sur E,
donc elle est constante (& nouveau par connexité de E), notons « € E
sa valeur. Donc :

Ve e E, f(z) = u(z) + «

et u = dfy est une isométrie vectorielle, donc f est une isométrie affine.
O



