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Lemme 1 Formule de la moyenne

Soit f : [a,b] — R positive décroissante C! et g : [a,b] — R continue. Alors il existe ¢ € [a, b] tel

que
b c
| rwg e = s [ gty
a a
Lemme 2 Abel
Soit f : [a,b[— R C' et g : [a,b[— R continue telles que
e f est décroissante et converge vers 0 en b
e Il existe M > 0 tel que pour tout = € [a,b], | [ g(t)dt| < M.
Alors f(ff(t)g(t) dt est convergente.

Lemme 3
L(3) = v/
THEORBEME 1 [ e do = Yeld.
Démonstration.
1. Soit a €]0, 1[. On définit

I Rt - R
e — foooe_te”"’tto‘_1 dt

L’intégrande f(x,t) est majoré en module par e *t*~! qui est intégrable en +oo car l'ex-

ponentielle 'emporte et en 0 car a > 0. Ainsi, I est bien défini.

On a de plus f € C! et
of

%('%t)

Donc par le théoréme de dérivation sous l'intégrale, I est C! et

I'(x) = z/ cliz=Dtge gy
0

<e 't e LY(RT)

Par IPP, on a de plus

AN R o & ' 1—ix [ ~ i+
I(z) = {e_temt—] - / Tt iz — 1) dt = / e teit dt = — 1

Donc, I est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1. Pour trouver 1’expres-

sion de I, il suffit alors de calculer une primitive :
1 —i In(z?+1
/:U—l—idx:/:;—l—ll dz = % —jarctan(z) + C
Donc I(z) = C (2% 4 1)~ 2el*arctan(@) ayec C' € R. Or

C =1I(0) = /OOO t*le7tdt = T'(a)

Donc I(;U) = F(a)(xQ + 1)*%eiaarctan(x).



2. Soit T : y > [5° e ey~ du. On a pour x # 0, 21 (z) = ~(%)

Pour y # 0, I(y) est bien défini en +oo car 'exponentielle 'emporte et en 0 car a > 0.

I(0) est aussi bien défini par le lemme d’Abel. Par la formule de la moyenne, pour tout
n,y et X > n, il existe a,b tel que

X ) a b
/ e Weltyt~ldy = e (/ cos(u)u® ! du + / sin(u)u®* du)

Posons alors I, : y — [T e~ Wety®~1dy. On a
n

1 o
T T _ n —uydu, a—1 —uy du, a—1
n =
|1, (y) — I(y)] / e Welly du+/ e Weu* du
0 n

1

< /n w® !t du + sup
0

t>n

+ sup

t<n

¢ b
/ cos(u)u® "t du / sin(u)u®" ! du

n

Les sups sont bien définis car par IPP :

/t u® L sin(u) du = [—u®"! cos(u)]t + /t(a — 1)u*"2 cos(u) du

n n

Donc

t
<ot ot +/ |( — D)u®"% cos(u)| du

n

t
/ u® L sin(u) du

n

o
<2t —|—/ (@ — 1)u®"2 cos(u)|du < oo
n

Donc le sup est bien défini et on a de plus

lim |I,(y) — I(y)| =0

n—-+o0o

Donc I,, converge uniformément vers I. Les I, étant des intégrales de fonctions continues
sur des domaines compacts, ce sont des fonctions continues, donc I est finalement continue.

3. En particulier, elle est continue en 0 et on a :

NIE]

/ o et dt = 1(0) = lim I(z) = lim 2°I(x) = I'(a)e™®
0

z—0 r—00

Pour o = %, avec le changement de variables t = u2, on a

/Ooei“2du:l/ooe—itdt:ﬁem%
0 2o Vit 2

par le dernier lemme. ]



