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Soit k£ un corps différent de Fy, n > 2 et (M, +) un groupe abélien.
THEOREME Pour tout p > 3 premier, et u € GLy(F)),

-

ot (u) est la signature de la permutation induite par u sur Fy.

Lemme 1
Tout morphisme ¢ : GL,(k) — M se factorise par le déterminant : il existe un unique ¢ :
k* — M tel que p = J o det.

Démonstration. Notons d’abord que par surjectivité de det, si § existe, il est unique.
Soit u,v € GLy(k). Alors o([u,v]) = [¢(u), p(v)] = 0 car M est abélien.
Donc {[u,v], (u,v) € GL,(k)?} C Kerp donc SL, (k) = D(GL,(k)) C Ker ¢.
Par propriété universelle du quotient G L, (k)/S Ly (k), il existe un unique @ : GL,(k)/SLy (k) —
M tel que p =pom:
12

GLy () M
.
det t P
J* st GLy(K) /S L (k)
det
det : GL,(k) — k* est surjectif de noyau SL, (k) donc il se factorise en det o 7 avec det
bijectif.
On a alors
p=Pom=godet odetom =34odet
5 det
avec 0 : k* — M. ]
Lemme 2

L:zw— (%) est 'unique morphisme non trivial de Fj, — {£1}.
Démonstration. L est un morphisme non trivial car il y a p%l > 0 non carrés dans F.

Soit a : Fj, — {#1} non trivial (donc surjectif). Si 2 est un générateur de F;, on a a(z) = —1
car « est non trivial.

Si L(z) = 1, z s’écrit y? donc a(x) = a(y)? = 1. Réciproquement, si a(r) = 1, en notant
r=2F ona a(z) = a(z)F = (—=1)* donc k est pair et = = (zg)2 vérifie L(z) = 1.

Donc a = L. |

On peut maintenant démontrer le théoreme de Frobénius-Zolotarev.



Démonstration. {£1} est commutatif donc par le premier lemme, il existe un unique § : F —
{£1} tel que d odet = e.

On montre que ¢ est non trivial. En tant que Fj-espaces vectoriels, Fjn ~ [F}. Soit ¢ = p" et
g un générateur de [Fp.

L’application u : x — gz est F,-linéaire et correspond au cycle (9,9%,...,997 1. On a

E(’LL) = 5(97927' e 7gq_1) - (_1)q =-1

En particulier §(det(u)) = —1 donc 0 est non trivial, donc § = L.

On a donc prouvé que &(u) = (thT@) pour tout u € GLy,(F)). [



