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THEOREME Soit f € CHR™,R). Si pour tout x € R, ||V f(z)|| =1, alors f est affine.

Démonstration.
e Pour tout « € R?, définissons le probléeme de Cauchy suivant

{7’@) = V()
10) ==
Comme f € C!', Vf € C°. Par le théoréme d’Arzela-Peano, ce probléme admet une

solution notée ~,.
e Ona

07020) _ (3 fu(0). /(1) = IV £ ale) I = 1

Donc en intégrant entre 0 et t, on obtient f(v,(t)) — f(z) = t.
e Etudions maintenant le comportement de f sur le segment [z, 7, (t)]. Soit

g: s f(sy.(t)+ (1 —s)x)
g est dérivable et
g (s) = (VF(s7(t) + (1 = 8)2), 7 (t) — )
On a alors par Cauchy-Schwarz :

1
t= F(n(t) - f(z) = g(1) — g(0) = /0 g'(s)ds

1
< [ 19860 + (0 = 9)2)] nu(®) 2l ds = lu(t) ol
0 =1

Comme 7, est paramétré par la longueur l'arc, la longueur de 7,([0,¢]) est t. Ainsi,
7z (t) — z|| = ||72(t) — v2(0)|| < t. Toutes les inégalités précédentes sont donc des éga-
lités. Comme on a ponctuellement

g (s) < IVF(s70(t) + (1= 8)2) | 172 (t) — x|

on a aussi I’égalité pour tout s. Comme ||V f(s7;(t) + (1 — s)z)|| = 1, on a finalement
V5 sa(0) + (1 =)o) = 220 =L
172 (t) — |
En particulier pour s =0, Vf(x) = ”:Zggiin ie.

V() = 2+ [[a(t) — 2| V() =2 + 1V f(z)
—_——



e Montrons que -, est une solution globale.
Pour tout compact K de R, il existe a < b tel que K C [a,b]. Alors

172 (t)] < & + max([al, [b])V f(x) < o0

Par le principe de majoration a priori, v, est donc définie sur R.

e Soit g € R" et H,, = zo + (RVf(x0))" I'hyperplan passant par zg et orthogonal &
V f(x0). Montrons que f est constante sur Hy,.
Soit t > 0 et z € B(74,(t),t). Alors, comme précédemment,

£ = FEI < [ 1T H600) + (1= )22 700(0) = )] ds < ran(®) 21 <1

Donc f(2) = f(7x,(t)) =t = f(0)-

Soit © € H,,. En regardant la figure, on voit qu’il existe z, € B(7z,(n),n) qui converge
vers z. Alors on a f(z,) > f(x¢) donc par continuité de f, f(x) > f(zo).

Le méme raisonnement avec ¢ < 0 fournit z, € B(vz,(—n),n) qui converge vers x et

f(zn) < f(o) done f(z) < f(zo).
Ainsi, f est constante sur Hy,.

e Soit z € R". Comme 7, est une droite dirigée par V f(xo), il existe zg, t tel que x € H%cO (t)-
Alors f est constante sur cet hyperplan donc

f(@) = (2o (1)) = f(wo) +t = f(20) + [[7ao (£) = ol
= f(@0) + (Yao () — w0, Vf (20)) = f(0) + (& — 20, Vf(0)) + (120 (t) — 7, Vf (20))
=0

= f(x0) + (z — 20, V f(20))

Donc f est affine. [




