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On fixe F un evn de dimension finie.

THEOREME 1 Soit p : E — R telle que pour tout A >0, v,y € E,

p(Az) = Ap(z) et p(z +y) < p(z) + p(y)

Soit G un sev de E et g une forme linéaire sur G telle que g < p.
Alors il existe f forme linéaire de E telle que f|lg =g et f < p.

Démonstration. Soit F' un sev de E de dimension maximale vérifiant
e GCF
e il existe f : ' — R linéaire telle que flg =get f <p
Supposons que F' # E. Soit donc z¢g € E \ F. On définit alors

’ FoRxy — R
rttzg = f(2) +ta

ou « est un parameétre a déterminer.
On a clairement f'|¢ = f|g = g. On va chercher a pour que f' < p, i.e. on veut que pour
tout t € Ret x € F, on ait
f(x) +ta < p(x + txo)

Si « vérifie : pour tout x € F,
f(@) +a<plz+mz) et f(r) —a<pl@ — o)

alors on a, si t > 0,

f(x)+toz:t<f <%> +a> gtp<%+xo> = p(x + txo)
et sit <0,

flz)+ta=—t (f (%) —a) < —tp (i —xo) = p(z + tzo)

—t

donc on a bien f(z + txg) < p(z + tzp) pour tout ¢, .
On veut donc prendre « tel que

s = sup(f(y) —p(y — x0)) < a < inf (p(y + x0) — f(y)) =14
yeklr yelr

Il suffit donc de prouver que s < 4. Pour tout z,y € F,

f(x)+ f(y) < p(r +y) < plz +x0) + Yy — T0)

donc pour z,y € F,

f(y) —ply —x0) < p(x +y) < plz +x0) — f(7)



Donc en passant au sup et a U'inf, on a bien s < i donc il existe «a € [s,]. Pour cet & on a bien

f <p.
Or F C F @ Rxy, ce qui contredit la maximalité de F'. Donc F' = F et f est bien une forme
linéaire sur E. [ |

Lemme
Soit. A un convexe ouvert de F contenant 0. Alors la jauge de A :

JE = R
PAT . o inf {a eR, £ € A}

vérifie

e pa(Az) = Apa(x) pour A >0

o pa(z+y) < pa(x) +paly)

o C={x,pa(z) <1}
THEOREME 2 Si C est un convexe ouvert de E non vide et xg € E \ C, il existe un hyperplan
H séparant {x¢} et C.

Démonstration. Quitte a translater, on peut supposer 0 € C. Soit

) Rxo —- R
itz —

Comme z( ¢ C, la jauge pco vérifie p(xg) = 1 = g(xg) donc si t > 0, g(tzg) < p(tzg). De plus, si
t<0,0na
g(two) =t < 0 < p(tao)

Donc il existe une forme linéaire f sur F telle que f < p et f(zg) = g(zp) = 1. On a de plus
fle < ple < 1= f(xo). L’hyperplan {z, f(x) = 1} sépare {z¢} et C. |

On arrive enfin a 'objet de ce développement

THEOREME 3  Soient A, B convezes de E disjoints mon vides. Si A est ouvert, il existe un
hyperplan H qui sépare A et B.

Démonstration. Onpose C = A—B = {x—y,x € A,y € B} qui est clairement convexe. Comme

ANB=2,0¢C.

De plus C' = U (A—y). Les A—y sont ouverts donc C' est ouvert. Par le théoréme précédent,
yeB
on peut séparer {0} et C par un hyperplan H = Ker(f).
On a f(z) < 0 pour tout z € C donc pour x € Aet y € B, f(x) < f(y). En passant au sup
et a I'inf, on trouve que

s:=sup f(x) <sup f(y) =1
€A yeB

Donc il existe « € [s,i]. L’hyperplan {z, f(z) = a} sépare donc A et B. |



