223 — Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence.
Exemples et applications.
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Introduction

Les suites sont utilisées dans de nombreux domaines. D’abord en combinatoire ou le nombre
d’objets u,, vérifiant la propriété P, peut souvent étre exprimé en fonction des up pour k < n.
On peut alors trouver des résultats sur la vitesse de convergence de u.

En algorithmique les suites permettent de classifier les algorithmes en fonction de la place
mémoire qu’ils occupent et de leur temps d’exécution.

On peut aussi citer la topologie : des qu’on se place dans le cadre d’un espace métrique,
on peut caractériser de nombreuses propriétés (densité, compacité, fermeture, complétude,. ..)
en utilisant des caractérisations séquentielles. On utilise aussi les suites numériques pour définir
les topologies faibles. De plus, elle permettent de déduire, a partir de certaines propriétés de
densité, des méthodes de construction d’objets mathématiques, comme par exemple l'intégrale
de Riemann, ou la transformée de Fourier sur l’espace LZ.

Enfin, en analyse numérique, on peut s’intéresser a des méthodes d’approximation qui défi-
nissent une suite pour approcher des réels ou complexes inconnus, comme par exemple les zéros
d’une fonction, les valeurs propres d’une matrice, ou bien aussi pour trouver des développements
décimaux.

Pour cette lecon, nous nous plagons dans le cadre des suites numériques a valeurs dans R
ou C. Dans une premiere partie nous donnerons les définitions de bases de ces objets puis nous
étudierons différentes méthodes pour prouver la convergence, ainsi que comment nous pouvons
récupérer des propriétés de convergence en extrayant des sous-suites ou en considérant les limites
inférieures et supérieure.

Dans une deuxiéme partie nous étudierons la convergence et les propriétés de certaines suites
particulieres, notamment les suites récurrentes et homographiques, et nous ferons le lien entre
les suites homographiques et la réduction des matrices de PGLy(C).

Ensuite nous verrons des applications des suites, d’abord pour caractériser des propriétés de
régularité de fonctions. nous étudierons aussi la méthode de Newton qui permet d’approcher des
zéros de fonction avec une vitesse quadratique, c’est-a-dire que, sous de bonnes hypotheses, le
nombre de décimales correctes de ’approximation double & chaque itération. Enfin nous verrons
les sommes de Riemann, qui forment un premier pas vers la construction de I'intégrale éponyme.

La derniere partie sera consacrée a la présentation de différentes méthodes d’approximation
de réels. D’abord la méthode naive consistant a regarder les décimales une a une. Puis nous
détaillerons une méthode d’approximation du réel m qui était connue d’Archimede. Enfin nous
étudierons la théorie des fractions continues qui permettent d’obtenir des meilleures approxima-
tions fractionnaires.

1 Définitions et premieres propriétés

1.1 Suites, limites, sous-suites | |

On commence par définir les notions de suite convergente, et de sous-suites. On donne par la
suite des propositions permettant de prouver la convergence de suites (éventuellement extraites)
dans des cas simples.

Définition 1
e On appelle suite numérique toute application u = (uy)neny de N dans R ou C.
e Elle est dite convergente vers [ € R (ou C) ssi

Ve > 0,IN e N,Vn > N, |u, — | < e

Dans ce cas, [ est unique et est appelé limite de la suite (u,)pen. On note wu, — l.
n—oo

e Une suite qui ne converge pas est dite divergente.



e On appelle sous-suite de (uy,)nen toute suite (vy,)nen de la forme v, = Ugp(n) AVEC P N—-N
strictement croissante. On appelle valeur d’adhérence toute limite (finie) de sous-suite.

Exemple 1 La suite u définie par Vn € N, u,, = (1 + %)" converge vers e.

Proposition 1 Toute sous-suite d’une suite convergente converge vers la méme limite.
Proposition 2 Toute suite convergente est bornée.

Remarque 1 La réciproque est fausse. Par exemple ((—1)")nen est bornée mais ne converge pas.
Proposition 3 Toute suite réelle croissante majorée ou décroissante minorée converge.

THEOREME 1 (BOLZANO-WEIERSTRASS) Si (un)nen est bornée, on peut en extraire une sous-
suite convergente.

Proposition 4 IL’ensemble adh(u) des valeurs d’adhérence de la suite u est un fermé.
De plus, si (un)nen est une suite bornée telle que adh(u) = {l} alors u converge vers [.

Remarque 2 Le résultat est faur si u n’est pas bornée. En effet, la suite u définie par

0 sin=0 mod?2

n  sinon

VneN,un:{

vérifie adh(u) = {0} mais ne converge pas vers 0.

Proposition 5 Une suite numérique u est convergente ssi elle est de Cauchy, i.e.

Ve >0,IN e N,Vp,q > N, |u, —uy| < ¢

o0
Proposition 6 u converge ssi Z(unﬂ — uy) converge.
n=0
n

1
Application 1 Soit u,, = ZE —In(n). Alors

k=1
1 1 1 1 1
= g (14 )~ - = ey
o0 1 o0
Comme nzom converge, n;o(umrl — uy) converge. Finalement u converge.
1.2 Suites adjacentes, théoréme des gendarmes, moyenne de Cesaro | ]

On étudie ici quelques méthodes plus évoluées pour prouver des résultats de convergence.

Définition 2 Deux suites réelles u et v sont dites adjacentes si I'une est croissante, 'autre
décroissante et lim (u, —v,) = 0.
n—oo

Proposition 7 Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite.
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FIGURE 1 — Suites adjacentes

THEOREME 2 (DES GENDARMES) Soient u, v, w trois suites réelles vérifiant pour n assez grand
Up € Up < Wy

Si, de plus, v et w convergent vers la méme limite [, alors u converge aussi vers [.

Exemple 2 Pour tout n > 1, on a

2n —1 2n —sinn 2n +1
< <

~X ~X
n n n
Donc 2z=sinn __, 9
n n—oco
Proposition 8 (Cesaro) Soit u une suite convergente de limite [. Alors la suite v définie par
1 n

Vn € N = —
n , Un, n+1l;)uk

converge vers [.

Remarque 3 La réciproque est fausse : siu = ((—1)")nen (qui diverge), alors

1 L
S ==} sin=0 mod 2
n — .
0 sinon

converge vers 0.

1.3 Limites inférieures et supérieures [Zui]

Le cas ou une suite ne converge pas n’est pas toujours une cause perdue, certains outils
nous permettent quand méme d’arriver & nos fins comme par exemple les limites inférieures et
supérieures.

Définition 3 Soit u une suite.

e La suite (supuy ), est décroissante donc admet une limite éventuellement infinie. On ap-
k>n

pelle limite supérieure de u et on note lim sup u,,.
n—oo

e La suite ( ér>1f ug ) est croissante donc admet une limite éventuellement infinie. On 'appelle
=Z2n

limite inférieure de u et on note lim inf wu,,.
n—oo



Proposition 9 Soit u une suite.
Alors lim inf u < lim sup u avec égalité ssi u a une limite (finie ou non).
Si u est bornée, lim inf u = inf adh(u) = minadh(u) et lim sup u = supadh(u) = max adh(u).

Application 2 Soit u une suite de réels positifs tels que pour tout n,p € N,
Uptp < Un + Up

Alors ¥ — inf Y,
" n—oon#o ™

Exemple 3 Si E est un C-espace vectoriel normé, et T € L(E) est continu, alors (||T"H%)n€N

converge.
o
Application 3 Le rayon de convergence de la série entiere Zanz" est — L
| limsup %/|an|
n=

2 Suites particulieres

Dans cette partie, on étudie les propriétés de certaines suites particulieres, en commencant
par les suites géométriques.

2.1 Suites géométriques | ]

Définition 4 Une suite u est dite géométrique de raison g € C ssi
Vn = 0,upt1 = qup

Proposition 10 Soit u une suite géométrique de raison q.
Si |g| > 1, u diverge. Si |g| < 1, u converge vers 0.
Si |g| = 1, u converge ssi ¢ = 1 (i.e. u constante)

2.2 Suites récurrentes | , , ]

Les suites récurrentes ont un comportement souvent plus complexe que les suites géomé-
triques, cependant, elles apparaissent naturellement dans de nombreux problémes.

Définition 5 Une suite u est dite récurrente d’ordre k ssi il existe f : CF — C telle que
vn > kaun = f(unfly o >un—k)
Proposition 11 Si u est récurrente et converge vers [, et si f est continue en (I,...,[) alors

I=f(l,....0)

Proposition 12 Soit I un intervalle de R et f: I — R tel que f(I) C I.
Soit u une suite vérifiant uy € I et pour tout n € N, up,11 = f(uy).
e Si f est croissante, u est monotone (croissante si ug < up, décroissante sinon)
e Si f est décroissante, f o f est croissante donc (ugy)nen €t (u2,41)nen sont monotones de
sens de monotonie contraires.

Ceci est résumé par les schémas suivants (le cas f croissante, u convergente est traité dans
la figure 3).



u2 ug wuy w3~
u3 ’U,Q’U,]u()“(/] u/l ,“é
(a) f croissante, u divergente (b) f décroissante, u divergente
up u2 u3z ul U, u3 U, U2
(¢) f décroissante, u convergente (d) f décroissante, u périodique

FIGURE 2 — Suites récurrentes, différents cas de figure

Remarque 4w converge vers 1 ssi (ugp)nen €t (Uon+1)nen convergent vers l.

Exemple 4 Soit u définie par ug > —% et Upt1 = V2uy + 3.
Alors u est croissante si ug < 3, décroissante si ug > 3 et converge dans tous les cas vers 3.

wo  wiuz Bubul  ul

'
[N

FI1GURE 3 — Exemple de suite récurrente

Proposition 13 Si u est récurrente linéaire, i.e. vérifiant
k

Vn 2 k,up = Zaiun—i
i=1

(avec a; des complexes fixés), alors I’équation

k
ab = E a;xk
=1
est appelée équation caractéristique. Si on note r1,...,r, ses racines et aq,...,aq leurs multi-

plicités, alors u est de la forme

up = Pr(n)r + -+ Py(n)ry



ou pour tout 4, P; est un polynéme vérifiant deg P; < «;.

Exemple 5 (Fibonacci) On définit la suite u par ug = 0, u3 = 1 et up = up—1 + Up—2.
L’équation caractéristique est 2 = = 4+ 1 qui a pour racines ¢ = 1+*/_ et o= 1= ‘/_

Alors u,, = %(gp” —o").

2.3 Suites homographiques | , , ]

Ici nous étudions les suites homographiques et faisons le lien avec la réduction des matrices
de PGLy(C). On montre alors que 1’étude de ces suites, bien que d’aspect complexe, se raméne
a I’étude de suites arithmétiques ou géométrique.

Définition 6 Une suite u est dite homographique ssi elle vérifie une relation de récurrence de

la forme
au, +b

Vn € N,un+1 = m

=: h(uy,)

avec a, b, ¢, d des complexes vérifiant ad # bc.
Proposition 14 wu est définie ssi elle ne prend jamais la valeur —%.
On peut identifier ’ensemble H des homographies h au groupe PGL3(C) via I'isomorphisme

de groupes :

PGLy(C) — H
Y <a b ar+b
— T
c d cr+d

De la diagonalisabilité (ou trigonalisabilité) de ¢ ~'(h) découlent des propriétés de la suite ré-
currente associée.

Proposition 15 Soit u une suite homographique non constante associée a ’homographie h.
On considére I'équation cz? — (a — d)z — b = 0 (équivalente a h(z) = x). Cette équation a le
méme discriminant que le polynéme caractéristique de o1 (h).

e Si elle a deux racines distinctes et 3, ¢~ 1(h) est diagonalisable donc quitte & changer de

base, o1 (h) = (lé (1)> et la suite associée est géométrique. Alors on a

Up — X ug — «
VneN, 2= =2

Uy — 3 upg — 3

__ a—ac
avec k = T

e Sielle a une racine double «, alors =1 (h) est trigonalisable donc quitte & changer de base,

1
o 1(h) = (k (1)> et la suite associée est arithmétrique. Alors on a

Vn € N, =nk +

Up — Uy —

c
a—ac”

avec k =

Exemple 6 On définit la suite u,41 = 322=2 avec ug ¢ {1,1}.

a = 1 est racine double de ’équation h( ) =z donc on a

1 1
un—l_uo—l

donc u converge vers 1.



3 Applications

3.1 Caractérisation de la continuité | ]

Proposition 16 Soit D CR (ou C), f: D — C.
f est continue en a € D ssi pour toute suite u € DY convergeant vers a, f o u converge vers

f(a).
Exemple 7 On définit
0,2r] — St
‘. {[ |

0 el
f est continue bijective. f~1 n’est pas continue en 1 car

lim /™ %) =1 = ¢
n—oo

. . _1_
mais 11113)1027? — =21 #0.

3.2 Méthode de Newton | , |

La méthode de Newton est une méthode classique et efficace pour approximer les zéros d’une
fonctions. Ceci est expliqué par les théoréme suivant :
THEOREME 3 Soit f € C*([c,d],R) telle que f(c) <0 < f(d) et f'|jcq) > 0. Le théoréme des
valeurs intermédiaires assure qu’il existe un unique a € [c,d] tel que f(a) = 0.

Alors il existe o > 0 tel que la suite définie par upi1 = Uy — J{,(&Z)) =: F(uy,) soit bien définie
et converge de maniére quadratique vers a dés que ug € J 1= [a — a,a + af.

Le cadre du théoréme peut sembler restrictif mais on peut s’y ramener dans de trés nombreux
cas en considérant — f ou en restreignant l'intervalle d’étude.

Démonstration. 11 existe a > 0 tel que [a — a,a + o] C [¢,d]. On doit montrer que pour «
suffisemment petit, F'(J) C J. Alors on aura pour tout n, u, € J donc f'(u,) # 0 donc u,, sera
bien définie.

Soit « € J. Par Taylor-Lagrange a l'ordre 2, il existe £ € [a,x] C J tel que

a—1x)?
0=fla) = f(&) + (a 217/ (@) + S 5
Alors on a
_a:x—a—f(x) (x —a)f'(z) + f(z) — 2 1"(€)

1" et f” sont continues sur J qui est compact donc |f’| est minorée par m et |f”| est majorée
par M. On a alors

M
[F(x) —a] < %’35—012

Sion prend a < 2% on a |F(z) — a| < o donc F(z) € J. Ainsi J est stable par F donc u est
bien définie.

On a de plus
< (M) << (Mg —al)”
—|u, —a —|up_1 — a . —|ug — a
m n X m n—1 X X m 0
Comme %\uo —a| < %a < 1, uy, converge vers a et la convergence est quadratique. [ ]



On peut utiliser la méthode de Newton sur des polynémes. On pourrait alors espérer obtenir
de meilleurs résultats compte tenu des contraintes fortes fournies par cette nouvelle hypotheses.
C’est en effet le cas : plus besoin d’étre suffisemment proche d’un zéro pour que la suite converge :

T
THEOREME 4 Soit & < ... < &, des réels, mq,...,m, des entiers et P = H(X = &)™

i=1
Siug > & alors la suite up11 = Uy — Plun) _. F(uy,) est strictement décroissante et converge

P’ (un)
vers &,.
Démonstration. Sur |€,.,+oo[, F est dérivable et on a pour tout = > &,

, P'(x)? — P"(x)P(x) P(x)P"(x
O FCLEM LG

D’apres le théoréme de Gauss-Lucas, les racines de P’ et P” appartiennent a [£1,&,]. De plus,
les coefficients dominants de P, P" et P” sont positifs donc pour z > &,., P(z) > 0, P'(x) > 0 et
P’ (x) > 0.

Ainsi, F/ > 0 sur |, +00[ donc f est strictement croissante sur cet intervalle.

De plus, I'ordre de &, dans P est supérieur a son ordre dans P’ donc

lim F(x)=¢&,
x%ﬁf
Par continuité de F' en ., F est strictement croissante sur [, +o0o[. Donc, si u, > &,
F(u,) > F(&) et upt1 > & . La suite u est donc minorée par &.. Montrons maintenant qu’elle
décrott.

P/ " m;
Par dérivation logarithmique, — = donc
g que, — ;X mr
r -1
m;
Up+1 — Up = —
T
. m;
Alors, comme u,, > &£, > ... > &1, on a pour tout 4, u, —& > 0 donc en sommant, Z € > 0.
—~ Uy — &
i=1"" ¢

Finalement w11 — uy, < 0.
Ainsi, u est décroissante minorée. Elle converge donc vers un réel [ > &,.. De plus, on a par
continuité de F', F(I) =1 donc P(l) = 0. Comme | > &, [ =&, ]

~—

FIGURE 4 — Méthode de Newton



Application 4 Si ¢ > 0, en considérant P = X? — ¢, la suite définie par

{uo =c+1
U27C u c
Untl = Un = 3= = 3"+ 3,

converger de maniére quadratique vers /c.

3.3 Sommes de Riemann | ]

THEOREME 5 Soit f : [a,b] — C continue par morceauz. Alors

b;“;:lf <a+kb_7“) n:;/abf(x)dx

Exemple 8

n

n | T
i " qe=T
ng%okz::an—i—kQ /0 112271

4 Approximation de réels

4.1 Développement décimal en base b | |

Définition 7 Soit = € R. On associe & x deux suites r et s définies par, pour tout n € N,

|10z |
Ty = Ton et Sn:T’n—{—W
Proposition 17 r et s sont adjacentes de limite x.
r (resp. s) est appelée approximation décimale par défaut (resp. exces) a 10" pres.
On en déduit que ’ensemble D des nombres décimaux est dense dans R.

Définition 8 Pour z € R et r définie comme précédemment, on définit la suite a par ag = 7]
et pour tout n,
an = [10"z] — 10[ 10" tz] € [0,9].

ayg

n
Alorson ar, = ZW e

o0
a
tx = Z ﬁ Cette écriture est appelée développement décimal illimité
k=0 k=0

propre de z.

Proposition 18 La suite a n’est pas stationnaire & 9. Si on note D’ ’ensemble des suites
d’entiers de [[0,9] qui ne stationnent pas a 9 alors le développement décimal propre réalise une
bijection de R™ sur D’

Application 5 R n’est pas dénombrable.

Remarque 5 Tous ces résultats sont valables en base b > 2.

4.2 Approximation géométrique | |

Soit u la suite définie par

up = 2V/2 et u, = 2" sin (;—n)

. On a limu = 7 et on peut calculer la suite u,, par récurrence via la formule :

2
Uu,
Vn e N upyr = 27V24 |1 — —QTZ

Géométriquement ceci correspond a approximer ’aire du demi-cercle unité par celle de demi-
polygones réguliers a 2™ cotés.

10



FIGURE 5 — Approximation du demi-cercle unité par des demi-polygones

4.3 Fractions continues | ]

Définition 9 Soit a une suite réelle avec a, > 0 pour n > 0. On appelle fraction continue

lexpression [ag, ..., a,] définie par
[ ] [ao] = 0
o [a(]aal] = Qo + é
¢ pourmn > 2’ [(IO, e ,CLn] = [CL(], <oy @n—2,0n—-1 + i]
Autrement dit,
1
[aou- - an] = ao + 1
a1 +
L I
' 1
p—1+ —
Qn
Proposition 19 Soit £ € R\ Q. Partant de {, = &, on définit les suites a et (&, )nen par
1
an = [&n] et Enp1 =
" L nJ n+ gn — an

Alors pour tout n # 0, £ = [ag, .., an-1,&)-

Remarque 6 Si & est rationnel, les suites a et £ sont finies (il existe n tel que &, = ap). Leur
calcul correspond a l'algorithme d’Euclide appliqué au numérateur et dénominateur de .

Proposition 20 Les valeurs [ag, ..., a,] sont appelées réduites de &, elles vérifient

e Pour tout n, [ag,...,a,] = Z—Z avec pg = ag, p1 = a1a9 + 1, pn = apPn_1+ pn_2 et qo = 1,
q1 = a1, n = Anfdn—1 + qn—2.

e Pour tout n > 2, £ = %.
n— n n—

Proposition 21 Pour tout n, p,gn—1 — Pn_1¢n = (—1)""1. En particulier, Z—: est irréductible.
Proposition 22 Z—: est une approximation fractionnaire de & vérifiant

1
qn qn

C’est de plus une meilleure approximation fractionnaire au sens ou

Y(p,q) € Z*,0 < ¢ < g = |g€ — p| = g€ — pnl

Exemple 9 Si¢ = 1+‘/5, alors a est la suite constante égale a 1 donc

2
1++5 1
+2‘[:[1,1,1,...]:1+71

1
+1+...

11



Définition 10 Un nombre réel est dit quadratique ssi il est racine d’un polynome de Z[X] de
degré 2 et irréductible sur Q

THEOREME 6 Soit & irrationnel. & est quadratique ssi il existe T > 0 tel que &7 = & pour

tout k assez grand.

Démonstration.
< Soient r, T tels que &7 = &,.. On a alors

alrir + o o alr + o

/8£T‘+T + 5/ B /Bgr + /81

gr = [ara cee aar+T71a£r+T] =

ol a, 3,a’ et B sont des entiers.

Ainsi, le polynéme Q := 3X2+ (8’ —a)X —a/ annule &,.. De plus Q € Z[X] et deg(Q) = 2.
Si @ était réductible, ses racines seraient rationnelles donc &, € Q, ce qui est absurde.
Donc @ est irréductible sur Q.

On a de plus, par définition de py, g, et &,, & = Bro1rfProd - Ajgpg

qr—1&r+qr—2
—qr—2§ + pr—2
Gr—1&€ + @r—28 = pr—1&r + pr—2 donc &, = —r= =
qr—1§ — Pr—1
Le polynome
_QT—ZX + Dr—2
RZQ—lX—p—zzQ( )GZX
( " " ) QT—lX — Pr-1 [ ]
est de degré 2 et annule £. Comme précédemment, R est irréductible sur Q, et £ est

quadratique.
= Soit Q = aX? + BX +v = (X — &)(X — ¢) € Z[X] irréductible sur Q qui annule €.
Pour tout n, on définit

n— X+ n—
Qn = (Qn—lX + Qn—Q)QQ (M)

Qn—lX + qn—2

Comme Q(&) =0 et & = L2=1&ntPu=2 (&) = (g 16 + gn2)°Q(E) = 0.
Posons @, = ap, X? + BuX + ¥, avec au,, Bn, Tn entiers.

On remarque que oy, = qfl_lQ(ZZ:i
T = Gr2Q(F"=2) = ap1.

Montrons que le discriminant A,, de Q,, est égal au discriminant A de Q. Parl définition
du discriminant et de Q,, A, = a2(&, —&)2 et A =a(é —¢)2 ou & = %.
Comme Q = a(X — &)(X — &), on obtient o, = a(pn—1 — gn-1&) (Pn—1 — qn—1&’). Alors

) # 0 car (Q n’a pas de racines rationnelles. De méme,

2
—qn-28 +Pn—2  —Gn—28 + pn—2

An = 062(pn—1 - Qn—lg)Q(pn—l - Qn—1§,)2 ( " " - n 7 "
Gn—-1& — Pn—1 Gn—1& — pn—1

= a*((gn—2€ — Pr—2) Pn-1 — @n-1&") — (Gn—2& — Pn—2) Pn—-1 — @n-1€))?
= a2 (pn—1Qn—2 - pn—QQn—1)2(§ - 5/)2 =A
1

Montrons maintenant qu’il y a un nombre fini de @Q,,. Il suffit de borner les coefficients de
Q. Par inégalité des accroissements finis, on a

DPn—1
e (22 =

n—1

Pn—-1
dn—1

Q(22) -a)| <

|| =
gn—1

—¢l<m

ou M = sup |Q'(x)].
le—€|<1
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Comme 7, = ap—1, on a |[y,| < M. On a de plus
,8% = Ap +donyn = A+ 4oy, < A+ 4M2

Ainsi, 'ensemble des @), est fini donc il existe n; < ng < ng tels que Qpn, = Qn, = Qns-
Comme &, est racine de @, il existe i # j tel que &,, = &,;. Ainsi, § est périodique a
partir du rang n;. [ |

Remarque 7 Si & est rationnel, son développement n’est pas périodique et il n’est pas non plus
quadratique.

Exemple 10 2 =[1,2,2,...].

Application 6 Approximer des réels n’est pas la seule utilité des fractions continues, on peut
notamment citer comme application la résolution des équations de Pell-Fermat x? — dy? = +1
& partir du développement en fraction continue de v/d. Ci-dessous est présentée une rapide idée
d’une méthode de résolution utilisant des fractions continues. Pour plus de détails, on pourra
consulter [ ]
On se place dans le cas ou d est sans facteur carré. Si (z,y) est solution, (f£x,=+y) reste
solution. On cherche alors les solutions dans N* x N*.
e Equation (E) : 22 —dy?> =1, £ > 0 et y > 0 (on élimine la solution triviale (1,0)).
Si (21,y1) est solution de (E) et si z, + Vdy, = (21 + Vdy1)", alors (2, yn) est solution
de (E). En fait, il existe (x1,y;) minimal en un certain sens tel que toutes les solutions de
(E) soient les (zy, yn)-
Si (p,q) est une solution de (E) avec pg > 0, on peut montrer que g est une réduite du

développement de v/d. 11 suffit donc de trouver la premiére réduite solution de (E), ce qui
donnera toutes les solutions de (E).
Soit 7T la période du développement de l'irrationnel quadratique v/d. Si T est pair, on pose
n=T—1etsi T est impair n = 2T — 1. Ainsi n + 1 est le plus petit multiple pair de T
Alors on peut montrer que p2 — dg? = (—1)""! =1 et que ce n est minimal.
Ainsi, une méthode de résolution consiste & déterminer 1" puis n, calculer la n-éme réduite
de v/d. Ceci fournit une solution fondamentale (a,b) et les autres s’en déduisent comme
étant les coefficients de (a + v/db)™ dans la Q-base (1,v/d).

e Bquation (E') : 22 — dy? = —1.
Les solutions de (E’) sont les numérateurs et dénominateurs des réduites d’ordre n de /n
ott n + 1 est un multiple impair de la période T' du développement de v/d. En particulier,
si T est impair, (E’) n’a pas de solution.
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