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Chapitre 1

Futilités d’usage

On considère des anneaux commutatifs unitaires non nuls.

Proposition 1.1 Soit φ un morphisme.
L’image réciproque d’un idéal est un idéal.
Si φ est surjective, l’image directe d’un idéal est un idéal.

Définition 1.1 On définit la somme des (Ii)i∈S comme étant l’ensemble des
∑

i∈S

xi où chaque xi ∈ Ii et xi = 0 pour presque tout i. On a

n∑

i=1

〈xi〉 = 〈x1, . . . , xn〉

Définition 1.2 On définit le produit de deux idéaux I et J comme l’en-
semble des sommes finies de xy où x ∈ I et y ∈ J . On étend cette définition
à n idéaux par récurrence.

Proposition 1.2 Le produit est inclus dans l’intersection.

Remarque 1.1 Quand A est intègre alors l’intersection d’idéaux non nuls est
non nulle.

Définition 1.3 On définit le conducteur de J dans I par (I : J) = {x ∈
A, xJ ⊂ I}.

Pour I = (0), on obtient l’idéal annulateur de J .

Théorème 1.1 Krull Tout idéal propre est inclus dans un idéal maximal.

Corollaire 1.1 Un élément est inversible ssi il n’appartient à aucun idéal
maximal.

Proposition 1.3 Soit p un idéal premier inclus dans A et I, J deux idéaux
de A.

Si I ∩ J ⊂ p alors I ⊂ p ou J ⊂ p.
Si IJ ⊂ p alors I ⊂ p ou J ⊂ p.
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CHAPITRE 1. FUTILITÉS D’USAGE

Démonstration. Il suffit de montrer le deuxième point. Par l’absurde, si I 6⊂ p

et J 6⊂ p alors il existe a ∈ I et b ∈ J tel que a /∈ p et b /∈ p. Alors ab ∈ IJ ⊂ p

donc a ∈ p ou b ∈ p contradiction.

Par récurrence, on étend ce résultat à n idéaux.

Proposition 1.4 Soit I ∈ A et p1, . . . , pn premiers. Si I ⊂ p1 ∪ . . . ∪ pn

alors il existe k tel que I ⊂ pk.

Démonstration. Cas n = 2 : Si I 6⊂ p1 et I 6⊂ p2 alors il existe x, y ∈ I tel
que x /∈ p1 donc x ∈ p2 et y ∈ p2 donc y ∈ p1.

Alors x + y ∈ I ⊂ p1 ∪ p2. Mais x + y /∈ p1 car c /∈ p1 et y ∈ p1 et idem
pour p2. Donc contradiction.

Si n > 2, posons Ji =
⋃

j 6=i

βj la réunion de n − 1 idéaux premiers. On

suppose que I 6⊂ pi pour tout i.
Par récurrence, I 6⊂ Ji on peut alors choisir ai ∈ I tel que ai /∈ Ji ie

ai ∈ pi.

On regarde a := a1 . . . an−1 + an ∈ I ⊂
n⋃

i=1

p1. Or a /∈ pi pour i < n car

a1 . . . an−1 ∈ pi mais an /∈ pi et a /∈ pn car an ∈ pn mais pas a1 . . . an−1.
Contradiction

Proposition 1.5 Soit A un anneau et I ⊂ A un idéal. On définit
√
I = {a ∈ A, ∃n > 0, an ∈ I} ⊃ I

qui est un idéal.

Définition 1.4 On dit que I est radical ssi I =
√
I. Un idéal premier est

radical.

Définition 1.5
√

(0) s’appelle le nilradical de A et on le note Nil(A).

Théorème 1.2 Nil(A) est l’intersecton des idéaux premiers de A.

Corollaire 1.2 Si I ⊂ A est un idéal alors
√
I est égal à l’intersection

des idéaux premiers contenant I.

Définition 1.6 On appelle radical de Jacobson de A et on note R(A) l’in-
tersection des idéaux maximaux de A. Il contient Nil(A).

Proposition 1.6 R(A) = {a ∈ A, ∀b, 1 − ab ∈ A∗}.
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Chapitre 2

Anneaux nœthériens

2.1 Résultats généraux

Proposition 2.1 Soit A un anneau. Les trois conditions suivantes sont
équivalents

(i) Toute suite croissante d’idéaux est stationnaire

(ii) Toute famille non vide d’idéaux admet un élément maximal

(iii) Tous les idéaux de A sont de type fini

Démonstration.
(i) ⇒ (ii) Par l’absurde, on aurait une suite I0 ( I1 ( . . ., ce qui contredit

(i).
(ii) ⇒ (iii) Soit I ⊂ A idéal. {J ⊂ I, J de type fini} est non vide car il

contient (0) donc il admet un élément maximal I ′. Si I ′ 6= I alors il
existe x ∈ I \ I ′ donc I ′ ( I ′ + 〈x〉 ⊂ I, ce qui contredit la maximalité
de I ′.

(iii) ⇒ (ii) Soit I0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ In. On pose I =
⋃

i>0

Ii (idéal de A). Il est

donc de type fini engendré par x1, . . . , xk. Mais il existe n > 0 tel que
x1, . . . , xk ∈ In donc I = In et Im = In pour tout m > n.

Exemple 2.1
• Un corps est nœthérien.
• Z est nœthérien (car principal) : si

n0Z ⊂ n1Z ⊂ . . .

alors ni | ni−1 donc |n0| > . . . > |ni| > . . ..
• k[X1, . . . , Xn] est nœthérien.
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CHAPITRE 2. ANNEAUX NŒTHÉRIENS

• k[Xn, n > 1] n’est pas nœthérien.

Proposition 2.2 Si A est nœthérien, A/I est nœthérien pour tout I.

Démonstration. Soit J ⊂ A/I un idéal. A est nœthérien donc J est de type
fini et J aussi.

Proposition 2.3 Si A est nœthérien, tout idéal de A contient une puissance
de son radical.

Démonstration.
√
I est de type fini engendré par x1, . . . , xr. Pour tout i, il

existe ni tel que xni

i ∈ I.

Soit n = max ni. Si x ∈
√
I, x =

r∑

i=1

aixi et on a

xrn =
∑

i1+...+ir=rn

αi1,...,ir
xi1

1 . . . x
ir

r ∈ I

puisqu’au moins un ij est supérieur à n.

Proposition 2.4 Tout idéal deA contient un produit fini d’idéaux premiers.

Démonstration. Soit Σ = {I ⊂ A, I ne contient aucun produit fini d’idéaux
premiers}. Supposons Σ 6= ∅.

Σ admet alors un élément maximal noté I. I n’est pas premier donc il
existe x1, x2 /∈ I tel que x1x2 ∈ I.

Or I ( I + 〈xi〉 =: Ii donc Ii /∈ Σ. Ainsi, I1 ⊃ p1 . . . pr et I2 ⊃ p′
1 . . . p

′
s.

On remarque que I1I2 ⊂ I puisque x1x2 ∈ I donc p1 . . . prp
′
1 . . . p

′
s ⊂ I.

Contradiction.

2.2 Théorème de la base de Hilbert

Définition 2.1 Une A-algèbre est un anneau B avec un morphisme d’an-
neaux A → B. On dit que B est de type fini ssi B est engendrée sur A par
un nombre fini d’éléments b1, . . . , br.

Proposition 2.5 B est de type fini ssi B est le quotient de A[X1, . . . , Xr]
pour un certain r.

Théorème 2.1 de la base de Hilbert Si A est nœthérien alors l’anneau
de polynômes A[X1, . . . , Xn] est nœthérien.

Corollaire 2.1 Toute A-algèbre de type finie est nœthérien.

Démonstration. Par récurrence, on montre seulement que A[X] est nœthé-
rien. Soit I un idéal de A[X].
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2.3. ENSEMBLES ALGÉBRIQUES

Lemme 2.1.1
Soit I un idéal de A[X]. Si k > 0, on note Lk(I) l’ensemble des coefficients
dominants des polynômes de I de degré k auquel on adjoint 0.

C’est un idéal de A et Lk(I) ⊂ Lk+1(I). De plus, si I ′ ⊂ A[X] est un idéal
vérifiant I ⊂ I ′ et Lk(I) = Lk(I ′) pour tout k alors I = I ′.

Démonstration.
• Si ak, a

′
k ∈ Lk(I) et a ∈ A, on a P et Q de coefficients dominants ak et

a′
k.

Alors P + Q (resp. aP ) est de degré k de coefficient dominant ak + a′
k

(resp. aak).
En considérant XP , on a clairement Lk ⊂ Lk+1.

• Il suffit de montrer I ′ ⊂ I. Soit g =
r∑

i=0

aiX
i ∈ I ′. ar ∈ Lr(I ′) = Lr(I)

donc il existe fr ∈ I tel que ar soit le coefficient dominant de fr.
g − fr est de degré inférieur à r − 1 donc on réitère et on obtient
g = f0 + . . .+ fr ∈ I.

Soit I0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ In ⊂ . . . des idéaux de A[X].
Σ := {Li(Ij), i, j ∈ N2} sont des idéaux dans A. Pour i fixé, Li(Ij) est

croissante et idem pour j fixé.
Il suffit de montrer qu’il existe k > 0 tel que pour tout j > k, Li(Ij) =

Li(Ik) pour tout i.
Comme A est nœthérien, il existe Lp(Iq) élément maximal de Σ. Pour

chaque 0 6 i 6 p − 1, la suite croissante (Li(Ij))j est stationnaire donc il
existe pi tel que pour tout j > pi, Li(Ij) = Li(Ipi

).
Soit k = max{pi, i ∈ J0, p−1K, ∀p}. Ce k vérifie bien Li(Ij) = Li(Ik) pour

tout i.

2.3 Ensembles algébriques

On fixe un corps k infini. On note An
k = kn.

Définition 2.2 Un ensemble algébrique de An
k est un sous-ensemble de An

k

de la forme

ν(S) := {(a1, . . . , an) ∈ An
k , ∀f ∈ S, f(a1, . . . , an) = 0∀f ∈ S}

où S ⊂ k[X1, . . . , Xn].

Remarque 2.1 Souvent, on va supposer k algébriquement clos.

Lemme 2.1.2
Soit S, S ′ deux parties de k[X1, . . . , Xn].
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CHAPITRE 2. ANNEAUX NŒTHÉRIENS

(i) S 7→ ν(S) est décroissante

(ii) ν(S) = ν(〈S〉)
(iii) ν(I) = ν(

√
I).

Démonstration.

(i) Clair

(ii) ⊃ est claire. Pour ⊂, on prend (a1, . . . , an) ∈ ν(S) tel que pour tout
f ∈ S, f(a1, . . . , an) = 0.

Soit g ∈ 〈S〉 qui s’écrit
r∑

i=1

gifi où fi ∈ S et gi ∈ k[X1, . . . , Xn].

Il est alors clair que g(a1, . . . , an) = 0.

(iii) ⊃ est aussi claire. Pour ⊂, on prend (a1, . . . , an) ∈ ν(I) tel que pour
tout f ∈ I, f(a1, . . . , an) = 0.
Soit g ∈

√
I. On a gk ∈ I et gk(a1, . . . , an) = (g(a1, . . . , an))k = 0 donc

g(a1, . . . , an) = 0 donc (a1, . . . , an) ∈ ν(
√
I).

Proposition 2.6

(i) L’ensemble ∅ et An
k sont des ensembles algébriques.

(ii) Une intersection quelconque d’ensembles algébriques est algébrique.

(iii) Une réunion finie d’ensembles algébriques est algébrique.

Démonstration.

(i) ν({1}) = ∅, ν({0}) = An
k .

(ii) Soit Vi = ν(Si). En écrivant, on obtient ∩iVi = ν(∪iSi).

(iii) Soit V = ν(I) et V ′ = ν(J) avec I, J deux idéaux.
On a ν(I) ∪ ν(J) ⊂ ν(IJ) clairement. Soit (a1, . . . , an) ∈ ν(IJ).
On suppose que (a1, . . . , an) /∈ ν(I) et (a1, . . . , an) /∈ ν(J). Il existe donc
f ∈ I et g ∈ J tel que f(ai) 6= 0 et g(ai) 6= 0.
Alors (fg)(ai) 6= 0 mais fg ∈ IJ . Contradiction.

Remarque 2.2 Les ensembles algébriques sont les fermés d’une topologie ap-
pelée topologie de Zariski.

Remarque 2.3

ν(I) ∪ ν(J) = ν(IJ) = ν(
√
IJ) = ν(

√
I ∩ J) = ν(I ∩ J)

Corollaire 2.2 du théorème de la base de Hilbert Tout ensemble
algébrique est défini par un nombre fini de polynômes.
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2.4. IDÉAL ASSOCIÉ À UN ENSEMBLE ALGÉBRIQUE

2.4 Idéal associé à un ensemble algébrique

Définition 2.3 Soit V une partie de An
k , on définit

I(V ) = {f ∈ k[X1, . . . , Xn], ∀a1, . . . , an ∈ V, f(a1, . . . , an) = 0}

Lemme 2.1.3
C’est un idéal radical de k[X1, . . . , Xn].

Démonstration. Trivialement un idéal.
Si fk ∈ I(V ), fk(a1, . . . , an) = 0 pour tout (a1, . . . , an) ∈ V donc f ∈

I(V ).

Proposition 2.7 Soient V, V ′ ⊂ An
k .

(i) Si V ⊂ V ′ alors I(V ′) ⊂ I(V ).

(ii) I(V ∪ V ′) = I(V ) ∩ I(V ′)

(iii) ∀I ⊂ k[X1, . . . , Xn] idéal, I ⊂ I(ν(I))

(iv) Supposons V algébrique, on a V = ν(I(V )).

Remarque 2.4 Pour une partie V de An
k , V ⊂ ν(I(V )) et c’est le plus petit

ensemble algébrique contenant V . On l’appelle clôture algébrique de V pour
la topologie de Zariski.

Remarque 2.5 ν induit une application entre les idéaux de k[X1, . . . , Xn] et
les ensembles algébriques de An

k . L’image de I est incluse dans l’ensemble
des idéaux radicaux. On va en fait montrer que

√
I = I(ν(I)).

On a en fait une bijection entre les idéaux radicaux de k[X1, . . . , Xn] et
les ensembles algébriques de An

k .
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CHAPITRE 2. ANNEAUX NŒTHÉRIENS
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Chapitre 3

Résultant et bases de Gröbner

3.1 Résultant

Définition 3.1 Soit f =
n∑

i=0

aiX
i et g =

m∑

i=0

biX
i. Le résultant est

Resn,m(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an · · · a0 0 · · · 0

0 an · · · a0
. . .

...
...

. . . an · · · a0 0
0 · · · 0 an · · · a0

bm · · · b0 0 · · · 0

0 bm · · · b0
. . .

...
...

. . . bm · · · b0 0
0 · · · 0 bm · · · b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Cette matrice (de taille (n+m) × (n+m) est appelée matrice de Sylvester.
Ses lignes sont les coefficients de Xm−1f, . . . , f puis ceux de Xn−1g, . . . , g.

Remarque 3.1 Si on note Ap[X] le A-module libre des polynômes de degré
inférieur à p qui est de rang p+ 1 sur A, on a une application A-linéaire

S :




Am−1[X] ×An−1[X] → An+m−1[X]

(U, V ) 7→ Uf + V g

La matrice de Sylvester est en fait la matrice de S dans les bases canoniques
{(X i, 0), i < n} ∪ {(0, Xj), j < m} et {X i, i < n+m}.

Lemme 3.0.4
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CHAPITRE 3. RÉSULTANT ET BASES DE GRÖBNER

(i) Si an = bm = 0 alors Resn,m(f, g) = 0.

(ii) Si bm = 0 alors Resn,m(f, g) = an Resn,m−1(f, g).

(iii) Resn,m(f, g) = (−1)mn Resm,n(g, f).

(iv) Resn,0(f, b0) = bn
0 .

Proposition 3.1 Soit f, g deux polynômes de degré n et m. Alors il existe
U, V ∈ A[X] tel que deg(U) < m, deg(V ) < n et Resn,m(f, g) = Uf + V g.

Corollaire 3.1 Resn,m(f, g) ∈ A ∩ 〈f, g〉.

Démonstration. On remplace Cn+m par
n+m∑

i=0

Xn+m−iCi.

La dernière colonne devient alors (Xm−1f, . . . , f,Xn−1g, . . . , g)T . Le dé-
terminant est donc bien de la forme Uf + V g.

Théorème 3.1 Si A est un corps, Resn,m(f, g) = 0 ssi an = bm = 0 ou f
et g ont un facteur non trivial dans A[X].

Démonstration. S est une application linéaire entre deux espaces vectoriels
de dimension n+m.

Si S n’est pas injective, il existe (U, V ) 6= 0 tel que Uf + V g = 0. Si de
plus f et g sont premiers entre eux, on a f | V et g | U . Alors deg(f) < n et
deg(g) < m donc an = bm = 0.

Réciproquement, si an = bm = 0, le lemme précédent assure que le ré-
sultant de f et g est nul. Sinon, si f et g ne sont pas premiers entre eux, il
existe d ∈ k[X] de degré strictement positif qui divise f et g.

On a alors Resn,m(f, g) ∈ A ∩ 〈d〉 = {0} puisque A est un corps. D’où le
résultat.

Proposition 3.2 Soit k un corps, k sa clôture algébrique. Soit f, g deux
polynômes de A[X] où A = k[Y ].

f =
n∑

i=0

fi(Y )X i et g =
m∑

i=0

gi(Y )X i

Alors y ∈ k est racine de Resn,m(f, g) ∈ k[Y ] ssi fn(y) = gm(y) = 0 ou
f(X, y) et g(X, y) ont une racine commune dans k.

Soient f, g ∈ k[X, Y ]. On chercher (x, y) ∈ k qui annulle f et g. Si on a
une telle solution, alors f(X, y) et g(X, y) ont une racine commune x ∈ k.

Par la proposition, Resn,m(f, g)(y) = 0. Pour trouver x, y, on peut donc :
• Calculer Resn,m(f, g) ∈ k[Y ]
• Résoudre Resn,m(f, g) = 0, ce qui donne les valeurs possibles de y.
• Déterminer les x associés.
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3.1. RÉSULTANT

Proposition 3.3 Soit A un corps, f, g1, g2 ∈ A[X] de degrés inférieurs à n,
m1 et m2. Alors

Resn,m1+m2(f, g1g2) = Resn,m1(f, g1) Resn,m2(f, g2)

Définition 3.2 En passant à Resn−1,m1+m2 ou Resn,m1+m2−1, on peut sup-
poser que deg(f) = n et deg gi = mi.

Considérons la A-algèbre A[X]/(f) de dimension n sur A. Si g est de
degré m, soit

ψg :




A[X]/f → A[X]/f

X i 7→ X ig mod f

qui est linéaire. Les lignes de la matrice de ψg dans la base {Xn−1, . . . , 1}
seront les coefficients des ri, restes de X ig par f . (ri = X ig − Ufi). On peut
donc mettre le résultant sous la forme

Resn,m(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an · · · a0 0 · · · 0

0 an · · · a0
. . .

...
...

. . . an · · · a0 0
0 · · · 0 an · · · a0

0 · · · 0
...

... ψg

0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= am
n detψg

Remarque 3.2 ψg1g2 = ψg1 ◦ψg2. On en déduit la multiplicativité du résultant
en sa deuxième variable.

Proposition 3.4 Soit f, g ∈ k[X]. On écrit dans k[X] :

f = an

n∏

i=1

(X − αi) et g = bm

m∏

j=1

(X − βj)

Alors

Resn,m(f, g) = am
n b

n
m

∏

i,j

(αi − βj) = (−1)mnbn
m

m∏

j=1

f(βj) = am
n

n∏

i=1

g(αi)

Remarque 3.3 En fait on peut écrire Resn,m(f, g) = (−1)qqch Res(g, r) où r
est le reste de f divisé par g. On calcule donc un résultant avec l’algorithme
d’Euclide.
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CHAPITRE 3. RÉSULTANT ET BASES DE GRÖBNER

Définition 3.3 Discriminant Soit f =
n∑

i=0

aiX
i ∈ k[X], an 6= 0 et f =

an

n∏

i=1

(X − αi) dans k[X].

disc(f) = a2n−2
n

∏

i<j

(αi − αj)2

Proposition 3.5 On a

disc(f) =
1

an(−1)
n(n−1)

2

Resn,n−1(f, f ′)

3.2 Base de Gröbner

On définit un degré sur k[X1, . . . , Xn] par deg(Xα1
1 . . .Xαn

n ) = α1 + . . .+
αn.

On dit que Xα apparaît dans f ssi le coefficient aα 6= 0.

Définition 3.4 Une relation d’ordre > sur Nn est dite monomiale ssi

(i) α > β implique α + ν > β + ν pour tout ν

(ii) L’ordre > est bon : toute partie non vide a un plus petit élément.

Exemple 3.1
• Sur N le seul ordre monomial est 6.
• Sur Nn, on a l’ordre lexicographique : α >lex β ssi le premier coefficient

non nul de α− β est positif.

On a aussi l’ordre lexicographique gradué : α >grlex β ssi |α| :=
n∑

i=1

αi >

|β| ou (|α| = |β| et α >lex β).
On peut lire les n-uplets à partir de la droite, on obtient l’ordre lexico-
graphique retourné et on peut alors construire l’ordre lexicographique
gradué retourné comme précédemment. On le note >grevlex.

Exemple 3.2 (3, 2, 1) >lex (2, 3, 3) mais (3, 2, 1) 6grlex (2, 3, 3).

Définition 3.5 Soit f =
∑

α

aαX
α ∈ k[X1, . . . , Xn] et > un ordre monomial.

(i) On appelle multidegré de f par rapport à > et on note multideg(f) =
max{α, aα 6= 0}.

(ii) Le coefficient dominant de f : LC(f) = amultideg(f).

(iii) Le monôme dominant de f : LM(f) = Xmultideg(f).

(iv) Le terme dominant de f : LT(f) = LC(f) LM(f).
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3.2. BASE DE GRÖBNER

Exemple 3.3 Pour f = 4XY 2Z + 4Z2 − 5X3 + 7X2Z2 ∈ k[X, Y, Z].
• L’ordre lexicographique donne f = −5X3 +7X2Z2 +4XY 2Z+4Z2. Le

multidegré est (3, 0, 0). LT(f) = −5X3, LC(f) = −5 et LM(f) = X3.
• L’ordre lexicographique gradué donne f = 7X2Z2 + 4XY 2Z − 5X3 +

4Z2.

Remarque 3.4
• multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g).
• multideg(f + g) 6 max{multideg(f),multideg(g)} et on a l’égalité si

LT(f) + LT(g) 6= 0
• Xα apparaît dans f + g implique que Xα apparaît dans f ou g.

Théorème 3.2 Fixons un ordre monômial sur Nn et un ordre sur la famille
(f1, . . . , fs).

Alors f peut s’écrire sous la forme
s∑

i=1

aifi + r avec ai ∈ k[X1, . . . , Xn]

et soit r = 0, soit r est combinaison linéaire de monômes dont aucun n’est
divisible par LT(f1), . . . ,LT(fs).

De plus, si aifi 6= 0, multideg(aifi) 6 multideg(f).

Démonstration. On considère l’algorithme :

1. Trouver le premier indice i ∈ J1, sK tel que LT(fi) | LT(f). Si un tel i
n’existe pas, on met LT(f) dans le reste, on remplace f par f − LT(f)
et on recommence.

2. On met LT(f)
LT(fi)

dans ai et on recommence avec f − LT(f)
LT(fi)

fi.

À chaque étape, le multidegré de f diminue donc l’algorithme s’arrête en un
nombre fini d’étapes.

Exemple 3.4 On prend f = X2Y +XY 2 +Y 2, f1 = XY −1 et f2 = Y 2 −1
en considérant l’ordre lexicographique et f1 < f2.

• X2Y est divisible par XY . On divise donc d’abord par f1 et on obtient
XY 2 +X + Y 2.

• XY 2 est divisible par XY et Y 2 mais comme f1 < f2, on divise encore
par f1, on obtient X + Y 2 + Y .

• X n’est pas divisible par XY et Y 2 donc on considère Y 2.
• Y 2 est divisible par Y 2 donc on divise par f2 et il reste X + Y + 1.

Finalement, f = (X + Y )f1 + f2 + (X + Y + 1).

Remarque 3.5 Le résultat dépend de l’ordre monômial et de l’ordre sur
(f1, . . . , fs). Par exemple en échangeant f2 et f1, on trouve

f = (X + 1)f2 +Xf1 + (2X + 1)
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CHAPITRE 3. RÉSULTANT ET BASES DE GRÖBNER

Remarque 3.6 S’il existe un ordre monômial et un ordre sur (f1, . . . , fn) tel

que f =
n∑

i=1

aifi + 0 alors f ∈ 〈f1, . . . , fs〉.

Mais f ∈ 〈f1, . . . , fs〉 n’implique pas que pour tout ordre, r = 0.

Définition 3.6 Un idéal I de k[X1, . . . , Xn] est dit monômial s’il est en-
gendré par les monômes, ie si I = 〈Xα, α ∈ A〉 où A ⊂ Nn.

Proposition 3.6 Soit I un idéal monômial.

(i) Xβ ∈ I ssi il existe α ∈ A tel que Xα | Xβ

(ii) f ∈ I ssi tous les termes de f appartiennent à I.

Démonstration.

(i) Xβ ∈ I ssi

Xβ =
∑

α∈A

hαX
α =

∑

α′∈Nn

aα′Xα′

avec aα′ ∈ k et Xα′

divisible par Xα pour un certain α ∈ A. Donc
Xβ ∈ I ssi Xβ = Xα′

pour un certain α′.

(ii) On écrit f =
∑

α′∈Nn

aα′Xα′

. Un terme de f est de la forme aα′Xα′

donc

dans I.

Corollaire 3.2 Lemme de Dickson Soit I = 〈Xα, α ∈ A〉 idéal monô-
mial. Il existe α1, . . . , αs ∈ A tel que I = 〈Xα1 , . . . , Xαs〉.

Démonstration. Par le théorème de la base de Hilbert, I = 〈f1, . . . , fm〉.
Soit S l’ensemble des monômes appartenant à un fi. Alors pour tout i,

fi ∈ 〈S〉 donc I ⊂ 〈S〉.
Par la proposition, chaque Xα ∈ I donc I = 〈S〉.

Définition 3.7 Soit I un idéal. On pose LT(I) = {LT(f), f ∈ I 6= 0}.

Définition 3.8 On dit qu’une partie finie de {g1, . . . , gt} de I est une base
de Gröbner ssi

〈LT(I)〉 = 〈LT(g1), . . . ,LT(gt)〉

Proposition 3.7

(i) I admet une base de Gröbner

(ii) Une base de Gröbner de I est un système de générateurs de I.

Démonstration.

Pierron Théo Page 14 Tous droits réservés



3.2. BASE DE GRÖBNER

(i) 〈LT(I)〉 est un idéal monômial donc par Dickson, il s’écrit 〈LT(I)〉 =
〈Xα1 , . . . , Xαt〉.
Par définition, chaque Xαi est le monôme dominant d’un polynôme
gi ∈ I. (g1, . . . , gt) fournit une base de Gröbner.

(ii) Soit f ∈ I. Il faut montrer que f ∈ 〈g1, . . . , gt〉. Par l’algorithme de

division, f =
t∑

i=1

aigi + r.

Si r 6= 0, aucun terme de r n’est divisible par LT(gi) donc r /∈ 〈LT (I)〉.
Mais r ∈ I donc r ∈ 〈LT(I)〉. Contradiction. On a donc r = 0 et
f ∈ 〈g1, . . . , gt〉.

Proposition 3.8 Soit G = {g1, . . . , gt} une base de Gröbner de I et f ∈
k[X1, . . . , Xn]. Alors il existe un unique r ∈ k[X1, . . . , Xn] tel que f − r ∈ I
et aucun terme de r n’appartient à 〈LT(I)〉.

Démonstration. L’existence est assurée par l’algorithme de division. Pour
l’unicité, soit r1, r2 qui marchent. Alors

r1 − r2 = (f − r2) − (f − r1) ∈ I

et aucun terme de r1 − r2 ∈ 〈LT(I)〉, ce qui est impossible, sauf si r1 − r2 =
0.

Corollaire 3.3 Soient G, I, f comme dans la définition. f ∈ I ssi le reste
est nul pour n’importe quel ordre sur G.

Définition 3.9

(i) Si Xα et Xβ sont des monômes, on pose Xγ = Xα ∨ Xβ. (νi =
max{αi, βi}).

(ii) Soient f, g ∈ k[X1, . . . , Xn]. Le S-polynôme de f et g est

S(f, g) =
Xν

LT(f)
f − Xν

LT(g)
g

où Xν = LM(f) ∨ LM(g).

Remarque 3.7 S(gi, gj) = −S(gj , gi) et S(gi, gi) = 0.

Proposition 3.9 Soit une somme finie P =
t∑

i=1

ciX
αigi avec ci ∈ k, αi ∈ Nn

et gi ∈ k[X1, . . . , Xn] tel que

αi + multideg(gi) = δ
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CHAPITRE 3. RÉSULTANT ET BASES DE GRÖBNER

soit indépendant de i. Si multideg P < δ, alors il existe ci,j ∈ k tel que

P =
∑

i<j

ci,jX
δ−γi,jS(gi, gj)

où Xγi,j = LM(gi) ∨ LM(gj). De plus, si Xδ−γi,jS(gi, gj) 6= 0,

multideg(Xδ−γi,jS(gi, gj)) < δ

Démonstration. Notons βi = multideg gi. On a δ = αi + βi donc Xβi | Xδ.
Alors Xγi,j | Xδ donc Xδ−γi,j est bien défini. Notons di = LC(gi).

Xδ−γi,jS(gi, gj) =
Xαi

di

gi − Xαj

dj

gj =: pi − pj

Par ailleurs,

P =
t∑

i=1

cidipi = c1d1(p1 − p2) + (c1d1 + c2d2)(p2 − p3)

+ . . .+ (pt−1 − pt)
t−1∑

i=1

cidi + pt

t∑

i=1

cidi

=
∑

i<j

ci,j(pi − pj)

pt

t∑

i=1

cidi = 0 car multideg(P ) < δ.

Théorème 3.3 Critère de Buchberger Soit I un idéal et un système
de générateurs G = {g1, . . . , gt} de I.

G est une base de Gröbner de I ssi pour tout i < j, le reste de S(i, j) par
G est nul (pour un ordre quelconque).

Démonstration.
⇒ Si G est Gröbner alors le reste est nul car S(gi, gj) ∈ I
⇐ On va montrer que 〈LT(I)〉 = 〈LT(g1), . . . ,LT(gt)〉. On montre ⊂, ie

pour tout f ∈ I, LT(f) ∈ 〈LT(gi)〉.

Soit f =
t∑

i=1

higi. On note mi = multideg(higi) et δ = maxmi. On sup-

pose que l’écriture choisie est telle que δ est minimal et multideg(f) 6 δ.
• Si multideg(f) = δ alors multideg f = mi donc LT(gi) | LT(f) donc
f ∈ 〈LT(gj)〉.
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• Si multideg(f) < δ, on écrit

f =
∑

mi=δ

LT(hi)gi +
∑

mi=δ

(hi − LT(hi))gi +
∑

mi<δ

higi

Les deux dernières sommes ont un multidegré inférieur strictement
à δ. On applique la proposition précédente à la première somme : on
écrit LT(hi) = ciX

αi et on a

∑

mi=δ

LT(hi)gi =
X∑

i<j

δ−γi,j

S(gi, gj)

Par hypothèse, S(gi, gj) =
t∑

l=1

ai,j,lgl avec

multideg(ai,j,lgl) 6 multideg(S(gi, gj))

donc
∑

mi=δ

LT(hi)gi =
∑

mi=mj=δ,i<j

t∑

l=1

ci,jai,j,lX
δ−γi,jgl

et multideg(ai,j,lX
δ−γi,jgl) 6 multideg(Xδ−γi,jS(gi, gj)) < δ. Donc f

a une autre écriture avec δ′ < δ, contradiction avec δ minimal.

Lemme 3.3.1

Si LT(gi) ∧ LT(gj) = 1 alors S(gi, gj) =
t∑

i=1

ai,j,lgl avec multideg(ai,j,lgl) 6

multideg(S(gi, gj)). On note S(gi, gj) →G 0.

Démonstration. On écrit gi = ci LM(gi) + pi et gj = cj LM(gj) + pj avec
multideg(pi) < multideg(gi) et multideg(pj) < multideg(gj).

S(gi, gj) =
LM(gi) LM(gj)
ci LM(gi)

(ci LM(gi) + pi) − LM(gi) LM(gj)
cj LM(gi)

(cj LM(gj) + pj)

=
1
ci

LM(gj)i− 1
cj

LM(gi)pj

= gj

pi

cicj

− gi

pj

cicj

Il faut montrer que

multideg(S(gi, gj)) = max(multideg(LM(gj)pi),multideg(LM(gi)pj))

On a déjà >.
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CHAPITRE 3. RÉSULTANT ET BASES DE GRÖBNER

Si on avait multideg(gi)pj = multideg(LM(gj)pi) donc LM(gi) | LM(gj)pi.
Par hypothèse, LM(gi) | pi, ce qui est impossible à cause du degré.

On a donc égalité dans la formule

multideg(f + g) 6 max(multideg f,multideg g)

Soit I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊂ k[X1, . . . , Xn] et on fixe un ordre monomial.

1. On pose initialement G = {f1, . . . , fs}. Pour toute paire (i, j) avec iwj,
on calcule le reste de S(fi, fj) par G et on ajoute à G les restes non
nuls.

2. On répète l’étape précédente jusqu’à ce que tous les restes soient nuls.

Exemple 3.5 I = 〈yz + y, x3 + y, z4〉 ⊂ k[x, y, z]. On a

S(f1, f2) = x3(yz + y) − yz(x3 + y) = x3y − y2z

S(f1, f3) = z3(yz + y) − yz4 = yz3

S(f2, f3) = z4(x3 + y) − x3z4 = yz4

Le reste de la division de yz4 parG est y donc on remplaceG par {f1, f2, f3, f4 :=
y}.

S(f1, f4) = y, S(f2, f4) = y2 et S(f3, f4) = 0 donc tous les restes sont nuls
et {f1, f2, f3, f4} est une base de Gröbner.

Remarque 3.8 À l’étape 1, il suffit de calculer les restes pour (fi, fj) avec
S(fi, fj) 6→G 0 (ie LM(gi) ∧ LM(gj) 6= 1).

Proposition 3.10 L’algorithme termine.

Démonstration. Soit Gn l’ensemble obtenu après n itérations. Soit r ∈ Gn+1

un reste non nul ajouté. Alors LT(r) n’est pas divisible par LT(g) avec g ∈ Gn

donc LT(r) /∈ 〈LT(Gn)〉.
On a donc une suite strictement croissante d’idéaux monomiaux donnée

par les 〈LT(Gi)〉 ( 〈LT(Gi+1)〉.
Par nœthérianité, cette suite est stationnaire donc l’algorithme s’arrête.

3.3 Base de Gröbner réduite

Définition 3.10 Une base de Gröbner G de I est dite réduite si

1. LC(g) = 1 pour tout g ∈ G

2. Pour tout g de G, aucun monôme de g n’est divisible par LT(g′) avec
g′ 6= g.
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Remarque 3.9 Une base de Gröbner est dite minimale si elle satisfait (1) et
que pour tout g ∈ G, LT(g) n’est pas divisible par LT(g′) pour tout g′ 6= g.

Théorème 3.4 Tout idéal admet une unique base de Gröbner réduite.

Démonstration.
∃ Soit G une base de Gröbner. On remplace g par g

LC(g)
pour satisfaire

(1).
En supprimant les g ∈ G tel que LT(g) est divisible par LT(g′), on ne
change pas 〈LT(G)〉 et on obtient une base minimale.
Supposant G minimale, pour tout gi ∈ G, on remplace gi par ri le reste
de la division de gi par G \ {gi}. Alors LT(gi) = LT(ri) car la base est
minimale donc {ri} est une base de Gröbner réduite.

! Soit G,G′ deux bases réduites (ie 〈LT(G)〉 = 〈LT(G′)〉).
Soit g ∈ G, LT(g) ∈ 〈LT(G′)〉 donc il existe g′ ∈ G′ tel que LT(g′) |
LT(g). On a LT(g′) ∈ 〈LT(G)〉 donc il existe h ∈ G tel que LT(h) |
LT(g′) | LT(g). Comme g est réduite g = h.
Montrons que g = g′. Par (2), aucun terme de g ni de g′ n’est divisible
par LT(G \ {g}) de même pour g − g′.
De plus, aucun terme de g − g′ n’est pas divisible par LT(g) et on a
multideg(g − g′) < multideg(g) donc g − g′ = 0.

3.4 Application

3.4.1 Élimination

Théorème 3.5 Soit G une base de Gröbner de I pour l’ordre décroissant
X1 > . . . > Xn. Alors G ∩ k[Xr+1, . . . , Xn] est une base de Gröbner pour
I ∩ k[Xr+1, . . . , Xn].

En particulier I ∩ k[Xr+1, . . . , Xn] = 〈G ∩ k[Xr+1, . . . , Xn]〉.
Exemple 3.6 I = 〈x3 +y, z4, y〉 donc I∩k[y, z] = 〈f2, f3〉 et I∩k[z] = 〈f2〉.
Remarque 3.10 Pour calculer I ∩ k[X], il faut calculer une base de Gröbner
de I pour l’ordre z > y > x ou y > z > x.

Démonstration. On pose

Gr = G ∩ k[Xr+1, . . . , Xn] et Ir = I ∩ k[Xr+1, . . . , Xn]

Si LT(g) | LT(f) alors g ∈ k[Xr+1, . . . , Xn] et f ∈ k[Xr+1, . . . , Xn] car
multideg(f) = (0, . . . , 0, αr+1, . . . , αn) donc de même pour multideg(g).
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Soit f ∈ Ir ⊂ I et G une base de Gröbner de I. Le reste de f par G est

nul donc f =
t∑

i=1

aigi et alors seuls les gl ∈ Gr sont tels que al 6= 0, ie

f =
∑

gl∈Gr

algl ∈ 〈Gr〉

donc Gr est un système de générateurs de Ir.
Par Buchberger, il suffit de vérifier le reste de S(gi, gj) par Gr est nul

mais le reste de S(gi, gj) par G est nul donc pareil pour Gr.

3.4.2 Théorème d’extension

Théorème 3.6 d’extension Soit I = 〈f1, . . . , fs〉. On écrit

fi = gi(X2, . . . , Xn)XNi

1 + h

h est une somme de termes de degrés < Ni en X1.
Supposons (a2, . . . , an) ∈ ν(I1). Si (a2, . . . , an) /∈ ν(g1, . . . , gs) alors il

existe a1 ∈ k tel que (a1, . . . , an) ∈ ν(I).

Démonstration. Considérons le morphisme



I → k[X1]

f 7→ f(X1, a2, . . . , an)

Im(I) est un idéal de k[X1] principal donc il s’écrit 〈u(X1)〉.
Si deg(u(X1)) > 0 ou u(X1) = 0 alors il admet une racine a1 ∈ k et on a

bien (a1, . . . , an) ∈ ν(I).
Sinon, u(X1) = u0 ∈ k×. On va montrer qu’on aune contradiction. Il

existe f ∈ I tel que f(X1, a2, . . . , an) = u0.
Par hypothèse (a2, . . . , an) /∈ ν(g1, . . . , gs) donc il existe gi qui n’annule

pas (a2, . . . , an).
On a P := ResX1(fi, f) ∈ I1 donc P (a2, . . . , an) = 0 mais en (a2, . . . , an)

le résultant vaut gi(a2, . . . , an)degX1
fuNi

0 6= 0 (quand on écrit le déterminant).
Contradiction.

3.5 Théorèmes des zéros de Hilbert

Théorème 3.7 des zéros de Hilbert Si k est algébriquement clos, soit
I ⊂ k[X1, . . . , Xn] tel que V (I) = ∅ alors I = k[X1, . . . , Xn].
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Lemme 3.7.1
Soit f un polynôme non nul dans un corps k de cardinal infini. Il existe
(u1, . . . , un) ∈ kn tel que f(u1, . . . , un) 6= 0.

Démonstration. Par récurrence sur n. Si n = 1, on sait que f a au plus
deg(f) zéros.

Si n > 1, on écrit f = fn(X2, . . . , Xn)Xn
1 + P où P n’a que des de-

grés inférieurs à N en x1. L’hypothèse de récurrence assure qu’il existe
(a2, . . . , an) ∈ kn−1 qui n’annule pas fn. Le polynôme f(X1, a2, . . . , an) est
alors non nul.

Il existe donc a1 tel que f(a1, . . . , an) 6= 0.

Lemme 3.7.2
Soit k un corps infini, f ∈ k[X1, . . . , Xn] de degré total N . Il existe une
famille (u2, . . . , un) ∈ kn−1 tel que le polynôme

f̃(X1, . . . , Xn) := f(X1, X2 + u2X1, . . . , Xn + unX1)

soit de la forme cXN
1 + P où P n’a que des termes de degrés < N en X1 et

c 6= 0

Démonstration du théorème. Par récurrence sur n. Si n = 1 c’est bon. Sup-
posons la propriété vraie pour n − 1.

Soit I = 〈f1, . . . , fs〉. Il est loisible de supposer par symétrie que f1 /∈
k[X2, . . . , Xn] (sinon c’est bon par l’hypothèse de récurrence).

Par le lemme, il existe (u2, . . . , un) ∈ kn−1 tel que f̃1 = cXN
1 + P avec

degX1
(P ) < N et c 6= 0.

On sait que V (I) 6= ∅ ssi V (Ĩ) 6= ∅ et I = k[X1, . . . , Xn] ssi Ĩ =
k[X1, . . . , Xn].

Posons Ĩ1 = Ĩ ∩ k[X2, . . . , Xn]. Par le théorème d’extension, si V (Ĩ) = ∅

alors V (Ĩ1) = ∅. L’hypothèse de récurrence assure que Ĩ1 = k[X2, . . . , Xn]
donc 1 ∈ Ĩ1 donc 1 ∈ Ĩ.

Ainsi, Ĩ = k[X1, . . . , Xn], ce qui prouve le théorème.

Théorème 3.8 Si k est algébriquement clos, et I ⊂ k[X1, . . . , Xn]. Alors
I(V (I)) =

√
I.

Lemme 3.8.1
Soit k un corps quelconque et I = 〈f1, . . . , fs〉.

Alors f ∈
√
I ssi 1 ∈ J := 〈f1, . . . , fs, 1 − Y f〉 ⊂ k[X1, . . . , Xn, Y ].

Démonstration.
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⇒ Si f ∈
√
I, il existe m > 0 tel que fm ∈ I ⊂ J .

Donc Y mfm ∈ J . Or

1 = Y mfm +(1−Y mfm) = Y mfm +(1−Y f)(1+Y f+ . . .+Y m−1fm−1)

Donc 1 ∈ J .

⇐ Si 1 ∈ J , alors 1 =
s∑

i=1

pifi + q(1 − Y f) où pi et q appartiennent à

k[X1, . . . , Xn, Y ].
En évaluant en Y = 1

f
, on a

1 =
s∑

i=1

pi(X1, . . . , Xn,
1
f

)fi

Si on multiplie par fm avec m assez grand, on aurait

fm =
s∑

i=1

p′
ifi ∈ I

avec p′
i ∈ k[X1, . . . , Xn].

Démonstration du théorème 3.8. Il reste à montrer que I(V (I)) ⊂
√
I. No-

tons I = 〈f1, . . . , fs〉 et f ∈ I(V (I)).
On considère J = 〈f1, . . . , fs, 1 − Y f〉.
Alors V (J) = ∅ car si (x1, . . . , xn, y) ∈ V (J), (x1, . . . , xn) ∈ V (I) donc

f(x1, . . . , xn) = 0 et (1 − Y f)(x1, . . . , xn, y) = 1 − y × 0 = 1 6= 0.
On a donc 1 ∈ J et par le lemme f ∈

√
I.

Théorème 3.9 Si k est algébriquement clos et m ⊂ k[X1, . . . , Xn] maxi-
mal. Il existe (a1, . . . , an) ∈ kn tel que

m = 〈X1 − a1, . . . , Xn − an〉

Démonstration. m est maximal donc propre. On a donc V (m) 6= ∅, il
contient alors (a1, . . . , an).

m ⊂ I(V (m)) ⊂ I({(a1, . . . , an)}) = 〈X1 − a1, . . . , Xn − an〉

Or m et 〈X1 − a1, . . . , Xn − an〉 sont maximaux donc il y a égalité.

Théorème 3.10 Soit k algébriquement clos et I ⊂ k[X1, . . . , Xn] un idéal,
I1 = I ∩ k[X2, . . . , Xn].

V (I1) est le plus petit ensemble algébrique de kn−1 contenant π1(V (I)) où
π1 est la projection (x1, . . . , xn) 7→ (x2, . . . , xn).
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Démonstration. Si W est un ensemble quelconque de kn, sa clôture pour la
topologie de Zariski V (I(W )).

Il suffit de montrer que V (I1) = V (I(π(V ))) sachant que ⊃ est évidente
par l’élimination. L’autre inclusion est équivalente à I(π1(V )) ⊂

√
I1.

Soit f ∈ I(π1(V )). f s’annule sur π1(V ) donc si on voit f ∈ k[X1, . . . , Xn],
f s’annule sur V , c’est à dire que f ∈ I(V ) =

√
I.

Théorème 3.11 Si k est algébriquement clos, on définit la projection πl :
(x1, . . . , xn) 7→ (xl+1, . . . , xn) et Il = I ∩ k[Xl+1, . . . , Xn]. Alors V (Il) est la
clôture de πl(V (I)).

Supposons que V ⊂ kn est défini par les paramètres {(x1, . . . , xn), xi =
fi(t1, . . . , tn)}.

Théorème 3.12 Soit I = 〈Xi − fi(t1, . . . , tn), i ∈ J1, nK〉. Alors V (Im+1)
est la clôture de πm(V (I)).

Remarque 3.11 En général, ce n’est pas facile de déterminer si V (Im+1) = V .

Théorème 3.13 Si k est algébriquement clos, soit V l’ensemble
{

(x1, . . . , xn) ∈ kn, xi =
fi(t1, . . . , tm)
gi(t1, . . . , tm)

, (t1, . . . , tm) ∈ km \ ν(g1, . . . , gn)

}

Soit J = 〈g1X1 − f1, . . . , gnXn − fn, 1 − gY 〉 avec g = g1 . . . , gn et Jm+1 =
J ∩ k[X1, . . . , Xn].

Alors ν(Im+1) = V .

Exemple 3.7 Soit V = {x1 = x2

v
, x2 = v2

x
, x3 = u} défini sur k2 \ {(0, 0)}.

Posons I = 〈vX1 −u2, uX2 −v2, u−X3〉. I∩k[X1, X2, X3] = 〈X3(X2
1X2 −

X3
3 )〉 6= V .

Si J = 〈vX1 −u2, uX2 −v2, u−X3, 1−Y uv〉, J∩k[X1, X2, X3] = 〈X2
1X2 −

X3
3 〉 = V .

Définition 3.11 V −W := V ∩W c.

Proposition 3.11 Si k est algébriquement clos, soit I, J ⊂ k[X1, . . . , Xn]
deux idéaux avec I radical.

Alors ν(I : J) = ν(I) − ν(J).

Démonstration. I est radical donc (I : J) est radical. Ainsi I(ν(I : J)) =
(I : J).

La proposition est alors équivalente à (I : J) = I(ν(I) − ν(J)).
⊂ Soit f ∈ (I : J) et a ∈ ν(I) − ν(J).

Il existe g ∈ J tel que g(a) 6= 0, fg ∈ I donc (fg)(a) = 0 et g(a) 6= 0
donc f(a) = 0 et f ∈ I(ν(I) − ν(J)).
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⊃ Soit f ∈ I(ν(I) − ν(J)). On a f(a) = 0 pour tout a ∈ ν(I) − ν(J).
Si g ∈ J , g(a) = 0 pour tout a ∈ ν(J) donc (fg)(a) = 0 pour tout
a ∈ ν(J). On a aussi (fg)(a) = 0 pour tout a ∈ ν(I) − ν(J).
Ainsi, f(a) = 0 si a ∈ ν(I) donc par Hilbert, (fg) ∈ I(ν(I)) =

√
I = I

donc f ∈ (I : J).

Exemple 3.8
• I = 〈X2〉, J = 〈X〉. ν(I) − ν(J) = ∅ et (I : J) = 〈X〉. L’hypothèse de

radicalité est donc nécessaire.
• I = 〈XZ, Y Z〉 et J = 〈Z〉. ν(I) = {z = 0} ∪ {x = y = 0} et ν(J) =

{z = 0}.
On a ν(I) − ν(J) = {x = y = 0} = ν(〈X, Y 〉).

Corollaire 3.4 Soit k algébriquement clos, V,W ⊂ kn deux ensembles
algébriques.

I(V −W ) = (I(V ) : I(W ))

Proposition 3.12 Soit V ⊂ kn et W ⊂ km deux ensembles algébriques
d’idéaux I ⊂ k[X1, . . . , Xn] et J ⊂ k[Y1, . . . , Yn].

Alors V × W ⊂ kn+m est un ensemble algébrique défini par 〈〈I〉, 〈J〉〉 ⊂
k[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn].

Démonstration.

(a, b) ∈ V ×W ssi a ∈ ν(I), b ∈ ν(J)

ssi ∀f ∈ I, g ∈ J, f(a) = g(b) = 0

ssi ∀f ∈ 〈I〉, g ∈ 〈J〉f(a, b) = g(a, b) = 0

ssi (a, b) ∈ ν(〈〈I〉, 〈J〉〉)
Remarque 3.12 La topologie de Zariski sur kn+m est plus fine que le produit
des topologies sur kn × km.

Définition 3.12 Soit V un ensemble algébrique non vide de kn. On dit
que V est irréductible ssi pour tout V1, V2 algébriques vérifiant V1 ∪ V2 = V ,
V = V1 ou V = V2.

Cette condition est équivalente à V ⊂ V1 ∪ V2 ⇒ V ⊂ V1 ou V ⊂ V2.

Lemme 3.13.1
V est irréductible ssi I(V ) est premier dans k[X1, . . . , Xn].

Démonstration.
⇒ Si V est irréductible, soit fg ∈ I(V ).

Pour tout a ∈ V , (fg)(a) = 0 donc a ∈ ν(f) ou a ∈ ν(g). Ainsi,
V ⊂ ν(f) ∪ ν(g).
Comme V est irréductible, V ⊂ ν(f) ou V ⊂ ν(g) donc f ∈ I(V ) ou
g ∈ I(V ).
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⇐ Si I(V ) est premier, soit V1, V2 tels que V = V1 ∪ V2.
I(V ) = I(V1) ∩ I(V2) ⊃ I(V1)I(V2) donc il existe i ∈ {1, 2} tel que
I(Vi) ⊂ I(V ). L’autre inclusion est vraie puisque I(V ) = I(V1)∩I(V2).
Ainsi, V = Vi.

Théorème 3.14 Tout ensemble algébrique s’écrit de manière unique sous
la forme V1 ∪ . . . ∪ Vm avec Vi irréductibles fermés et Vi 6⊂ Vj si i 6= j.

On va démontrer l’énoncé correspondant dans les idéaux premiers :

Théorème 3.15 Tout idéal propre radical de k[X1, . . . , Xn] s’écrit de ma-
nière unique comme p1 ∩ . . .∩ pn avec pi premiers et pi 6⊂ pj si i 6= j. (C’est
même vrai si on prend A nœthérien à la place de k).

Démonstration.
• Pour A quelconque et I idéal propre, il existe des idéaux premiers

minimaux contenant I (via Zorn cf. TD).
• Si A est nœthérien, I n’admet qu’une nombre fini d’idéaux premiers

minimaux (cf. TD).

• On sait que I =
√
I =

⋂

p premier minimal, I⊂p

p.

• Pour avoir l’unicité, il suffit de montrer que les pi sont minimaux. C’est
le cas car si I ⊂ p ⊂ pi est premier, p contient l’intersection des pj donc
il contient un pj. On a donc pj ⊂ pi donc par hypothèse pi = pj = p.

Proposition 3.13 Si k est infini, kn est irréductible.

Démonstration. Il suffit de montrer que ν(kn) = 〈0〉 est premier. Si f s’annule
en tout point de kn et k infini alors f = 0.

Corollaire 3.5 Si k est infini, si

V = {(x1, . . . , xn), xi = fi(t1, . . . , tm), ti ∈ k}

alors V est irréductible.

Démonstration. Soit F : (t1, . . . , tm) 7→ (f1(t1, . . . , tm), . . . , fn(t1, . . . , tm)).
Il suffit de montrer que I(V ) = I(V ) est premier. Soit gh ∈ I(V ).
On a (gh)(x1, . . . , xn) = 0 donc (gh)(F (t1, . . . , tm)) = 0 donc comme k

est infini, (gh) ◦ F = 0 donc g ◦ F = 0 ou h ◦ F = 0.
Ainsi, g ∈ I(V ) ou h ∈ I(V ).

Remarque 3.13 Si F : X → Y est continu et X1 ⊂ X irréductible alors
f(X1) est irréductible.
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Proposition 3.14 Si V ⊂ kn et W ⊂ km sont irréductibles alors V ×W ⊂
km+n est aussi irréductible.

Démonstration. Supposons V ×W = X1 ∪X2 avec V ×W 6= X2.
Pour tout x ∈ V , {x} × W est homéomorphe à W donc comme W est

irréductible, {x} ×W ⊂ X1 ou {x} ×W ⊂ X2.
Posons Vi = {x ∈ V, {x}×W ⊂ Xi}. Alors V = V1 ∪V2 et par hypothèse,

V ×W 6= X2 donc V 6= V2.
Si V1 et V2 sont fermés, comme V est irréductible, on a V = V1. Ainsi,

V ×W = X1.
On a V1 =

⋂

y∈W

Vy avec Vy = {x ∈ V, (x, y) ∈ X1} qui est fermé car

homéomorphe à Vy × {y} = X1 ∩ (V × {y}). Ainsi, V1 est fermé (et V2 aussi
par symétrie.

Remarque 3.14 Résumé Les applications ν et I définissent une bijection entre
les idéaux radicaux de k[X1, . . . , Xn] et les ensembles algébriques de kn. En
particulier, on a une correspondance entre

Idéaux premiers Ensembles irréductibles
Idéaux maximaux Points

I1 ∩ I2 ν(I1) ∪ ν(I2)√
I1 + I2 ν(I1) ∩ ν(I2)
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Chapitre 4

Dimension

4.1 Localisation

Définition 4.1 Un anneau A est dit local ssi il admet un unique idéal
maximal.

Exemple 4.1
• Les corps sont locaux.
• kJXK est local mais pas k[X]
• k[X]/〈Xn〉 est local.

Lemme 4.0.1
A est local ssi l’ensemble des non inversibles de A est un idéal (l’unique idéal
maximal).

Démonstration.
⇒ Si A est local, notons m son idéal maximal. Comme x n’est pas inver-

sible il est contenu dans un idéal maximal donc dans m.
L’inclusion réciproque est claire puisque si m contient un inversible,
m = A.

⇐ Posons m l’idéal des éléments non inversibles.
Tout idéal propre est inclus dans m donc m est l’unique idéal maximal.

Définition 4.2 Soit S une partie de A. On dit que S est multiplicative ssi
S est stable par × et 1 ∈ S.

Si S est multiplicative, on considère la relation sur A × S donnée par
(a, s) ∼ (a′, s′) ssi il existe r ∈ S tel que r(as′ − a′s) = 0.

Lemme 4.0.2
∼ est une relation d’équivalence.
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Démonstration. La réflexivité et la symétrie sont claires. Si (a, s) ∼ (a′, s′) ∼
(a′′, s′′), on a r, r′ ∈ S tel que r(as′ − a′s) = 0 = r′(a′s′′ − a′′s′). Une petite
astuce donne

s′(as′′ − a′′s) = s′′(as′ − a′s) + s(a′s′′ − a′′s′)

donc rr′s′(as′′ − a′′s) = 0.

Définition 4.3 On note A[S−1] ou S−1A le quotient A×S/ ∼ et on l’appelle
localisé (ou localisation) de A par rapport à S. On note a

s
la classe de (a, s).

Définition 4.4 On munit S−1A d’une structure d’anneau via

a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
et
a

s
× b

t
=
ab

st

qui sont bien définies.

Remarque 4.1 Pour tout s ∈ S, 1
s

∈ A[S−1] donc s
1
× 1

s
= 1 donc les éléments

de S deviennent inversibles dans le localisé.
Si 0 ∈ S, A[S−1] = {0} car 1

1
= 0

1
.

Définition 4.5 On note iS le morphisme a 7→ a
1
.

Proposition 4.1 Ker(iS) = {a ∈ A, ∃s ∈ S, as = 0}. En particulier, iS est
injectif ssi S ne contient pas de diviseur de 0 de A.

Démonstration. iS(a) = 0 ssi a
1

= 0
1

ssi il existe s ∈ S tel que as = 0.

4.2 Idéaux

Définition 4.6 On note Ie = 〈iS(I)〉 et Jc = i−1
S (J).

Lemme 4.0.3
Ie = {a

s
, a ∈ I, s ∈ S}.

Démonstration.

Ie =

{
n∑

i=1

ai

1
bi

si

, ai ∈ I, bi ∈ A, si ∈ S

}

=

{
1

s1 . . . sn

n∑

i=1

aiti, ai ∈ I, ti ∈ A, si ∈ S

}

=
{
a

s
, a ∈ I, s ∈ S

}

Corollaire 4.1
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(i) Ie = A[S−1] ssi I ∩ S = ∅

(ii) (I1 ∩ I2)e = Ie
1 ∩ Ie

2

(iii) (I1 + I2)e = Ie
1 + Ie

2

(iv) (I1I2)e = Ie
1I

e
2

Proposition 4.2

(i) Soit J un idéal de A[S−1]. (Jc)e = J .

(ii) Soit I un idéal de A, (Ie)c =
⋃

s∈S

(I : s) = {a ∈ A, ∃s ∈ S, sa ∈ I}.

Démonstration.

(i) (Jc)e ⊂ J c’est bon.
Soit a

s
∈ J . a

1
= a

s
s
1

donc a ∈ Jc donc a
s

∈ (Jc)e.

(ii) Soit a ∈ (Ie)c ie a
1

∈ Ie. Par le lemme, il existe b ∈ I et s ∈ S tel que
a
1

= b
s
.

Il existe donc r ∈ S tel que ras = rb ∈ I donc a ∈ (I : rs) ⊂
⋃

s∈S

(I : s).

Soit s ∈ S et a ∈ (I : s). as ∈ I donc a
1

= as
s

∈ Ie donc a ∈ (Ie)c.

Théorème 4.1 Les applications p 7→ pe et q 7→ qc définissent deux bijec-
tions réciproques entre les idéaux premiers de A qui n’intersectent pas S et
les idéaux premiers de A[S−1].

Démonstration. Il faut vérifier que si p est premier et p∩ S = ∅ alors pe est
premier. Soit a

s
b
t

∈ pe.
Il existe c ∈ p et r ∈ S tel que ab

st
= c

r
.

Il existe donc r′ ∈ S tel que r′(abr) = r′(stc) ∈ p. Or r, r′ ∈ S et S∩p = ∅

donc r, r′ /∈ p.
Alors ab ∈ p donc a ∈ p ou b ∈ p donc a

s
∈ pe ou b

t
∈ pe.

Corollaire 4.2 Si S = A\p (qui est multiplicative car si r, s /∈ p, rs /∈ p).
Notons Ap = A[S−1]. Ap est un anneau local dont l’unique idéal maximal

est pe. On a de plus une bijection entre les idéaux premiers p′ de A inclus
dans p et les idéaux premiers de Ap qui conserve les inclusions.

Exemple 4.2

(i) Si A est intègre, p = (0). Ap = A(0) = Frac(A).

(ii) Soit s ∈ A, S = {1, s, . . . , sn, . . .} multiplicative. A[S−1] = 0 ssi s est
nilpotent. Les idéaux premiers de A[S−1] sont les idéaux premiers de A
qui ne contiennent pas s.
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Théorème 4.2 Pour tout anneau B et tout morphisme φ : A → B tel que
φ(S) ⊂ B∗, il existe un unique ψ tel que ψ ◦ iS = φ.

Démonstration. Définir ψ(a
s
) = φ(a)φ(s)−1 ∈ B.

4.3 Lemme de Nakayama

Définition 4.7 Si I est un idéal de A et M un A-module, alors IM est
l’ensemble des sommes finies de aimi avec ai ∈ I et mi ∈ M .

Si de plus, M est de type fini engendré par x1, . . . , xn, IM est l’ensemble

des
n∑

i=1

aixi, ai ∈ I.

Définition 4.8 Soit φ : A → B. On dit que B est fini sur A ssi B est de
type fini en tant que A-module.

Si C est fini sur B et B fini sur A alors C est fini sur A.

Lemme 4.2.1
Soit M un A-module de type fini et I un idéal propre de A. Si IM = M
alors il existe z ∈ I tel que (1 − z)M = 0.

Démonstration. Si M est engendré par (x1, . . . , xn) et IM = M , xi ∈ IM

donc xi =
n∑

j=1

ai,jxj donc (x1, . . . , xn) annule H := (ai,j)i,j.

En multipliant à gauche par la comatrice de H , on trouve

det(H)(x1, . . . , xn) = 0

Or det(H) =
n∏

i=1

(1 − ai,i) + r = 1 − z avec r, z ∈ I. Alors (1 − z)xi = 0

pour tout i donc (1 − z)M = 0.

Corollaire 4.3 Lemme de Nakayama Soit M un A-module de type fini.
Soit I un idéal inclus dans le radical de Jacobson de A. Si IM = M alors

M = {0}.

Démonstration. Pour tout z ∈ I, 1 − z est inversible et par le lemme (1 −
z)M = 0 donc M = 0.

Corollaire 4.4 Si A est local, I ⊂ A est propre, M est un A-module de
type fini et IM = M alors M = 0.

Démonstration. Si A est local et m est l’unique idéal maximal, le radical de
Jacobson est m donc par Nakayama, M = 0.
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4.4 Extension entière

Définition 4.9 b ∈ B est dit entier sur A ⊂ B ssi il est racine d’un poly-
nôme unitaire de A[X].

On dit que B est entier sur A ssi tous les éléments de B sont entiers sur
A.

Remarque 4.2 On peut définir la notion pour φ : A → B en disant que b est
entier sur A ssi b est entier sur φ(A).

Proposition 4.3 Soit A ⊂ B et b ∈ B. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) b est entier sur A

(ii) A[b] est fini sur A

(iii) il existe une sous-A-algèbre R de B tel que A[b] ⊂ R ⊂ B et R fini sur
A.

Démonstration.
(i) ⇒ (ii) Il existe P ∈ A[X] unitaire tel que P (b) = 0. Alors A[b] est

engendrée par {1, b, . . . , bdeg(P )−1}.
(ii) ⇒ (iii) clair (R = A[b])
(iii) ⇒ (i) R est fini sur A engendré par x1, . . . , xn ∈ R.

b ∈ R donc bxi ∈ R. Ainsi, bxi =
n∑

j=1

ai,jxj donc (x1, . . . , xn) annule

H := b Id −(ai,j)i,j.
Alors det(H)(x1, . . . , xn) = 0 mais R est engendré par {x1, . . . , xn}
donc det(H)R = 0 et 1 ∈ R donc det(H) = 0.
Or det(H) est un polynôme en b donc b est entier sur A.

Corollaire 4.5 Soient b1, . . . , bn entiers sur A. L’algèbre A[b1, . . . , bn] est
un A-module de type fini. En particulier, A[b1, . . . , bn] est entière sur A.

Démonstration. A →֒ A[b1] →֒ . . . →֒ A[b1, . . . , bn] qui sont tous finis donc
A[b1, . . . , bn] fini sur A.

On applique (iii). Pour tout b ∈ A[b1, . . . , bn], on pose R = A[b1, . . . , bn]
et on a donc que b est entier.

Corollaire 4.6 Soit A ⊂ B. L’ensemble des éléments de B entiers sur A
est un sous-anneau de B.

Définition 4.10 On appelle clôture intégrale de A dans B l’ensemble des
éléments de B entiers sur A. Si A est intègre, soit K son corps de fractions,
la fermeture intégale de A dans K est appelée la clôture intégrale de A.
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Proposition 4.4 Soit A ⊂ B entier.

(i) Soit q premier de B et p = qc premier de A. Alors A/p ⊂ B/q est entier.

(ii) Soit S ⊂ A une partie multiplicative alors S−1A ⊂ S−1B est entier.

Démonstration.

(i) Il suffit de passer les équations polynômiales au quotient.

(ii) Soit b
s

∈ S−1B alors en divisant par sn l’équation polynômiale en b, on
obtient une équation polynômiale en b

s
à coefficients dans S−1A.

Proposition 4.5 Soit A ⊂ B anneaux intègres avec B entier sur A. Alors
A est un corps ssi B est un corps.

Démonstration.
⇒ Soit b ∈ B non nul. On prend une équation polynômiale de degré

minimal en b.
bn + an−1b

n−1 + . . .+ a0 = 0

a0 6= 0 sinon n ne serait pas minimal (factoriser par b). Comme A est
un corps, a0 est inversible et on a alors

b(bn−1 + an−1b
n−2 + . . .+ a1) = −a0

Donc b est inversible d’inverse −a−1
0 (bn−1 + an−1b

n−2 + . . .+ a1).
⇐ Soit a ∈ A non nul. a est inversible dans B donc il existe b ∈ B tel

que ab = 1. On multiplie une équation polynômale de degré n pour b
par an−1, ce qui donne

b+ an−1 + aan−1 + . . .+ an−1a0 = 0

donc b ∈ A et a est inversible dans A.

Corollaire 4.7 Soit A ⊂ B entière, q ∈ Spec(B), p = qc ∈ Spec(A).
Alors p est maximal ssi q l’est.

Démonstration. A/p ⊂ B/q est entière et ce sont deux anneaux intègres donc
A/p est un corps ssi B/q l’est, ce qui assure le résultat.

Corollaire 4.8 Soit A ⊂ B entière, q1 ( q2 ∈ SpecB. Alors qc
1 ( qc

2.

Démonstration. Si p = qc
1 = qc

2, soit S = A \ p multiplicative. Ap est local et
S−1B est entier sur Ap.

q1(S−1B) ∩ Ap = pAp est maximal donc q1(S−1B) est maximal, ce qui
contredit q1(S−1B) ( q2(S−1B).
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Définition 4.11 Si ι : A → B, on note ι∗ : q 7→ qc pour q ∈ Spec(B).

Proposition 4.6 Si ι : A → B est entière, ι∗ est surjective.

Démonstration. Soit S = A \ p. Ap ⊂ S−1B est entière. Soit m ⊂ S−1B un
idéal maximal.

mc = m ∩ Ap = pAp. Il suffit de prendre q = m ∩ B. On a q ∩ A =
(m ∩ Ap) ∩A = pAp ∩ A = p.

Exemple 4.3 A = k[X, Y ], B = k[X, Y, Z]/(XZ − Y 2). A ⊂ B n’est pas
entière car Spec(B) → Spec(A) n’est pas surjectif.

En effet, si qc = (X, Y − 1), q contient X, Y − 1, XZ − Y 2 donc contient
Y 2 = Zf1 − f3 et Y 2 − 1 = (Y + 1)f2 donc 1. Alors q n’est pas premier.

Si A = k[X,Z], A ⊂ B est entière car Y est entier sur A.

Théorème 4.3 Going up Soit ι : A ⊂ B entière. Soit p1 ( p2 deux idéaux
premiers de A.

Soit q1 tel que ι∗(q1) = p1. Il existe q2 ∈ Spec(B) tel que q1 ⊂ q2 et
ι∗(q2) = p2.

Démonstration. A/p1 ⊂ B/q1 est entière et p2/p1 est premier dans A/p1 donc
par surjectivité de ι∗, on a q2/q1 ∈ Spec(B/q1) image réciproque de p2/p1.

Ainsi, q2 ∈ Spec(B) et ι∗(q2) = p2.

Définition 4.12 Dimension de Krull On appelle dimension de Krull de A
notée dim(A) l’entier

sup{n, ∃p0 ( . . . ( pn premiers}

Si p ∈ Spec(A), on définit la hauteur de p par

ht(p) = sup{n, ∃p0 ( . . . ( pn = p} = dimAp

Exemple 4.4
• La dimension d’un corps est nulle.
• dim(k[X]) = 1 car k[X] est principal donc les seule chaînes qu’on peut

faire sont de la forme (0) ( (f) avec f irréductible.
• On montrera que dim k[X1, . . . , Xn] = n. Il est déjà évident que

dim k[X1, . . . , Xn] > n

puisque
(0) ( (X1) ( . . . ( (X1, . . . , Xn)

• Si α : A։ B alors dimA > dimB.
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Théorème 4.4 Cohen-Seidenberg Soit A ⊂ B entière. Alors dim(A) =
dim(B).

Démonstration. Soit p0 ( . . . ( pn une suite de premiers de A. On obtient
une suite de premiers dans B (Going up) donc dim(A) 6 dim(B).

Soit q0 ( . . . ( qn une suite de premiers de B. On obtient une suite de
premiers dans A (qc

i ) donc dim(A) > dim(B).

Exemple 4.5 k[X,Z] → k[X, Y, Z]/(XZ − Y 2) est entière donc

dim(k[X, Y, Z]/(XZ − Y 2)) = 2

Définition 4.13 Soit A une k-algèbre. Des éléments a1, . . . , an ∈ A sont
dits algébriquement indépendants ssi

∀P ∈ k[X1, . . . , Xn], P (a1, . . . , an) = 0 ⇒ P = 0

Théorème 4.5 Lemme de normalisation de Nœther Soit k un corps,
A une k-algèbre de type fini. Il existe a1, . . . , an ∈ A algébriquement indépen-
dants tels que

k →֒ k[a1, . . . , an] →֒ A

soit entière.

Remarque 4.3 Les ai ne sont pas uniques mais n l’est (c’est dim(A)).

Lemme 4.5.1
Soit A une k-algèbre de type fini engendrée par x1, . . . , xm supposés algébri-
quement liés.

Alors il existe y1, . . . , ym−1 ∈ A tels que xm est entier sur k[y1, . . . , ym−1]
et A = k[y1, . . . , ym−1][xm].

Démonstration valable si |k| = ∞. On cherche des yi de la forme xi − λixm.
On aura alors clairement A = A′[xm].

Soit P ∈ k[X1, . . . , Xm] non nul tel que P (x1, . . . , xm) = 0. On note
d = degP et on a xi = yi + λixm donc

0 = P (y1 + λ1xm, . . . , ym−1 + λm−1xm, xm) = Q(λ1, . . . , λm−1)xd
m +R

avec R de degré < d en xm à coefficients dans k[y1, . . . , ym−1].
On choisit alors λi tel que Q(λi) 6= 0. Alors xm est entier sur A′.

Remarque 4.4 Dans le cas général, on fait yi = xi − xkm−i

m avec k suffisem-
ment grand.
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Démonstration du lemme de normalisation. Soit A de type fini engendrée
par x1, . . . , xm. On fait une récurrence sur m.

Pour m = 1, A = k[x1]. Si x1 est transcendant sur k, A ≃ k[X] donc on
prend a1 = x1 sinon, k → k[x1] est algébrique donc c’est bon.

Si c’est vrai pour m− 1, soit les xi sont algébriquement indépendants, on
prend ai = xi.

Sinon les xi sont liés. Il existe donc y1, . . . , ym−1 ∈ A tel que A =
k[y1, . . . , ym−1, xm] et A′ = k[y1, . . . , ym−1] → A entière.

On applique l’hypothèse de récurrence à A′ qui donne a1, . . . , an ∈ A′

indépendantes tels que k[a1, . . . , an] → A′ soit entière.
Ainsi, A est entier sur k[a1, . . . , an].

Théorème 4.6 dim k[X1, . . . , Xn] = n.

Démonstration. On a vu que > était claire. On montre 6 par récurrence sur
n. Si n = 1 c’est bon.

Si l’énoncé est vrai pour n − 1, soit p0 = (0) ( . . . ( pm une chaîne de
longueur m.

Soit P ∈ p1 non nul. On pose B = A/(P ) qui est une k-algèbre de type
fini engendré par les images xi des Xi dans B.

De plus, les xi sont liés par P . Par le lemme, il existe y1, . . . , yn−1 ∈ B
tels que k[y1, . . . , yn−1] → B soit entière. Alors dimB = dim k[y1, . . . , yn−1] et
comme on a une surjection de k[X1, . . . , Xn−1] dans k[y1, . . . , yn−1], dimB 6

dim k[X1, . . . , Xn−1] < n.
Or p1/(P ) ( . . . ( pm/(P ) est une suite de premiers de B de longueur

m− 1 donc dimB > m− 1.
On a donc bien m 6 n. Par récurrence, ça marche.

Corollaire 4.9 Soit k un corps, A une k-algèbre de type fini. Soit m un
idéal maximal de k[X1, . . . , Xn].

Alors A/m est une extension finie de k. Si de plus k est algébriquement
clos, A/m ≃ k.

Démonstration. Soit L := A/m un corps. L est une k-algèbre de type fini
donc il existe a1, . . . , an ∈ L tel que k →֒ k[a1, . . . , an] →֒ L. k[a1, . . . , an] est
une extension entière donc c’est un corps.

Alors n = 0 donc L/k est finie.

Remarque 4.5 Soit m un idéal maximal. k[X1, . . . , Xn]/m ≃ k donc il existe
a1, . . . , an ∈ k tel que Xi = ai mod m.

Ainsi, (X1 − a1, . . . , Xn − an) ⊂ m d’où l’égalité par maximalité de (X1 −
a1, . . . , Xn − an).

Corollaire 4.10 La dimension de toute k-algèbre de type fini est finie.
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4.5 Dimension d’un ensemble algébrique

Définition 4.14 Soit V ⊂ kn un ensemble algébrique.

dim(V ) = sup{r, ∃V0 ( . . . ( Vr ⊂ V, Vi irréductibles}

Proposition 4.7 Si k est algébriquement clos,

dim V = dim k[X1, . . . , Xn]/I(V )

En particulier dim V < ∞.

Démonstration. La correspondance entre les ensembles algébriques et les
idéaux radicaux de k[X1, . . . , Xn] donne une correspondance entre une chaine
Vi ( Vi+1 et I(Vi+1) ( I(Vi).

Proposition 4.8
• Si W ⊂ V alors dimW 6 dimV

• Si V =
n⋃

i=1

Vi est la décomposition en irréductibles alors dim V =

max dim Vi.

Exemple 4.6
• I = 〈X2Y Z〉,

√
I = 〈XY Z〉 donc ν(I) = ν(XY Z) = Hx ∪ Hy ∪ Hz

avec Ht le plan t = 0 de dimension 2 donc dim ν(I) = 2.
• I = 〈X2Y Z,X2Z2, Y 2Z〉,

√
I = 〈XZ, Y Z〉 donc

ν(
√
I) = ν(XZ) ∩ ν(Y Z) = Hz ∪ (Hx ∩Hy)

Ainsi dim ν(I) = 2.

Proposition 4.9 Soit I un idéal monomial. ν(I) est une réunion finie de
sous espaces coordonées de kn (ie de la forme Hi1 ∩ . . .Hik

).

Démonstration. ν(I) = ν(m1) ∩ . . . ν(mt) si I = 〈m1, . . . , mk〉 et chaque
ν(mi) =.

Définition 4.15 Soit I = 〈m1, . . . , mt〉 monomial propre.

Pour j ∈ J1, tK, on pose Mj = {k,Xk | mj} ie ν(mj) =
⋃

k∈Mj

Hk.

Proposition 4.10

dim(ν(I)) = n − min{|J |, ∀j, J ∩Mj 6= ∅}
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Démonstration. ν(mj) =
⋃

k∈Mj

Hk et ν(I) =
t⋂

j=1

ν(mj).

Pour J ⊂ J1, nK, soit HJ =
⋂

k∈J

Hk. Alors HJ ⊂ mj ssi HJ ⊂ Hk pour un

k ∈ Mj ssi J ∩Mj 6= ∅.
Ainsi, si J ∩Mj 6= ∅ pour tout j alors HJ ⊂ ν(I) et dim ν(I) > dimHj =

n− |J |.
D’autre part, ν(I) = V1 ∪ . . . ∪ Vm avec Vi de la forme HJi

et

dim(ν(I)) = max
i

(dim Vi) = n − max{|Ji|, Ji ∩Mj 6= ∅∀j}

Lemme 4.6.1
∀j ∈ J1, tK, J ∩Mj 6= ∅ ssi I ∩ k[Xi, i /∈ J ] = (0).

Démonstration. Montrons que J∩Mj = ∅ pour au moins un j ssi I∩k[Xi, i /∈
J ] 6= (0).

I∩k[Xi, i /∈ J ] 6= (0) ssi il existe m ∈ k[Xi, i /∈ J ]∩I ssi il existe j ∈ J1, tK
tel que mj | m ssi il existe j tel que mj ∈ k[Xi, i /∈ J ].

Ceci est équivalent à l’existence de j tel que J ∩Mj = ∅.

Corollaire 4.11

dim(ν(I)) = max{r, ∃i1, . . . , ir, I ∩ k[Xi1, . . . , Xir
] = (0)}

4.6 Fonction de Hilbert

Définition 4.16 Soit I ⊂ k[X1, . . . , Xn]. Notons k[X1, . . . , Xn]6s l’ensemble
des polynômes de degré total au plus s et I6s = I ∩ k[X1, . . . , Xn]6s.

La fonction de Hilbert HFI associe à s l’entier dimk k[X1, . . . , Xn]6s −
dimk I6s.

Exemple 4.7
• Si I = (0), HFI(s) = dim k[X1, . . . , Xn]6s =

(
n+s

n

)
.

En effet, si n = 1, c’est s+ 1 (cardinal de {1, X, . . . , Xs}).
Par récurrence, si c’est vrai pour n − 1, on prend Xα1

1 . . .Xαn
n avec

α1 + . . .+ αn 6 s et

HFI,n(s) =
s∑

α1=0

HFI,n−1(s− αi) =
s∑

α1=0

(
s− α1 + (n − 1)

n− 1

)
=

(
s+ n

n

)

• Si I = 〈Xα〉.

dim I6s =





0 si s < |α|
HF(0)(s− |α|) =

(
n+s−|α|

n

)
sinon
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• Soit I = 〈X2Y 4, X4Y 2〉. On note m1 = X2Y 4, m2 = X4Y 2. On a
〈m1〉 ∩ 〈m2〉 = 〈X4Y 4〉 donc :

dim I6s = dim〈m1〉6s + dim〈m2〉6s − dim〈X4Y 4〉6s =
s2 − 5s− 2

2

Définition 4.17 Soit C(I) = {α,Xα /∈ I}. Soit (e1, . . . , en) base canonique
de Nn.

On note [ei1 , . . . , eir
] = {a1ei1 + . . .+ areir

, aj ∈ N, 1 6 j 6 r}
Si α /∈ [ei1 , . . . , eir

] alors on note

α + [ei1, . . . , eir
] = {α + β, β ∈ [ei1 , . . . , eir

]}
Proposition 4.11 Soit I un idéal monomial propre.

(i) C(I) = T1∪. . .∪Tn avec Ti une translation d’un sous-espace coordonnée
de Nn

(ii) dim(ν(I)) = maxi dim Ti

Théorème 4.7 Soit I monômial propre.

(i) Pour s ≫ 0, HFI(s) est un polynôme en s noté HPI

(ii) dim ν(I) = degHPI(s).

Démonstration. HFI(s) = |C(I)6s. Or C(I) = T1 ∪ . . . ∪ Tm donc

|C(I)6s| =
n∑

k=1

(−1)k
∑

i1<...<ik

|(Ti1)6s ∩ . . . ∩ (Tik
)6s|

Si Ti 6= Tj , Ti ∩ Tj est soit vide, soit une translation d’un sous-espace
coordonnée de simension inférieure à max{dimTi, dimTj}.

Pour s ≫ 0, |C(I)6s| est un polynôme en s de degré max(deg((Ti)6s)) =
dim ν(I).

Définition 4.18 Un ordre monomial sur Nn est dit gradué ssi |α| > |β|
implique Xα > Xβ.

Théorème 4.8 Fixons un ordre gradué et I un idéal de k[X1, . . . , Xn].
On a HFI = HF〈LT(I)〉.

Démonstration. 〈LT(I)〉6s = {LM(f1), . . . ,LM(fm)} qui est donc une base
de 〈LT(I)〉6s sur k.

Pour conclure, on montre que {f1, . . . , fm} est une base pour I6s. Ils
sont linéairement indépendants car les monômes dominants le sont. Soit f ∈
I6s \ Vect {f1, . . . , fm} de degré minimal.

LT(f) ∈ 〈LT(I)〉6s donc LT(f) = a1 LM(f1) + . . .+ am LM(fm).
Alors f − (a1f1 + . . .+ amfm) ∈ I6s \ Vect {f1, . . . , fm} de degré inférieur

à deg(f). Absurde. On a donc I6s = Vect {f1, . . . , fm}.
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Théorème 4.9 Soit I ⊂ k[X1, . . . , Xn] propre.
Soit A = k[X1, . . . , Xn]/I. Alors deg(HPI) = dimA = dim ν(I) si k est

algébriquement clos

Démonstration.
• On montre que dimA 6 degHPI . Par le lemme de normalisation, il

existe a1, . . . , ad ∈ A algébriquement indépendants tels que l’injection
ι : k[a1, . . . , ad] → A soit entière.
Soit fi ∈ k[X1, . . . , Xn] qui annule les ι(ai)

k[f1, . . . , fd] ∩ I = (0)

car si P ∈ I, P (ι(a1), . . . , ι(ad)) = 0 dans A, ce qui est absurde.
Notons N le maximum des degrés totaux des fi. {fα1

1 . . . fαd

d , α1 + . . .+
αd 6 s} est un sous-ensemble de k[X1, . . . , Xn]6Ns composé de poly-
nômes linéairement indépendants dans k[X1, . . . , Xn]6Ns/I6Ns.
Ainsi, HFI(SN) > Card{(α1, . . . , αd), α1 + . . .+αd 6 s} =

(
d+s

s

)
donc

degHPI > d = dimA.
• On montre que

dimA > degHPI = degHP〈LT(I)〉

= max{r, ∃i1, . . . , ir, k[Xi1, . . . , Xir
] ∩ 〈LT(I)〉 = (0)}

Si ∃i1, . . . , ir, k[Xi1, . . . , Xir
]∩〈LT(I)〉 = (0), alors il existe une injecton

de k[Xi1, . . . , Xir
] → A. Le lemme suivant conclut.

Lemme 4.9.1
Si A est une k-algèbre de type finie et si on a une injection de k[X1, . . . , Xr] →
A alors dimA > r.

Démonstration. Par le lemme de normalisation, il existe a1, . . . , ad ∈ A tel
que k[a1, . . . , ad] → A soit entière. On montre que d > r.

Montrons qu’il existe i tel que {ai, X2, . . . , Xr} soient algébriquement
indépendants. Par symétrie, on pourra supposer i = 1 et en réappliquant le
résultat, on aura {a1, a2, X3, . . . , Xr} indépendants donc finalement on aura
{a1, . . . , ar} indépendants, d’où d > r.

Par l’absurde, si pour tout i, {ai, X2, . . . , Xr} est liées alors

Pm,i(X2, . . . , Xr)am
i + . . .+ P0,i(X2, . . . , Xr) = 0

Soit S = k[X2, . . . , Xr] \ {0}. ai sont entiers dans k(X2, . . . , Xr) donc A[S−1]
est entier sur k(X2, . . . , Xr) donc X1 est entier sur k(X2, . . . , Xr), ce qui est
absurde.
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Corollaire 4.12 On prend un ordre gradué. Alors dim k[X1, . . . , Xn]/I =
dim k[X1, . . . , Xn]/〈LT(I)〉.
Corollaire 4.13

(i) Soit f ∈ k[X1, . . . , Xn] non constant. Alors dim k[X1, . . . , Xn]/〈f〉 =
n− 1.

(ii) Pour tout idéal premier p de hauteur 1, dim k[X1, . . . , Xn]/p = n− 1.

Démonstration.

(i) 〈LT(I)〉 = 〈LT(f)〉 avec LT(f) non constant. Or

dim k[X1, . . . , Xn]/〈LT(f)〉 = n− 1

Donc dim k[X1, . . . , Xn]/I = 1.

(ii) k[X1, . . . , Xn] est factoriel. Soit f ∈ p non constant. f se décompose en
irréductibles sous la forme fa1

1 . . . fad

d .
Comme p est premier, il existe i tel que fi ∈ p. Alors 0 ( 〈fi〉 ⊂ p donc
p = 〈fi〉. Le premier point conclut alors.

Remarque 4.6 Le point (ii) est vrai pour une k-algèbre de type fini. On a
dim(A/p) = n − 1 si ht(p) = 1. Plus généralement, dimA/p = n − r si
ht(p) = r.

Définition 4.19 Un anneau est dit caténaire ssi dimA/p + dim p = dimA
pour tout p.

Corollaire 4.14 Soient A,B deux k-algèbres de type fini. Si A →֒ B
alors dimA 6 dimB.
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Chapitre 5

Introduction au langage des
schémas

5.1 Spectre d’un anneau

A sera un anneau commutatif non nul.

Définition 5.1 Spec(A) est muni de la topologie de Zariski. Les fermés sont
les V (I) = {p ∈ Spec(A), I ⊂ p}.

On note D(I) = V (I)c. En particulier, D(f) = {p, f /∈ p}.

Lemme 5.0.2

(i) Les ouverts D(f) forment une base de la topologie

(ii) Les D(fi) recouvrent Spec(A) ssi 1 ∈ 〈fi, i ∈ I〉
(iii) D(f) est isomorphe à Spec(Af )

Démonstration.

(i) Soit U ouvert et p ∈ U = V (I)c. On a I 6⊂ p donc il existe f ∈ I tel
que f /∈ p et p ∈ D(f) ⊂ I.
Alors V (I) ⊂ V (f) donc D(f) ⊂ U .

(ii)
⋃

i

D(fi) = V (〈fi, i ∈ I〉)c. Ainsi, l’union vaut Spec(A) ssi V (〈fi, i ∈

I〉) = ∅ ssi 1 ∈ 〈fi, i ∈ I〉.
(iii) D(f) = {p, f /∈ p} = {p, p ∩ S = ∅} = Spec(Af) et si f est nilpotent,

Af = 0 et D(f) = ∅.

Corollaire 5.1 Spec(A) est quasi-compact.
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Démonstration. Soit
⋃

i∈I

D(fi) un recouvrement ouvert de Spec(A). Par (ii),

1 ∈ 〈fi, i ∈ I〉.

On écrit donc 1 =
d∑

i=1

aifi donc 1 ∈ 〈f1, . . . , fd〉 donc Spec(A) =
d⋃

i=1

D(fi).

Corollaire 5.2 D(f)(≃ Spec(Af)) est quasi-compact.

Proposition 5.1 Si V (I1) ⊂ V (I2) alors
√
I1 ⊃

√
I2.

Lemme 5.0.3
Soit f : A → B. Alors f# : SpecB → SpecA, q 7→ f−1(q) est continue pour
la topologie de Zariski.

5.2 Faisceaux

Définition 5.2

(i) Soit X un espace topologique. Un préfaisceau F sur X est la donnée de
• Pour tout ouvert U de X, un ensemble F (U)
• Pour tout V ⊂ U ouvert, une application γUV : F (U) → F (V ) tel

que γUU = Id et γUW = γV W ◦ γUV si W ⊂ V ⊂ U . (on note
f |V = γUV (f).)

(ii) On dit que F est un faisceau ssi

• Pour tout ouvert U =
⋃

i

Ui, si f ∈ F (U) vérifie f |Ui
= g|Ui

pour tout

i alors f = g.

• Soit fi ∈
∏

i

F (Ui) tel que fi|Ui∩Uj
= fj |Ui∩Uj

alors il existe (un unique

par ce qui précède) f ∈ F (U) tel que f |Ui
= fi pour tout i.

Exemple 5.1 Les fonctions lisses analytiques forment un faisceau pour
γUV (f) = f |V .

Les fonctions continues bornées forment un préfaisceau qui n’est pas un

faisceau : en effet, R =
⋃

i∈N

[−i, i]. La fonction x 7→ x est bornée sur [−i, i]

mais il n’y a pas de f bornée tel que f |[−i,i] = x pour tout i.

Définition 5.3 La fibre de F en x ∈ X est Fx la limite inductive des F (U)
pour les U contenant x, ie

⋃

x∈U

F (U)/ ∼

où F (U1) ∋ a ∼ b ∈ F (U2) ssi il existe U3 ⊂ U1 ∩ U2 tel que a|U3 = b|U3 .
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Définition 5.4 Soit F et G deux (pré)faisceaux sur X. Un morphisme ϕ :
F → G est la donnée pour tout U d’une application ϕU : F (U) → G(U) qui
est compatible avec les restrictions : ϕV ◦ γF

UV = γG
UV ◦ ϕU .

Définition 5.5 Soit f : X → Y continue. Si F est un faisceau sur X, on
définit f∗F sur Y par f∗F : U → F (f−1(U)) qui est un faisceau sur Y .

Remarque 5.1 Soit G un faisceau sur Y . L’image inverse f−1G est le fasiceau
associé au préfaisceau f−1G(U) = lim

f(U)⊂V
G(V ).

Définition 5.6 On définit un faisceau sur Spec(A) en disant que pour tout
U ouvert, on prend

OSpec(A)(U) =



(Sp) ∈

∏

p∈U

Ap, ∀p ∈ U, ∃V, a, f tel que

p ∈ V ⊂ U, f /∈ p et
a

f
∈ Aq∀q ∈ V ∩D(f)

}

Lemme 5.0.4
C’est un faisceau. On l’appelle faisceau structurel de Spec(A). On note sou-
vent O = OSpec(A).

Un élément de O(U) s’appelle une section.

Proposition 5.2

(i) O(D(f)) ≃ Af

(ii) Op ≃ Ap

Démonstration.

(i) Il s’agit de montrer que si D(fi) est un recouvrement fini de D(f) =
Spec(A) et si s = ai

fi
sur D(fi) alors s = a

f
pour un certain a ∈ A.

On définit un morphime (bien défini)



Af → O(D(f))

a
fm 7→ a

fm

Ce morphisme est bien défini et injectif car si a
fm = 0 dans tous les Ap

pour p ∈ D(f), alors il existe s /∈ p tel que sa = 0 (pour tout p ∈ D(f)).
Notons I = (0 : a) l’idéal annulateur de a ∈ A. Alors si s ∈ I et s /∈ p

alors p /∈ V (I) donc V (I) ⊂ V (f) donc
√

(f) ⊂
√
I.

Il existe donc n > 1 tel que fn ∈ I et fna = 0 dans A donc a = 0 dans
Af .
Si si = ai

fi
sur chaque D(fi) on a si|D(fi)∩D(fj) = sj|D(fi)∩D(fj).
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On a alors ai

fi
= aj

fj
sur D(fi) ∩ D(fj) donc par injectivité, ai

fi
= aj

fj
sur

Afifj
.

Il existe donc ni tel que (fifj)ni(aifj − ajfi) = 0. Soit n = max ni. On
a alors

(fifj)n(aifj − ajfi) = 0

Donc (aif
n
i )fn+1

j − (ajf
n
j )fn+1

i = 0. Or si = ai

fi
= aifn

i

fn+1
i

∈ O(D(fi))

(égalité dans chaque Ap, p ∈ D(fi)). quitte à remplacer fn+1
i par fi

(D(fi) = D(fn+1
i )), on peut supposer si = ai

fi
avec aifj = ajfi.

Comme D(f) =
r⋃

i=1

D(fi),
√
f =

√
〈fi, i 6 r〉. Il existe donc N tel que

fN =
r∑

i=1

bifi =: a avec bi ∈ A. Alors

fja =
r∑

i=1

biaifj =

(
r∑

i=1

bifi

)
aj = fNaj

Donc a
fN = aj

fj
, ce qui donne la surjectivité.

(ii) On prend le morphisme ϕ : Op → Ap qui à s associe sp. Il est bien défini
car si s = s′ alors il existe U ′′ ⊂ U ∩ U ′ tel que s|U ′′ = s′|U ′′ donc pour
tout p ∈ U ′′, sp = s′

p.
Ce morphisme est surjectif : tout élément de Ap s’écrit a

f
avec f /∈ p

donc D(f) est un ouvert contenant p et a
f

∈ O(D(f)) s’envoie donc sur
a
f
.

Pour l’injectivité, il faut montrer que si s1 ∈ O(U1) et s2 ∈ O(U2) sont
tels que ϕ(si) = ϕ(s2) dans Ap alors il existe U3 ⊂ U1 ∩ U2 tels que
s1 = s2 sur U3.
On peut supposer Ui = D(fi) et si = ai

fi
. Par hypothèse, a1

f1
= a2

f2
dans

Ap donc il existe k /∈ p tel que k(a1f2 − a2f1) = 0 dans A.
Pour tout q ∈ D(f1) ∩ D(f2) ∩ D(k) =: U3 et on a a1

f1
= a2

f2
dans Aq

donc s1 = s2 sur U3 ce qui prouve l’injectivité.

Remarque 5.2 On a deux applications

d0 :





O(U) →
∏

i

O(Ui)

s 7→ (s|Ui
)i

et

d1 :





∏

i

O(Ui) →
∏

i,j

O(Ui ∩ Uj)

(si)i 7→ si|Ui∩Uj
− sj |Ui∩Uj
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d0 est injectif car si s = s′ sur tous les Ui, s = s′.
De plus, Ker(d1) = Im(d0) car si d1(si) = 0 alors il existe s ∈ O(U) avec

d0(s) = (si)i ie s|Ui
= si.

Définition 5.7 Si U est quelconque, on prend (D(fi)) un recouvrement de

U et on définit O(U) comme Ker(d1) où d1 :
∏

i

Afi
→
∏

i,j

Afifj
.

Définition 5.8 Soit (X,F ) un faisceau. Les éléments de F (U) sont appelés
sections sur U ou fonctions régulières sur U . Un élément de F (X) est appelé
section globale.

5.3 Schémas

Définition 5.9 On appelle espace annelé la donné d’un espace topologique
X et d’un faisceau OX d’anneaux : pour tout U , OX(U) est un anneau et
pour tout V ⊂ U , OX(U) → OX(V ) est un morphisme d’anneaux.

Un espace localement annelé est un espace annelé où les tiges sont des
anneaux locaux.

Définition 5.10 Soit A,B deux anneaux locaux. Un morphisme ϕ : A → B
est dit local ssi il envoie l’unique idéal maximal de A sur celui de B.

Définition 5.11 Soient (X,OX) et (Y,OY ) deux espaces localement anne-
lés. (f, f#) est un morphisme de (X,OX) → (Y,OY ) ssi f est continue, f# est
un morphisme de faisceaux et pour tout x, Oy,f(x) → OX,x est un morphime
local.

Proposition 5.3

(i) Soit A → B un morphisme d’anneaux. Alors (Spec(B), OSpec(B)) →
(Spec(A), OSpec(A)) est une morphisme d’espaces annelés.

(ii) Tout morphisme d’espaces localement annelés (Spec(B), OSpec(B)) →
(Spec(A), OSpec(B)) provient d’un morphisme d’anneaux.

Démonstration.

(i) Soit ϕ : A → B. Alors f := ϕ−1 est continue de Spec(B) → Spec(A).
f# : Ah → Bf(h) est un morphisme de faiceaux et pour tout p ∈
Spec(B),

(ii) Soit (f, f#). Par définition, il existe une morphisme de OSpec(A)(A) →
OSpec(B)(Spec(B)) donc de A → B.
Il faut vérifier que ϕ induit (f, f#). Soit p ∈ Spec(B). Par hypothèse,
on dispose d’un morphisme de f#

p : Af(p) → Bp et un diagramme com-
mutatif qui donne f = ϕ−1.
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Exemple 5.2 Soit R un anneau local intègre de dimension 1. Spec(R) =
{x0, x1}. Les tiges sont Rx0 = Rm = R et Rx1 = R(0) = Frac(R).

L’inclusion R ⊂ K := Frac(R) induit un morphisme Spec(K) = {y} →
Spec(R) qui envoie y sur x1. (on ne peut pas envoyer y sur x0 sinon f#

y ne
serait pas un morphisme local).

Définition 5.12 Un schéma est un espace localement annelé (X,OX) qui
est isomorphe à (Spec(A), OSpec(A)) pour un certain A.

Un schéma est affine ssi c’est un espace localement annelé tel qu’on ait
un recouvrement Ui de X tel que (Ui, OX|Ui

) soit affine, ie

∀x ∈ X, ∃U ∋ x ouvert , (U,OX|U) est affine

Proposition 5.4 Soit X un schéma, A un anneau. On a une bijection entre
l’ensemble des morphismes de X → Spec(A) dans les morphismes d’anneaux
de A → OX(X).
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