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Chapitre 1

Futilités d’usage

On considere des anneaux commutatifs unitaires non nuls.

Proposition 1.1 Soit ¢ un morphisme.
L’image réciproque d’un idéal est un idéal.
Si ¢ est surjective, I'image directe d'un idéal est un idéal.

Définition 1.1 On définit la somme des (/;);cs comme étant ’ensemble des

in ou chaque z; € I; et x; = 0 pour presque tout i. On a
i€s
n

Z(xl) = (T1,...,Tp)

i=1
Définition 1.2 On définit le produit de deux idéaux I et J comme l’en-
semble des sommes finies de xy ot x € [ et y € J. On étend cette définition
a n idéaux par récurrence.

Proposition 1.2 Le produit est inclus dans l'intersection.

Remarque 1.1 Quand A est intégre alors l'intersection d’idéauzx non nuls est
non nulle.

Définition 1.3 On définit le conducteur de J dans I par (I : J) = {z €
A, xJ C I}.

Pour I = (0), on obtient l'idéal annulateur de .J.

THEOREME 1.1 KRULL Tout idéal propre est inclus dans un idéal mazimal.

COROLLAIRE 1.1 Un élément est inversible ssi il n’appartient a aucun idéal
maximal.

Proposition 1.3 Soit p un idéal premier inclus dans A et I, J deux idéaux
de A.

SiINnJ Cpalors I CpouldCp.

SilJCpalorsI CpouldCp.



CHAPITRE 1. FUTILITES D'USAGE

Démonstration. 1l suffit de montrer le deuxieme point. Par I'absurde, si [ ¢ p
et J Z palorsilexistea € Tetbe Jtelquea ¢ petb ¢ p. Alorsabe IJ Cp
donc a € p ou b € p contradiction. [ ]

Par récurrence, on étend ce résultat a n idéaux.

Proposition 1.4 Soit I € A et py,...,p, premiers. Si I C p; U...Up,
alors il existe k tel que I C py.

Démonstration. Casn =2 :Si I ¢ py et I ¢ po alors il existe z,y € I tel
que x ¢ p; donc x € py et y € py donc y € py.
Alorsx +y € I CpyUps. Mais o+ y ¢ py car ¢ & py et y € p; et idem
pour ps. Donc contradiction.
Si n > 2, posons J; = Uﬂj la réunion de n — 1 idéaux premiers. On
i
suppose que I ¢ p; pour tout .
Par récurrence, I ¢ J; on peut alors choisir a; € I tel que a; ¢ J; ie
a; € p;.
On regarde a :==ay...a,_ 1 +a, € I C Upl. Or a ¢ p; pour i < n car
i=1
aj...a,—1 € p; mais a, ¢ p; et a ¢ p, car a, € p, mais pas aj...da, 1.
Contradiction [ ]

Proposition 1.5 Soit A un anneau et I C A un idéal. On définit
VIi={ac€A3In>0,a"cl} DI

qui est un idéal.

Définition 1.4 On dit que I est radical ssi I = /1. Un idéal premier est
radical.

Définition 1.5 ,/(0) s’appelle le nilradical de A et on le note Nil(A).

THEOREME 1.2 Nil(A) est lintersecton des idéauz premiers de A.

COROLLAIRE 1.2 Si I C A est un idéal alors /I est égal d Uintersection
des idéaux premiers contenant I.

Définition 1.6 On appelle radical de Jacobson de A et on note R(A) l'in-
tersection des idéaux maximaux de A. Il contient Nil(A).

Proposition 1.6 R(A) = {a € A,Vb,1 —ab € A*}.

PIERRON Théo Page 2 Tous droits réservés



Chapitre 2

Anneaux noethériens

2.1 Reésultats généraux

Proposition 2.1 Soit A un anneau. Les trois conditions suivantes sont
équivalents

(i) Toute suite croissante d’idéaux est stationnaire
(ii) Toute famille non vide d’idéaux admet un élément maximal

(iii) Tous les idéaux de A sont de type fini

Démonstration.

(i) = (ii) Par I'absurde, on aurait une suite Iy C I; C ..., ce qui contredit
(i).

(ii) = (iii) Soit I C A idéal. {J C I, J de type fini} est non vide car il
contient (0) donc il admet un élément maximal I'. Si I’ # I alors il
existe z € I'\ I' donc I C I' + (z) C I, ce qui contredit la maximalité
de I'.

(iif) = (ii) Soit Iy C [1 C ... C I,. On pose I = | JI; (idéal de A). Il est

120

donc de type fini engendré par xzq, ..., ;. Mais il existe n > 0 tel que
r1,...,x € I, donc I = I, et I,, = I,, pour tout m > n. [
Exemple 2.1

e Un corps est noethérien.
e 7 est noethérien (car principal) : si

TLQZCTMZC...

alors n; | n;—y donc |ngl > ... > |ny| > .. ..
o k[Xi,...,X,] est noethérien.



CHAPITRE 2. ANNEAUX N(ETHERIENS

e k[X,,n > 1] n’est pas ncethérien.
Proposition 2.2 Si A est neethérien, A/ est neethérien pour tout I.

Démonstration. Soit J C A/I un idéal. A est ncethérien donc J est de type
fini et J aussi. |

Proposition 2.3 Si A est noethérien, tout idéal de A contient une puissance
de son radical.

Démonstration. /T est de type fini engendré par z, ..., z,. Pour tout i, il
existe n; tel que x}* € I.

,
Soit n = maxn,. Siz € VI, x = Zaixi et on a
i=1

= Y gtz el
11+ +ip=rn
puisqu’au moins un ¢; est supérieur a n. [ ]

Proposition 2.4 Tout idéal de A contient un produit fini d’idéaux premiers.

Démonstration. Soit ¥ = {I C A, I ne contient aucun produit fini d’idéaux
premiers}. Supposons ¥ # .

>) admet alors un élément maximal noté I. I n’est pas premier donc il
existe x1,zo ¢ I tel que x1x9 € I.

Or I C I+ (x;)=:1;donc [; ¢ 3. Ainsi, [; Dpy...p.et Io Dpl...pl.

On remarque que I11, C I puisque z125 € I donc py...p,py...p, C 1.
Contradiction. [ |

2.2 Théoréme de la base de Hilbert

Définition 2.1 Une A-algebre est un anneau B avec un morphisme d’an-
neaux A — B. On dit que B est de type fini ssi B est engendrée sur A par
un nombre fini d’éléments by, ..., b,.

Proposition 2.5 B est de type fini ssi B est le quotient de A[X7, ..., X,]
pour un certain 7.

THEOREME 2.1 DE LA BASE DE HILBERT Si A est neethérien alors l'anneau
de polynomes A[X1, ..., X,] est nethérien.

COROLLAIRE 2.1 Toute A-algébre de type finie est nethérien.

Démonstration. Par récurrence, on montre seulement que A[X] est noethé-
rien. Soit I un idéal de A[X].
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2.3. ENSEMBLES ALGEBRIQUES

Lemme 2.1.1
Soit [ un idéal de A[X]. Si k& > 0, on note Ly(I) I'ensemble des coefficients
dominants des polynémes de I de degré k auquel on adjoint 0.

C’est un idéal de A et Ly (1) C Lg1(I). De plus, si I’ C A[X] est un idéal
vérifiant I C I' et Ly(I) = Li(I") pour tout k alors [ = I".

Démonstration.
o Siag,aj, € Lp(I) et a € A, on a P et ) de coeflicients dominants ay, et
ay,.
Alors P + @ (resp. aP) est de degré k de coefficient dominant ay, + aj,
(resp. aay).

En considérant X P, on a clairement L, C Lj;.
T

e 11 suffit de montrer I’ C I. Soit g = » ;X" € I'. a, € L,(I') = L,(I)
=0
donc il existe f,. € I tel que a, soit le coefficient dominant de f,.
g — fr est de degré inférieur a r — 1 donc on réitere et on obtient

g=fo+...+ [ €1 ]

Soit In C I, C ... C I, C ... des idéaux de A[X].

Y = {L;(I;),i,j € N*} sont des idéaux dans A. Pour i fixé, L;(I;) est
croissante et idem pour 5 fixé.

Il suffit de montrer qu’il existe & > 0 tel que pour tout j > k, L;([;) =
L;(I;) pour tout i.

Comme A est ncethérien, il existe L,(/,) élément maximal de . Pour
chaque 0 < @ < p — 1, la suite croissante (L;(1;)); est stationnaire donc il
existe p; tel que pour tout j > p;, Li(1;) = L;(1,,).

Soit k = max{p;,7 € [0,p—1],Vp}. Ce k vérifie bien L;(I;) = L;(Ix) pour
tout 1. |

2.3 Ensembles algébriques

On fixe un corps k infini. On note A} = £".

Définition 2.2 Un ensemble algébrique de A} est un sous-ensemble de A}
de la forme

v(S):={(a,...,a,) € AL,Vf €S, flar,...,a,) =0Vf €S}
ot S C K[X1, ..., X.].

Remarque 2.1 Souvent, on va supposer k algébriquement clos.

Lemme 2.1.2
Soit S, 5" deux parties de k[Xq,..., X,].
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CHAPITRE 2. ANNEAUX N(ETHERIENS

(i) S+ v(S) est décroissante

¢
v((5))

(i) v(5) =

(iil) v(I) = v(V/1).
Démonstration.

(i) Clair

(ii) D est claire. Pour C, on prend (aq,...,a,) € v(S) tel que pour tout
f S S, f(al,...,an) =0.

Soit g € (S) qui s’écrit » g;f; ot f; € S et g; € k[X1,..., X,].
i=1

Il est alors clair que g(aq,...,a,) = 0.
(iii) D est aussi claire. Pour C, on prend (aq,...,a,) € v(I) tel que pour
tout f €I, f(ay,...,a,) =0.
Soit g € VI. Ona g* € I et ¢"(ay,...,a,) = (g(as,...,a,))* = 0 donc
glay,...,a,) =0donc (ay,...,a,) € v(vI). u
Proposition 2.6
(i) L’ensemble @ et A} sont des ensembles algébriques.
(ii) Une intersection quelconque d’ensembles algébriques est algébrique.

(iii) Une réunion finie d’ensembles algébriques est algébrique.

Démonstration.
() v({1}) = 2, v({0}) = A
(ii) Soit V; = v(S;). En écrivant, on obtient N;V; = v(U;S;).
(iii) Soit V =v(I) et V' = v(J) avec I, J deux idéaux.
On a v(l)Uv(J) C v(IJ) clairement. Soit (a1, ...,a,) € v(IJ).
On suppose que (ay, ..., a,) ¢ v(I) et (aq,...,a,) ¢ v(J). Il existe donc
feletgeJtel que f(a;) #0 et g(a;) # 0.
Alors (fg)(a;) # 0 mais fg € IJ. Contradiction. u

Remarque 2.2 Les ensembles algébriques sont les fermés d’une topologie ap-
pelée topologie de Zariski.

Remarque 2.3
v Uv(J) =v(IJ)=v(VIJ)=v(VINJ)=v(INJ)

COROLLAIRE 2.2 DU THEOREME DE LA BASE DE HILBERT Tout ensemble
algébrique est défini par un nombre fini de polynomes.
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2.4. IDEAL ASSOCIE A UN ENSEMBLE ALGEBRIQUE

2.4 1déal associé a un ensemble algébrique

Définition 2.3 Soit V' une partie de A}, on définit

Z(V)=Af €k[Xy,...,X,|,Ya1,...,a, €V, f(ay,...,a,) =0}

Lemme 2.1.3
C’est un idéal radical de k[ Xy, ..., X,].

Démonstration. Trivialement un idéal.
Si f* e Z(V), f¥(ai,...,a,) = 0 pour tout (ay,...,a,) € V donc f €
(V). u

Proposition 2.7 Soient V, V' C A}.
(i) Si V. V" alors Z(V') C Z(V).
(ii) Z(VuVv) =Z(V)nZ(V)
(iii) VI C k[X,,...,X,] idéal, I € Z(v(I))
(iv) Supposons V algébrique, on a V = v(I(V)).
Remarque 2.4 Pour une partie V de A}, V- C v(Z(V)) et c’est le plus petit

ensemble algébrique contenant V. On 'appelle cloture algébrique de V' pour
la topologie de Zariski.

Remarque 2.5 v induit une application entre les idéauz de k[Xy, ..., X,] et
les ensembles algébriques de A}. L’image de I est incluse dans l’ensemble
des idéaur radicaur. On va en fait montrer que /1 = Z(v(I)).

On a en fait une bijection entre les idéaur radicauzr de k[Xq,...,X,] et
les ensembles algébriques de A} .
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P1ERRON Théo Page 8 Tous droits réservés



Chapitre 3

Résultant et bases de Grobner

3.1 Résultant

Définition 3.1 Soit f = ZaiXi et g = ZbiXi. Le résultant est

i=0 i=0
an e ao 0 0. 0
0 a, o)
: an PR a’O 0
o --- 0 a, --- a
Res,,m(f,9) = by -+ bg O - 00
0 b, bo
: bm . bo 0

Cette matrice (de taille (n +m) X (n +m) est appelée matrice de Sylvester.
Ses lignes sont les coefficients de X™ 1 f, ..., f puis ceux de X" ¢g,...,g.

Remarque 3.1 Si on note Ay[X]| le A-module libre des polynomes de degré
inférieur a p qui est de rang p+ 1 sur A, on a une application A-linéaire

AR [X] x A [X] = A [X]
(U, V) — Uf+Vg

La matrice de Sylvester est en fait la matrice de S dans les bases canoniques
{(X%0),i <n}U{(0,X7),j <m} et {X"i<n+m}.
Lemme 3.0.4



CHAPITRE 3. RESULTANT ET BASES DE GROBNER

(i) Sia, = by, =0 alors Res,, ,»(f,g9) =0.

(ii) Si b, = 0 alors Res,, (f, 9) = an Respm—1(f, g).
(iii) Respm(f,9) = (=1)"" Resmn(g, f).
(iv) Resno(f,bo) = bj.

Proposition 3.1 Soit f, g deux polynémes de degré n et m. Alors il existe
U,V € A[X] tel que deg(U) < m, deg(V') < mn et Res,m(f,9) =Uf+Vyg.

COROLLAIRE 3.1 Res, n(f.g9) € AN(f,g).

n—+m ]
Démonstration. On remplace C,,,, par Z xrtmeic
i=0
La derniére colonne devient alors (X™ 1f ... f, X" 1g,...,g)7. Le dé-
terminant est donc bien de la forme Uf 4+ Vg. ]

THEOREME 3.1 Si A est un corps, Res,m(f,9) =0 ssi ap = by, =0 ou f
et g ont un facteur non trivial dans A[X].

Démonstration. S est une application linéaire entre deux espaces vectoriels
de dimension n + m.

Si S n’est pas injective, il existe (U, V) # 0 tel que Uf + Vg = 0. Si de
plus f et g sont premiers entre eux, on a f | Vet g | U. Alors deg(f) < n et
deg(g) < m donc a,, = b,, = 0.

Réciproquement, si a, = b,, = 0, le lemme précédent assure que le ré-
sultant de f et g est nul. Sinon, si f et g ne sont pas premiers entre eux, il
existe d € k[X] de degré strictement positif qui divise f et g.

On a alors Res,, . (f,9) € AN (d) = {0} puisque A est un corps. D’ou le
résultat. |

Proposition 3.2 Soit k& un corps, k sa cloture algébrique. Soit f, g deux
polynomes de A[X] ou A = k[Y].

F=> V)X et g=> g(Y)X'
=0 i=0
Alors y € k est racine de Res,(f,g) € k[Y] ssi fu(y) = gm(y) = 0 ou
f(X,y) et g(X,y) ont une racine commune dans k.

Soient f, g € k[X,Y]. On chercher (x,y) € k qui annulle f et g. Si on a
une telle solution, alors f(X,%) et g(X,y) ont une racine commune z € k.

Par la proposition, Res,, ., (f, ¢)(y) = 0. Pour trouver z,y, on peut donc :

e Calculer Res,, . (f,g) € k[Y]

e Résoudre Res,,.»(f,9) =0, ce qui donne les valeurs possibles de y.

e Déterminer les z associés.
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3.1. RESULTANT

Proposition 3.3 Soit A un corps, f, g1, g2 € A[X] de degrés inférieurs a n,
mq et my. Alors

Resn,ml—l—mz(fa 9192) = Resn,nn(fa gl) Resn,mg(fﬂ 92)

Définition 3.2 En passant & Res,,_1 1, +m, 00 ReSymy1my—1, O peut sup-
poser que deg(f) = n et deg g; = m;.

Considérons la A-algebre A[X]/(f) de dimension n sur A. Si g est de
degré m, soit

b, : AX|/f = AX)/f
7 X —  X'g mod f
qui est linéaire. Les lignes de la matrice de v, dans la base {X"1 ... 1}

seront les coefficients des r;, restes de X'g par f. (r;

donc mettre le résultant sous la forme

= X'ig—Uf;). On peut

ap Qo 0 0
0 a, Qo :
: ap ag 0
Res,m(f,9) =10 -+ 0 a, ag| = @y, det
0 --- 0
) . "
0 --- 0

Remarque 3.2 g4, = g, 0g,. On en déduit la multiplicativité du résultant
en sa deuzieme variable.

Proposition 3.4 Soit f,g € k[X]. On écrit dans k[X] :

Alors

Res,m(f, 9) —amb"H — B;) = (=1)™0b}, Hf B;) = an, Hg(al)
i=1

Remarque 3.3 En fait on peut écrire Res, .(f,g) = (=1)%"Res(g,r) ot r
est le reste de f divisé par g. On calcule donc un résultant avec ’algorithme
d’Euclide.
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CHAPITRE 3. RESULTANT ET BASES DE GROBNER

Définition 3.3 Discriminant Soit f = > ;X' € k[X], a, # 0 et [ =
i=0

anH — ;) dans k[X].

disc(f 2” 2 H

1<J
Proposition 3.5 On a

disc(f) = ﬁ Res,n1(f; f')

3.2 Base de Grobner

On définit un degré sur k[Xy,..., X,] par deg(X{' ... X)) =a; + ...+
Q.
On dit que X“ apparait dans f ssi le coefficient a,, # 0.

Définition 3.4 Une relation d’ordre > sur N” est dite monomiale ssi

(i) o > B implique a + v > [ 4 v pour tout v
(ii) L’ordre > est bon : toute partie non vide a un plus petit élément.

Exemple 3.1
e Sur N le seul ordre monomial est <
e Sur N”, on a l'ordre lexicographique : o >e (8 ssi le premier coefficient

non nul de o — 3 est positif.
n

On a aussi l'ordre lexicographique gradué : o >epex B ssi || : = ) «; >
grapiique g g

i=1
|5 ou (Ja = [B] et a Ziex f).
On peut lire les n-uplets a partir de la droite, on obtient ’ordre lexico-
graphique retourné et on peut alors construire 'ordre lexicographique
gradué retourné comme précédemment. On le note =greyiex-

Exemple 3.2 (3,2,1) Ziex (2,3,3) mais (3,2, 1) <gtex (2,3,3).
Définition 3.5 Soit f = ZCLQXQ € k[X,...,X,] et > un ordre monomial.

(i) On appelle multldegre de f par rapport & > et on note multideg(f) =
max{a, a, # 0}.
(ii) Le coefficient dominant de f : LC(f) = amultideg(f)-
(iii) Le monome dominant de f : LM(f) = Xmultides(f),
(iv) Le terme dominant de f : LT(f) = LC(f) LM(f).
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3.2. BASE DE GROBNER

Exemple 3.3 Pour f =4XY?Z +47% - 5X3 +7X?7? € k[X,Y, Z].
e L’ordre lexicographique donne f = —5X3+7X2Z24+4XY?Z +47% Le
multidegré est (3,0,0). LT(f) = —5X3, LC(f) = —5 et LM(f) = X3.
e L’ordre lexicographique gradué donne f = 7X%272 +4XY?Z — 5X3 +
472,
Remarque 3.4
e multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g).
e multideg(f + g) < max{multideg(f), multideg(g)} et on a l’égalité si

LT(f) +LT(g) # 0
o X apparait dans f + g implique que X* apparait dans f ou g.

THEOREME 3.2 Fizons un ordre monomial sur N" et un ordre sur la famille

(fla---afs)'
Alors f peut s’écrire sous la forme Zazfi + r avec a; € k[X1,...,X,]

i=1
et soit r = 0, soit r est combinaison linéaire de monomes dont aucun n’est

divisible par LT(f1),...,LT(fs).
De plus, si a;f; # 0, multideg(a; f;) < multideg(f).

Démonstration. On considere I'algorithme :

1. Trouver le premier indice i € [1, s] tel que LT(f;) | LT(f). Si un tel
n’existe pas, on met LT(f) dans le reste, on remplace f par f — LT(f)
et on recommence.

2. On met LLj?((JJ:)) dans a; et on recommence avec f — Eg((; )) fi-

A chaque étape, le multidegré de f diminue donc Palgorithme s’arréte en un
nombre fini d’étapes. ]

Exemple 3.4 Onprend f = X?Y +XY?2+Y2 fi=XY —let fb=Y2-1
en considérant 'ordre lexicographique et f; < f.
e X?2%Y est divisible par XY. On divise donc d’abord par f; et on obtient
XY?2+ X +Y2
e XY? est divisible par XY et Y2 mais comme f; < fo, on divise encore
par fi, on obtient X +Y? +Y.
e X n’est pas divisible par XY et Y2 donc on considére Y?2.
e Y2 est divisible par Y2 donc on divise par f, et il rteste X +Y + 1.
Finalement, f = (X +Y)fi + fo + (X +Y + 1).

Remarque 3.5 Le résultat dépend de [’ordre monomial et de ['ordre sur
(f1,---, fs). Par exemple en échangeant fs et fi, on trouve

f=(X+Dfia+XfLi+ 12X +1)
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CHAPITRE 3. RESULTANT ET BASES DE GROBNER

Remarque 3.6 S’il existe un ordre monémial et un ordre sur (fi,..., fn) tel
que f = aifi+0 alors f € (f1,..., fs).
i=1
Mais f € (f1,..., fs) nimplique pas que pour tout ordre, r = 0.

Définition 3.6 Un idéal I de k[X7,...,X,] est dit monomial s’il est en-
gendré par les mondmes, ie si [ = (X* a € A) ou A C N".

Proposition 3.6 Soit / un idéal monomial.
(i) X? eI ssiil existe a € A tel que X« | X8

(ii) f € I ssi tous les termes de f appartiennent a I.

Démonstration.
(i) XP eI ssi
XP=3"hX¥= > awX”
aEA o’ eN™

avec ay € k et X divisible par X pour un certain a@ € A. Donc
X8 eI ssi XP =X pour un certain o'

(ii) On écrit f = > awX @ Un terme de f est de la forme an X donc
o/ eNn
dans 1. |

COROLLAIRE 3.2 LEMME DE DICKSON Soit [ = (X* a € A) idéal mono-
mial. 1l existe o, ..., a5 € A tel que I = (X ... X%).

Démonstration. Par le théoreme de la base de Hilbert, I = (fi,..., fm)-
Soit S I'ensemble des monoémes appartenant a un f;. Alors pour tout i,
fi € (S) donc I C (S).
Par la proposition, chaque X € I donc I = (S). ]

Définition 3.7 Soit I un idéal. On pose LT(I) = {LT(f), f € I # 0}.

Définition 3.8 On dit qu’'une partie finie de {g1,..., ¢} de I est une base
de Grobner ssi

(LT(1)) = (LT(g1), - .-, LT(g¢))

Proposition 3.7
(i) I admet une base de Grobner

(ii) Une base de Grobner de I est un systeme de générateurs de I.

Démonstration.
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3.2. BASE DE GROBNER

(i) (LT(1)) est un idéal mondémial donc par Dickson, il s’écrit (LT(1)) =
(X, ..., X,
Par définition, chaque X% est le monéme dominant d’un polynéme
gi € 1. (g1,-..,q;) fournit une base de Grébner.

(ii) Soit f € I. Il faut montrer que f € (g1,...,q:). Par lalgorithme de

t
division, f = Zaigi + 7.
i=1
Sir # 0, aucun terme de r n’est divisible par LT (g;) donc r ¢ (LT(I)).
Mais r € I donc r € (LT([)). Contradiction. On a donc r = 0 et

fela, - q)- [
Proposition 3.8 Soit G = {¢1,..., g} une base de Grobner de I et f €

k[X1,...,X,]. Alors il existe un unique r € k[X;,..., X,] tel que f —r e [
et aucun terme de r n’appartient a (LT([)).

Démonstration. L’existence est assurée par l’algorithme de division. Pour
I'unicité, soit ry, ry qui marchent. Alors

r—re=(f—ry) —(f—m) €I

et aucun terme de r; — ry € (LT(])), ce qui est impossible, sauf si r; — ry =
0. |

COROLLAIRE 3.3 Soient G, 1, f comme dans la définition. f € I ssi le reste
est nul pour n’importe quel ordre sur G.

Définition 3.9
(i) Si X et X7 sont des monémes, on pose X? = XV XP (y =
max{a, 3;}).
(ii) Soient f,g € k[X1,...,X,]. Le S-polyndéme de f et g est

XV XV
D= ! )

g

ou X" = LM(f) v LM(g).
Remarque 3.7 S(gi,9;) = —5(g5,9:) et S(gi,9:) = 0.

t
Proposition 3.9 Soit une somme finie P = ZciX“igi avec ¢; € k, a; € N"
i=1
et g; € k[X1,..., X,] tel que

a; + multideg(g;) = 6
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CHAPITRE 3. RESULTANT ET BASES DE GROBNER

soit indépendant de ¢. Si multideg P < 4, alors il existe ¢; ; € k tel que
P =73 ci; X7 S(g, 95)
i<j
ott X% = LM(g;) V LM(g;). De plus, si X°~7%iS(g;, g;) # 0,
multideg(X° 775 (g;, g;)) < &

Démonstration. Notons 3; = multideg ¢;. On a § = o; + 3; donc X7 | X0,
Alors X7 | X° donc X° % est bien défini. Notons d; = LC(g;).

o XOéi onj
X3 S(g;, g5) = 7 9T 9 = Pi TP
i j

Par ailleurs,

t
P = Zcidipi = c1dy(pr — p2) + (crdy + cada) (P2 — p3)
i=1

t—1 t

oA (P — )Y _cidi + pe Y cid;

i=1 i=1

=Y cij(pi — ))

i<j

t
pthl-di = 0 car multideg(P) < ¢. [

i=1

THEOREME 3.3 CRITERE DE BUCHBERGER Soit I un idéal et un systéme
de générateurs G = {g1,...,q:} de I.

G est une base de Grobner de I ssi pour tout i < j, le reste de S(i,j) par
G est nul (pour un ordre quelconque).

Démonstration.
= Si G est Grobner alors le reste est nul car S(g;, ;) € I
< On va montrer que (LT(/)) = (LT(g1),...,LT(g)). On montre C, ie
pour tout f € I, LT(f) € (LT(g;))-
t

Soit f = Zhigi. On note m; = multideg(h;g;) et 6 = maxm;. On sup-
i=1

pose que I'écriture choisie est telle que § est minimal et multideg(f) < 4.

e Si multideg(f) = ¢ alors multideg f = m; donc LT(g;) | LT(f) donc

f € (LT(g;))-
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3.2. BASE DE GROBNER

e Si multideg(f) < d, on écrit

f=> LT(h)gi+ > (hi —LT(he))gi + D higs
m; =0

m¢:5 m¢<5

Les deux derniéres sommes ont un multidegré inférieur strictement
a d. On applique la proposition précédente a la premiere somme : on
écrit LT (h;) = ¢; X% et on a

x 0

Y LT(hi)gi=>.  Slgi9))
m;=0

i<j
t
Par hypothese, S(g;, 9;) = Zai7]~7lgl avec
=1
multideg(a; ;;0:) < multideg(S(g;, 9;))

donc .
Yo LT(hi)gi= D> Y cijaiuX Mg
m;=0 mi:mj:67i<jl:1

et multideg(a; ;; X° 7 g;) < multideg(X°~%5(g;, g;)) < §. Donc f
a une autre écriture avec ¢’ < 0, contradiction avec d minimal. [ ]

Lemme 3.3.1

t
Si LT(g;) A LT(g;) = 1 alors S(gi,9;) = Zai7]~7lgl avec multideg(a; ;19:1) <
i—1

multideg(S(gi, g;)). On note S(g;, g;) —a 0.

Démonstration. On écrit g; = ¢;LM(g;) + p; et g; = ¢; LM(g;) + p; avec
multideg(p;) < multideg(g;) et multideg(p,;) < multideg(g;).

LM(g:) LM(g) LM(g:) LM(g)
S(9i,95) = 2= (¢; LM(g;) + pi) — = (¢; LM(g;) + p;
1 o1
= — LM(g;)i — — LM(g:)p;
C; &
_ P D
]CiCj ZCZ‘Cj

Il faut montrer que
multideg(S(g;, g;)) = max(multideg(LM(g;)p;), multideg(LM(g;)p;))

On a déja >.
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Si on avait multideg(g;)p; = multideg(LM(g;)p;) donc LM(g;) | LM(g;)p;-
Par hypothese, LM(g;) | pi, ce qui est impossible a cause du degré.
On a donc égalité dans la formule

multideg(f + ¢) < max(multideg f, multideg g) [

Soit I = (f1,...,fs) Ck[Xy,...,X,] et on fixe un ordre monomial.

1. On pose initialement G = {f1, ..., fs}. Pour toute paire (i, j) avec iwj,
on calcule le reste de S(f;, f;) par G et on ajoute & G les restes non
nuls.

2. On répete I'étape précédente jusqu’a ce que tous les restes soient nuls.

Exemple 3.5 [ = (yz+y,2°+y,2% C k[z,y,2]. On a
S(fis fo) = 2% (yz +y) —yz(a® +y) = 2’y — y*2

S(fi, fa) = 2 (yz +y) —y2' =y’
S(fa, f3) = 2*(a* +y) — 2’2" =y
Le reste de la division de y2? par G est y donc on remplace G par { f1, f2, f3, f4 :=

yt-
S(f1, f1) =y, S(fa, f1) = y? et S(f3, f1) = 0 donc tous les restes sont nuls
et {f1, fa, f3, f1} est une base de Grobner.

Remarque 3.8 A Uétape 1, il suffit de calculer les restes pour (fi, [;) avec
S(fi, [5) #c 0 (ie LM(gi) A LM(g;) # 1).

Proposition 3.10 L’algorithme termine.

Démonstration. Soit G, 'ensemble obtenu apres n itérations. Soit r € G, 41
un reste non nul ajouté. Alors LT (r) n’est pas divisible par LT (g) avec g € G,
donc LT(r) ¢ (LT(G,)).
On a donc une suite strictement croissante d’idéaux monomiaux donnée
par les (LT(G;)) € (LT(Gis1))-
Par ncethérianité, cette suite est stationnaire donc l'algorithme s’arréte.
]

3.3 Base de Grobner réduite

Définition 3.10 Une base de Grobner G de [ est dite réduite si
1. LC(g) = 1 pour tout g € G

2. Pour tout g de GG, aucun mondéme de g n’est divisible par LT(¢’) avec
979
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Remarque 3.9 Une base de Grobner est dite minimale si elle satisfait (1) et
que pour tout g € G, LT(g) n'est pas divisible par LT(g') pour tout ¢’ # g.

THEOREME 3.4 Tout idéal admet une unique base de Grobner réduite.

Démonstration.

3 Soit G une base de Grobner. On remplace g par
(1).
En supprimant les g € G tel que LT(g) est divisible par LT(¢’), on ne
change pas (LT(G)) et on obtient une base minimale.
Supposant GG minimale, pour tout g; € GG, on remplace g; par r; le reste
de la division de g; par G\ {g;}. Alors LT(g;) = LT(r;) car la base est
minimale donc {r;} est une base de Grobner réduite.

I Soit G, G’ deux bases réduites (ie (LT(G)) = (LT(G"))).
Soit g € G, LT(g) € (LT(G")) donc il existe ¢g" € G’ tel que LT(g’) |
LT(g). On a LT(¢") € (LT(G)) donc il existe h € G tel que LT(h) |
LT(¢") | LT(g). Comme g est réduite g = h.
Montrons que g = ¢’. Par (2), aucun terme de g ni de ¢’ n’est divisible
par LT(G \ {g}) de méme pour g — ¢'.
De plus, aucun terme de g — ¢’ n’est pas divisible par LT(g) et on a
multideg(g — ¢’) < multideg(g) donc g — ¢’ = 0. ]

g e
—J r satisfair
TG POU satistaire

3.4 Application

3.4.1 Elimination

THEOREME 3.5 Soit G une base de Grobner de I pour ’'ordre décroissant
X; > ... > X,. Alors GNEk[X,,1,...,X,] est une base de Grobner pour
INE[X g, ..., X0

En particulier I Vk[X, 41, ..., X, = (GOE[X,41,. .., X0]).

Exemple 3.6 I = (% +y, 2%, y) donc Inkly, 2] = (fa, fo) et INK[z] = ().

Remarque 3.10 Pour calculer I N Ek[X], il faut calculer une base de Grobner
de I pour l'ordre z >y >z ouy > z > x.

Démonstration. On pose
G, =GNk[X,1,..., Xp et L =TNk[X,11,...,X,]

Si LT(g) | LT(f) alors g € k[X41,....X,] et f € k[X,q11,...,X,] car
multideg(f) = (0,...,0, 11, ..., @) donc de méme pour multideg(g).
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Soit f € I, C I et G une base de Grobner de I. Le reste de f par G est
t

nul donc f = Zaigl- et alors seuls les g; € G, sont tels que a; # 0, ie
i=1

f=> ag e (G,)

g1€Gr

donc G, est un systeme de générateurs de I,.
Par Buchberger, il suffit de vérifier le reste de S(g;, ;) par G, est nul
mais le reste de S(g;, g;) par G est nul donc pareil pour G,. |

3.4.2 Théoréme d’extension

THEOREME 3.6 D’EXTENSION Soit [ = (fi,..., fs). On écrit
fi=0i(Xg, ..., X0) XD 4+ h

h est une somme de termes de degrés < N; en X;.
Supposons (a,...,a,) € v(Iy). Si (az,...,an) & v(gi,...,9s) alors il
existe ay € k tel que (ay,...,a,) € v(I).

Démonstration. Considérons le morphisme

f — f(Xl,ag,...,an)

I,,(I) est un idéal de k[X;] principal donc il s’écrit (u(X7)).

Si deg(u(X1)) > 0 ou u(X;) = 0 alors il admet une racine a; € k et on a
bien (ay,...,a,) € v(I).

Sinon, u(X;) = ug € k*. On va montrer qu’on aune contradiction. I
existe f € I tel que f(Xy,aq,...,a,) = up.

Par hypothese (as,...,a,) ¢ v(g1,...,9s) donc il existe g; qui n’annule
pas (ag,...,a,).

On a P := Resx, (fi, f) € I donc P(as,...,a,) =0 mais en (ag,...,a,)
le résultant vaut g;(ag, . . ., a,) X1 Tu)" # 0 (quand on écrit le déterminant).
Contradiction. ]

3.5 Théorémes des zéros de Hilbert

THEOREME 3.7 DES ZEROS DE HILBERT Si k est algébriquement clos, soit
I CKk[Xy,...,X,] tel que V(I) =@ alors I = k[X,..., X,].
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Lemme 3.7.1
Soit f un polynéme non nul dans un corps k£ de cardinal infini. Il existe

(ug,...,u,) € k™ tel que f(uy,...,u,) #0.

Démonstration. Par récurrence sur n. Si n = 1, on sait que f a au plus
deg(f) zéros.

Sin > 1, on écrit f = fu(Xo,...,X,)X] + P ou P n’a que des de-
grés inférieurs a N en x;. L’hypothese de récurrence assure qu’il existe

(as,...,a,) € k"' qui n’annule pas f,. Le polynome f(Xi,as,...,a,) est
alors non nul.

Il existe donc a; tel que f(aq,...,a,) # 0. [ |
Lemme 3.7.2
Soit k un corps infini, f € k[Xj,...,X,] de degré total N. Il existe une
famille (us, ..., u,) € k"! tel que le polynome

f(Xl, Ce 7Xn) = f(Xl,XQ + U,2X17 . 7Xn + unXl)

soit de la forme ¢X{¥ + P ot P n’a que des termes de degrés < N en X et

c#0

Démonstration du théoréme. Par récurrence sur n. Si n = 1 c¢’est bon. Sup-
posons la propriété vraie pour n — 1.

Soit I = (f1,...,fs). Il est loisible de supposer par symétrie que f; ¢
k[Xs, ..., X,] (sinon c’est bon par I'hypothese de récurrence).

Par le lemme, il existe (up, ..., u,) € k" ! tel que f; = cXVN + P avec
degy,(P) < N et c#0.

On sait que V(I) # @ ssi V(I) # @ et I = k[Xy,...,X,] ssi I =
KX, X,

Posons I; = I N k[Xs, ..., X,]. Par le théoreme d’extension, si V(f) =g
alors V(I;) = @. L’hypothése de récurrence assure que I; = k[Xa, ..., X,
donc 1 6171 donc 1€ 1.

Ainsi, | = k[ X1, ..., Xy, ce qui prouve le théoréme. ]

THEOREME 3.8 Si k est algébriquement clos, et I C k[Xy,...,X,]. Alors
V(1) = V1.
Lemme 3.8.1

Soit k un corps quelconque et I = (fy,..., fs).
Alors feVIssileJ:=(fi,....f,1=Yf) CklXy,...,X,,Y]

Démonstration.
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= Si f € VI, il existe m > 0 tel que f™ eI C J.
Donc Y™ f™ e J. Or

L= Y™ (1=Y™ ™) = Y™ " (1= Y )1+ Y f ...+ Y™ L)

Donc 1 € J. .
< Sile J, alors 1 = szfz +q(1 = Yf) ou p; et g appartiennent a
i=1
k[ X1,..., X, Y]
En évaluant en Y = %, on a
5 1
1= ZPi(Xl, ooy X, ?)fz
i=1

Si on multiplie par f™ avec m assez grand, on aurait
S
fr=>pifiel
i=1

avec p, € k[ Xy, ..., X,]. u

Démonstration du théoréme 3.8. 1l reste & montrer que Z(V(I)) C v/1. No-
tons I = (f1,..., fs) et f € Z(V(I)).

On considere J = (f1, ..., fs, 1 =Y f).

Alors V(J) = @ car si (z1,...,25,y) € V(J), (21,...,2,) € V(I) donc
flxy,...,zn) =0et (1 =Y f)(z1,...,20,y) =1—yx0=1#0.

On a donc 1 € J et par le lemme f € /1. ]
THEOREME 3.9 Si k est algébriquement clos et m C k[Xy, ..., X,] mazi-
mal. 1l existe (aq,...,a,) € k™ tel que

m=(X;—ay,..., X, —ay)

Démonstration. m est maximal donc propre. On a donc V(m) # @, il
contient alors (aq,...,a,).

m C Z(V(m)) C Z({(a1,---,an)}) = (X1 = as,..., Xy — an)
Or m et (Xy —ay,...,X, — a,) sont maximaux donc il y a égalité. [ |

THEOREME 3.10 Soit k algébriquement clos et I C k[X, ..., X,] un idéal,
L= I1OK[Xa, ... X,

V(1) est le plus petit ensemble algébrique de k"~ contenant 71 (V (I)) o
m est la projection (xq,...,2T,) — (9, ..., xy,).
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Démonstration. Si W est un ensemble quelconque de k", sa cloture pour la
topologie de Zariski V (I(W)).

Il suffit de montrer que V(I;) = V(Z(n(V))) sachant que D est évidente
par I'élimination. L’autre inclusion est équivalente a Z(my(V)) C /1.

Soit f € Z(m(V)). f s’annule sur m; (V') donc si on voit f € k[Xy,..., X,],
f s’annule sur V, cest a dire que f € Z(V) = V1. [

THEOREME 3.11 Si k est algébriquement clos, on définit la projection m :
(1, yxn) = (T, mp) et I = TNE[X 41, ..., X,]. Alors V(1)) est la
cloture de m(V(I)).

Supposons que V' C k™ est défini par les parametres {(z1,...,x,),x; =
filty, ... ta)}
THEOREME 3.12  Soit [ = (X; — fi(t1,...,tn),i € [1,n]). Alors V(Iui1)
est la cloture de 7, (V(I)).

Remarque 3.11 En général, ce n’est pas facile de déterminer siV (I,11) = V.

THEOREME 3.13 Si k est algébriquement clos, soit V' [’ensemble

fi(th . ,tm)
t

(T1,...,2,) EE" x; = ,
{ gi(tlu ceey m)

(ti,. .. tm) € km\V(gl,---,gn)}

Soit J = {1 X1—f1,-- -, 9nXn — fn, 1 —gY) avec g =g1 ..., g, €t Jpi1 =
JOKXe, ..., X,
Alors v(I1) = V.

Exemple 3.7 Soit V = {z; = %Q,xg = %,ZL‘g = u} défini sur k% \ {(0,0)}.
Posons I = (vX] —u? uXo—v? u—X3). INkK[X1, Xy, X3] = (X3(X? X, —
X3) #V.
SiJ = (vX;—u?uXo—v* u—X3, 1-Yuv), JNk[X1, Xo, X3] = (X3 X5 —
X3 =V.
Définition 3.11 V - W =V NnWe

Proposition 3.11 Si k est algébriquement clos, soit I,J C k[Xy,..., X,)]
deux idéaux avec I radical.

Alors v(I - J) =v(I) —v(J).

Démonstration. I est radical donc (I : J) est radical. Ainsi Z(v(I : J)) =
(I:J).
La proposition est alors équivalente a (I : J) = Z(v(I) — v(J)).
C Soit fe(I:J)etaecv()—uv(J).
Il existe g € J tel que g(a) # 0, fg € I donc (fg)(a) =0 et g(a) #0
donc f(a) =0et f € Z(v(I) — v(J)).
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D Soit f € Z(v(I) —v(J)). On a f(a) = 0 pour tout a € v(I) — v(J).
Sig e J, gla) = 0 pour tout a € v(J) donc (fg)(a) = 0 pour tout
a € v(J). On a aussi (fg)(a) =0 pour tout a € v(I) — v(J).

Ainsi, f(a) =0sia € v(I) donc par Hilbert, (fg) € Z(v(I1)) =1 =1
donc f e (I:J). u

Exemple 3.8
o [=(X?,J=(X).v(I)—v(J) =0 et (I:J)=(X). L’hypothese de
radicalité est donc nécessaire.
o [ =(XZYZ)et J=(Z). v(I)={2=0}U{z =y =0} et v(J) =
{z = 0}.
Onav(l)—v(J)={r=y=0} =v({(X,Y)).
COROLLAIRE 3.4 Soit k algébriquement clos, V,W C k" deux ensembles
algébriques.
ZV-W)=(Z(V) : Z(W))
Proposition 3.12 Soit V C k™ et W C k™ deux ensembles algébriques
d’'idéaux I C k[Xy,..., X,] et J Ck[Y1,...,Y,].
Alors V- x W C k™™ est un ensemble algébrique défini par ((I), (J)) C
k[ X1,..., X0, Y1,..., Y,

Démonstration.
(a,0) e VxW ssi a€v(l),bev(])
ssi Vfel,geJ f(a)=g(b)=0
ssi Vfe(l),ge (J)f(a,b) =g(a,b) =0
ssi (a,b) € v({(1),(]))) m
Remarque 3.12  La topologie de Zariski sur k™™™ est plus fine que le produit
des topologies sur k™ x k™.

Définition 3.12 Soit V' un ensemble algébrique non vide de £". On dit
que V est irréductible ssi pour tout Vi, V5 algébriques vérifiant V, UV, =V,
V=ViouV =1V,

Cette condition est équivalente & V C ViU Vo =V Cc Vi ouV C V.
Lemme 3.13.1
V' est irréductible ssi Z(V') est premier dans k[X7, ..., X,].

Démonstration.
= Si V est irréductible, soit fg € Z(V).
Pour tout a € V, (fg)(a) = 0 donc a € v(f) ou a € v(g). Ainsi,
V < u(f) Unlg).
Comme V est irréductible, V' C v(f) ou V C v(g) donc f € Z(V) ou
geZ(V).
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< Si Z(V) est premier, soit Vi, V5 tels que V = Vi U Vs,
Z(V) = Z(Vi) N Z(Va) D Z(V1)Z(Va) donc il existe i € {1,2} tel que
Z(V;) C Z(V). L’autre inclusion est vraie puisque Z(V') = Z(V;1)NZ(V3).
Ainsi, V =V,. ]

THEOREME 3.14  Tout ensemble algébrique s’écrit de maniére unique sous
la forme Vi U ... UV, avec V; irréductibles fermés et V; ¢ V; sii # j.

On va démontrer I’énoncé correspondant dans les idéaux premiers :

THEOREME 3.15  Tout idéal propre radical de k[ Xy, ..., X,] s’écrit de ma-
niére unique comme p1 N ... NP, avec p; premiers et p; ¢ p; sii # j. (C'est
méme vrai si on prend A neethérien d la place de k).

Démonstration.
e Pour A quelconque et I idéal propre, il existe des idéaux premiers
minimaux contenant [ (via Zorn cf. TD).
e Si A est neethérien, I n’admet qu'une nombre fini d’idéaux premiers
minimaux (cf. TD).

oOnsaitqueI:\/T: ﬂ p.

p premier minimal, ICp

e Pour avoir 'unicité, il suffit de montrer que les p; sont minimaux. C’est
le cas car si I C p C p; est premier, p contient I'intersection des p; donc
il contient un p;. On a donc p; C p; donc par hypothese p; =p; =p. m

Proposition 3.13 Si k est infini, k" est irréductible.

Démonstration. 1l suffit de montrer que (k") = (0) est premier. Si f s’annule
en tout point de k™ et k infini alors f = 0. [ |

COROLLAIRE 3.5 Si k est infini, si

V={(x1,...,xn),z; = fi(t1,.. ., tm), t; € k}

alors V est irréductible.

Démonstration. Soit F' : (t1,...,tm) = (fits, s tm)s oy fults, .o tm))-

1l suffit de montrer que Z(V) = Z(V) est premier. Smt gh e Z(V).

On a (gh)(xy,...,z,) = 0 donc (gh)(F(t1,...,tm)) = 0 donc comme k
est infini, (gh)oF—OdoanoF OouhoF =0.

Ainsi, g € Z(V) ou h € Z(V). u

Remarque 3.18 Si F : X — Y est continu et X1 C X irréductible alors
f(Xy) est irréductible.
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CHAPITRE 3. RESULTANT ET BASES DE GROBNER

Proposition 3.14 Si V C k" et W C k™ sont irréductibles alors V x W C
E™*™ est aussi irréductible.

Démonstration. Supposons V x W = X7 U X avec V x W # Xo.

Pour tout x € V, {z} x W est homéomorphe a W donc comme W est
irréductible, {z} x W C X; ou {z} x W C Xo.

Posons V; = {z € V. {z} x W C X;}. Alors V = V; U V5 et par hypothese,
V x W # X5 done V # Vs,

Si Vi et V5 sont fermés, comme V' est irréductible, on a V' = V;. Ainsi,
VxW= Xl.

OnalV, = ﬂ V, avec V, = {x € V,(z,y) € Xi} qui est fermé car

yeW
homéomorphe a V,, x {y} = X; N (V x {y}). Ainsi, V; est fermé (et V; aussi

par symétrie. m

Remarque 3.14 Résumé Les applications v et L définissent une bijection entre
les idéauz radicaux de k[Xy, ..., X,] et les ensembles algébriques de k™. En
particulier, on a une correspondance entre

Idéaux premiers | Ensembles irréductibles
ldéauzr mazimaux Points
IlmIQ V(Il)Ul/(IQ)
\/Il+IQ V(Il)ml/(jg)
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Chapitre 4

Dimension

4.1 Localisation

Définition 4.1 Un anneau A est dit local ssi il admet un unique idéal
maximal.

Exemple 4.1
e Les corps sont locaux.
o k[X] est local mais pas k[X]
o k[X]/(X™) est local.

Lemme 4.0.1
A est local ssi I'ensemble des non inversibles de A est un idéal (I'unique idéal
maximal).

Démonstration.

= Si A est local, notons m son idéal maximal. Comme x n’est pas inver-
sible il est contenu dans un idéal maximal donc dans m.
L’inclusion réciproque est claire puisque si m contient un inversible,
m = A.

< Posons m l'idéal des éléments non inversibles.
Tout idéal propre est inclus dans m donc m est 'unique idéal maximal.

[ |

Définition 4.2 Soit S une partie de A. On dit que S est multiplicative ssi
S est stable par x et 1 € S.

Si S est multiplicative, on considére la relation sur A x S donnée par
(a,s) ~ (a',s") ssiil existe r € S tel que r(as’ —da's) = 0.
Lemme 4.0.2
~ est une relation d’équivalence.
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CHAPITRE 4. DIMENSION

Démonstration. La réflexivité et la symétrie sont claires. Si (a, s) ~ (a’,s") ~

(a",s"), on ar,r €8 tel que r(as’ —a's) =0 =1r'(a’s" —a"s"). Une petite

astuce donne
SI(CLSI/ _ a”S) — S/I(CLSI _ a/S) _"_ S(a/s/l _ a//S/>
donc r1's'(as" — a"s) = 0. n

Définition 4.3 On note A[S™!] ou S7!A le quotient Ax S/ ~ et on appelle
localisé (ou localisation) de A par rapport a S. On note ¢ la classe de (a, s).

Définition 4.4 On munit S™'A d’une structure d’anneau via

a b at+bs a b ab
et Z

- st S E

qui sont bien définies.

Remarque 4.1 Pour tout s € S, % € A[S™!] donc % x% =1 donc les éléments
de S deviennent inversibles dans le localisé.
: -1 _ 1_0
Si0e S, A[S™! = {0} car { = 1.
Définition 4.5 On note ig le morphisme a — {.

Proposition 4.1 Ker(is) = {a € A,3s € S,as = 0}. En particulier, ig est
injectif ssi S ne contient pas de diviseur de 0 de A.

a 0

Démonstration. ig(a) =0 ssi ¢ = 7 ssi il existe s € S tel que as = 0. n

4.2 Idéaux

Définition 4.6 On note I¢ = (ig(I)) et J¢ =ig'(J).

Lemme 4.0.3
I°={%acl secS}

Démonstration.

Ie

" a0 b
{Z&—Z,ai el b,eAs; € S}
i:l]‘si

1 n
Zaiti,ai el GA,SZ‘ €S
81...87”-:1

{E,CLEI,SES} u
s

COROLLAIRE 4.1
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4.2. IDEAUX

(i) I°=A[ST ssi INS =0
(ii)) (LNL)=I{NIS
(i) (L1 + L) =1+ IS
(iv) (Iily)* = I{13
Proposition 4.2
(i) Soit J un idéal de A[S™!]. (J¢)° = J.
(ii) Soit I un idéal de A, (I°)°= |J(I :s) ={a € A,3s € S,sa € I}.

s€S
Démonstration.
(i) (J°)° C J c'est bon.
Soit ¢ € J. & = ‘;S donc a € J¢ donc ¢ € (J¢)°.
(ii) Soit a € (I¢)¢ ie § € I°. Par le lemme, il existe b € I et s € S tel que
£=t
Il existe donc r € S tel que ras =rb € I donca € (I:rs) C |J(I:s).

seS

Soit s € Seta€ (I:s). as €l donc § =% € I°doncac (I°)°. u

THEOREME 4.1 Les applications p — p° et q — q° définissent deuz bijec-
tions réciproques entre les idéaux premiers de A qui n’intersectent pas S et
les idéauz premiers de A[S™].

Démonstration. 1l faut vérifier que si p est premier et p NS = & alors p® est
premier. Soit %%’ € p°.
IlexistecepetrEStelqueZ—i’zf.
Il existe donc 1’ € S tel que r/(abr) = r'(stc) € p. Orr,r’ € Set SNp = &
donc 7,7’ ¢ p.

Alors ab € p donc a € pou b € p donc ¢ € p° ou 7 Ep [ ]

COROLLAIRE 4.2 SiS = A\p (qui est multiplicative car sir,s ¢ p, rs ¢ p).

Notons A, = A[S™Y]. A, est un anneau local dont 'unique idéal mazimal
est p¢. On a de plus une bijection entre les idéaux premiers p' de A inclus
dans p et les idéaux premiers de A, qui conserve les inclusions.

Exemple 4.2
(i) Si A est integre, p = (0). A, = Ay = Frac(A).

(ii) Soit s € A, S = {1,s,...,s", ...} multiplicative. A[S™!] = 0 ssi s est
nilpotent. Les idéaux premiers de A[S™!] sont les idéaux premiers de A
qui ne contiennent pas s.
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CHAPITRE 4. DIMENSION

THEOREME 4.2 Pour tout anneau B et tout morphisme ¢ : A — B tel que
¢(S) C B*, il existe un unique 1 tel que 1 oig = ¢.

Démonstration. Définir ¢(2) = ¢(a)é(s)™ € B. u

4.3 Lemme de Nakayama

Définition 4.7 Si [ est un idéal de A et M un A-module, alors IM est
I’ensemble des sommes finies de a;m; avec a; € I et m; € M.

Si de plus, M est de type fini engendré par x4, ..., x,, [M est 'ensemble
des  “a;x;, a; € I.

i=1
Définition 4.8 Soit ¢ : A — B. On dit que B est fini sur A ssi B est de
type fini en tant que A-module.

Si C est fini sur B et B fini sur A alors C est fini sur A.

Lemme 4.2.1
Soit M un A-module de type fini et I un idéal propre de A. Si IM = M
alors il existe z € I tel que (1 —2)M = 0.

Démonstration. Si M est engendré par (xy,...,x,) et IM = M, x; € IM

donc z; = Zam:pj donc (z1,...,z,) annule H := (a; ;)i ;-
j=1
En multipliant a gauche par la comatrice de H, on trouve

det(H)(zq,...,2,) =0

Or det(H H —a;;))+r=1—zavecr,ze I Alors (1 —2)z; =0

pour tout ¢ donc (1 — z)M = 0. n

COROLLAIRE 4.3 LEMME DE NAKAYAMA Soit M un A-module de type fini.
Soit I un idéal inclus dans le radical de Jacobson de A. St IM = M alors
M = {0}.

Démonstration. Pour tout z € I, 1 — z est inversible et par le lemme (1 —
2)M =0 donc M = 0. u

COROLLAIRE 4.4 Si A est local, I C A est propre, M est un A-module de
type fini et IM = M alors M = 0.

Démonstration. Si A est local et m est 'unique idéal maximal, le radical de
Jacobson est m donc par Nakayama, M = 0. ]
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4.4. EXTENSION ENTIERE

4.4 Extension entiere

Définition 4.9 b € B est dit entier sur A C B ssi il est racine d’'un poly-
noéme unitaire de A[X].
On dit que B est entier sur A ssi tous les éléments de B sont entiers sur

A.

Remarque 4.2 On peut définir la notion pour ¢ : A — B en disant que b est
entier sur A ssi b est entier sur ¢(A).

Proposition 4.3 Soit A C B et b € B. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) b est entier sur A
(ii) A[b] est fini sur A

(iii) il existe une sous-A-algebre R de B tel que A[b] C R C B et R fini sur
A.

Démonstration.

(i) = (ii) Il existe P € A[X] unitaire tel que P(b) = 0. Alors A[b] est
engendrée par {1,b,...,bde)~11,

(ii) = (iii) clair (R = A[b])

(iii) = (i) R est fini sur A engendré par zy,...,z, € R.
b € R donc bxr; € R. Ainsi, bx; = Zamxj donc (z1,...,x,) annule

—1

H:=bld —(ai7]~),~7j. ’
Alors det(H)(x1,...,2,) = 0 mais R est engendré par {zi,...,z,}
donc det(H)R =0et 1 € R donc det(H) = 0.
Or det(H) est un polynéme en b donc b est entier sur A. |

COROLLAIRE 4.5 Soient by, ..., b, entiers sur A. L’algébre Alb, ..., by| est
un A-module de type fini. En particulier, Alby, ..., b,] est entiére sur A.

Démonstration. A — A[by] < ... < Alby,...,b,] qui sont tous finis donc
Alby, ..., by] fini sur A.

On applique (iii). Pour tout b € Afby, ..., b,], on pose R = Alby, ..., b,]
et on a donc que b est entier. [ ]

COROLLAIRE 4.6 Soit A C B. L’ensemble des éléments de B entiers sur A
est un sous-anneau de B.

Définition 4.10 On appelle cloture intégrale de A dans B ’ensemble des
éléments de B entiers sur A. Si A est integre, soit K son corps de fractions,
la fermeture intégale de A dans K est appelée la cloture intégrale de A.
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CHAPITRE 4. DIMENSION

Proposition 4.4 Soit A C B entier.
(i) Soit g premier de B et p = ¢° premier de A. Alors A/p C B/q est entier.
(ii) Soit S C A une partie multiplicative alors S™'A C S™!B est entier.

Démonstration.
(i) 11 suffit de passer les équations polynomiales au quotient.

(ii) Soit g € S71B alors en divisant par s” I’équation polynomiale en b, on

obtient une équation polynomiale en S A coefficients dans S7!A. ]
Proposition 4.5 Soit A C B anneaux integres avec B entier sur A. Alors
A est un corps ssi B est un corps.

Démonstration.
= Soit b € B non nul. On prend une équation polynomiale de degré
minimal en b.
V' +a, 0" 4+ 4+ ap=0

ap # 0 sinon n ne serait pas minimal (factoriser par b). Comme A est
un corps, ag est inversible et on a alors

b0t + @, b4 ) = —ag

Donc b est inversible d’inverse —a(}l(b"’l +ap "4+ ay).
< Soit @ € A non nul. a est inversible dans B donc il existe b € B tel
que ab = 1. On multiplie une équation polynémale de degré n pour b

par a1, ce qui donne

b+an1+aan1+...+a" tag=0
donc b € A et a est inversible dans A. n

COROLLAIRE 4.7 Soit A C B entiére, ¢ € Spec(B), p = ¢° € Spec(A).
Alors p est mazimal ssi q [’est.

Démonstration. A/p C B/q est entiére et ce sont deux anneaux intégres donc
A/p est un corps ssi B/q l'est, ce qui assure le résultat. [ ]

COROLLAIRE 4.8 Soit A C B entiere, q1 S g2 € Spec B. Alors ¢f C ¢5.

Démonstration. Si p = ¢ = ¢5, soit S = A\ p multiplicative. A, est local et
S~1B est entier sur A,.

@ (S™'B) N A, = pA, est maximal donc ¢;(S™!'B) est maximal, ce qui
contredit ¢, (S™'B) C ¢(S™'B). n
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4.4. EXTENSION ENTIERE

Définition 4.11 Si:: A — B, on note ¢* : ¢ — ¢° pour q € Spec(DB).

Proposition 4.6 Si:: A — B est entiere, .* est surjective.

Démonstration. Soit S = A\ p. A, C S™'B est entiere. Soit m C S™'B un
idéal maximal.

m¢ = mnNA, = pA,. Il suffit de prendre ¢ = mNB. Ona¢gnNA =
(mNA,)NA=pA,NA=p. m

Exemple 4.3 A = k[X,Y], B=k[X,Y,Z]/(XZ —Y?). A C B n’est pas
entiere car Spec(B) — Spec(A) n’est pas surjectif.

En effet, si ¢¢ = (X,Y — 1), ¢ contient X, Y — 1, XZ — Y? donc contient
Y?=Zfi — fset Y? =1 = (Y +1)f, donc 1. Alors ¢ n’est pas premier.

Si A=k[X,Z], A C B est entiére car Y est entier sur A.
THEOREME 4.3 GOING UP Soit 1 : A C B entiére. Soit p; C po deuz idéaux
premiers de A.

Soit q1 tel que 1*(q1) = p1. Il existe qo € Spec(B) tel que 1 C ¢ et
t*(g2) = pa.

Démonstration. A/p; C B/q est entiére et po/p; est premier dans A/p; donc
par surjectivité de ¢*, on a ¢3/q; € Spec(B/q1) image réciproque de ps/p.
Ainsi, go € Spec(B) et t*(g2) = pa. u

Définition 4.12 Dimension de Krull On appelle dimension de Krull de A
notée dim(A) I'entier

sup{n,Ipy ... C p, premiers}
Si p € Spec(A), on définit la hauteur de p par
ht(p) =sup{n,3po C ... T p, =p} =dim 4,

Exemple 4.4
e La dimension d’un corps est nulle.
e dim(k[X]) = 1 car k[X] est principal donc les seule chaines qu’on peut
faire sont de la forme (0) C (f) avec f irréductible.

=

e On montrera que dim k[ X1, ..., X,,| = n. Il est déja évident que
dimk[Xy,..., X, = n

puisque
0)C (Xy) ... T (Xq,...,X,)

e Sia: A— Balors dim A > dim B.
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CHAPITRE 4. DIMENSION

THEOREME 4.4 COHEN-SEIDENBERG Soit A C B entiére. Alors dim(A) =
dim(B).

Démonstration. Soit py C ... C p, une suite de premiers de A. On obtient
une suite de premiers dans B (Going up) donc dim(A) < dim(B).

Soit gy € ... C ¢, une suite de premiers de B. On obtient une suite de
premiers dans A (¢f) donc dim(A) > dim(B). u

Exemple 4.5 k[X,Z] — k[X,Y,Z]/(XZ — Y?) est entiere donc
dim(k[X.,Y, Z)/(XZ — Y?)) = 2

Définition 4.13 Soit A une k-algebre. Des éléments aq,...,a, € A sont
dits algébriquement indépendants ssi

VPEk:[Xl,...,Xn],P(al,...,an):0:>P:0

THEOREME 4.5 LEMME DE NORMALISATION DE N@®THER Soit k un corps,
A une k-algébre de type fini. Il existe aq, ..., a, € A algébriguement indépen-
dants tels que

k< klay,...,a,) — A
soit entiere.
Remarque 4.3 Les a; ne sont pas uniques mais n l'est (c’est dim(A)).

Lemme 4.5.1

Soit A une k-algebre de type fini engendrée par x4, ..., x,, supposés algébri-
quement liés.
Alors il existe yi,...,ym_1 € A tels que z,, est entier sur klyi, ..., Ym_1]

et A=kly1,.. ., Ym1][Tm]-

Démonstration valable si |k| = co. On cherche des y; de la forme z; — A\;z,.
On aura alors clairement A = A'[x,,].

Soit P € k[Xy,...,X,,] non nul tel que P(z1,...,2,) = 0. On note
d=deg P et on a x; = y; + \jx,, donc

O = P(’yl + All‘m, ey Ym—1 + )\m—ll‘ma ZL’m) = Q()\l, ceey )\m_l)l‘z1 + R

avec R de degré < d en x,, a coefficients dans k[y1, ..., Ym—_1].
On choisit alors A; tel que Q()\;) # 0. Alors z,, est entier sur A'. ]

Remarque 4.4 Dans le cas général, on fait y; = x; — 2% avec k suffisem-
ment grand.
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4.4. EXTENSION ENTIERE

Démonstration du lemme de normalisation. Soit A de type fini engendrée
par xi,...,Z,. On fait une récurrence sur m.

Pour m = 1, A = k[x;]. Si x; est transcendant sur k, A ~ k[X] donc on
prend a; = z; sinon, k — k[x1] est algébrique donc c’est bon.

Si c’est vrai pour m — 1, soit les x; sont algébriquement indépendants, on
prend a; = x;.

Sinon les x; sont liés. Il existe donc ¥q,...,ym_1 € A tel que A =
Elyi, .- Ym—1,Tm) et A" =K[y1, ..., Ym—1] — A entiere.

On applique I'hypotheése de récurrence a A’ qui donne aq,...,a, € A
indépendantes tels que klay, ..., a,] — A’ soit entiére.

Ainsi, A est entier sur klay, ..., a,]. [

THEOREME 4.6 dimk[X7,...,X,] =n.

Démonstration. On a vu que > était claire. On montre < par récurrence sur
n. Sin =1 c¢’est bon.

Si I’énoncé est vrai pour n — 1, soit pg = (0) € ... C p,, une chaine de
longueur m.

Soit P € p; non nul. On pose B = A/(P) qui est une k-algebre de type
fini engendré par les images x; des X; dans B.

De plus, les x; sont liés par P. Par le lemme, il existe y1,...,y,_1 € B
tels que klyi, ..., yn_1] — B soit entiére. Alors dim B = dim k[y1, . .., yn_1] €t
comme on a une surjection de k[ X7y, ..., X, 1] dans k[y1,...,yn_1], dim B <

dim k[ Xy, ..., X 1] < n.

Or p1/(P) € ... € pn/(P) est une suite de premiers de B de longueur
m—1doncdimB > m — 1.

On a donc bien m < n. Par récurrence, ¢a marche. [ ]

COROLLAIRE 4.9 Soit k un corps, A une k-algebre de type fini. Soit m un
idéal mazimal de k[X1, ..., X,].

Alors A/m est une extension finie de k. Si de plus k est algébriquement
clos, A/m ~ k.

Démonstration. Soit L := A/m un corps. L est une k-algebre de type fini

donc il existe aq,...,a, € L tel que k < klay,...,a,] — L. klaq, ..., a,] est
une extension entiere donc c¢’est un corps.

Alors n = 0 donc L/ est finie. u
Remarque 4.5 Soit m un idéal mazimal. k[Xq, ..., X,]/m ~ k donc il existe
ai,...,a, €k tel que X; = a; mod m.

Ainsi, (X1 —aq, ..., X, —a,) Cm d’ou l’égalité par mazimalité de (X, —

a, ..., Xy — ay).

COROLLAIRE 4.10 La dimension de toute k-algebre de type fini est finie.
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CHAPITRE 4. DIMENSION

4.5 Dimension d’un ensemble algébrique

Définition 4.14 Soit V' C k™ un ensemble algébrique.
dim(V') = sup{r,3Vy € ... € V, C V, V} irréductibles}
Proposition 4.7 Si k est algébriquement clos,
dimV = dim k[ X, ..., X,]/Z(V)
En particulier dim V' < oo.

Démonstration. La correspondance entre les ensembles algébriques et les
idéaux radicaux de k[ X7, ..., X,| donne une correspondance entre une chaine

Vi & Vigr et Z(Vir) © Z(Vi). u

Proposition 4.8
e SiW C ValorsdimW < dimV

e SiV = UVi est la décomposition en irréductibles alors dimV =
i=1
max dim V.

Exemple 4.6
o [ = (X*YZ), VI = (XYZ) donc v(I) = v(XYZ) = H, UH,U H,
avec H; le plan ¢t = 0 de dimension 2 donc dimv([) = 2.
o [ =(X*YZ,X?722,Y?*Z), I = (XZ,YZ) donc

v(VI) = v(XZ)Nv(YZ) = H, U (H, N H,)

Ainsi dim (1) = 2.

Proposition 4.9 Soit / un idéal monomial. (/) est une réunion finie de
sous espaces coordonées de k" (ie de la forme H;, N ... H;,).

Démonstration. v(I) = v(my) N ...v(my) si I = (my,...,my) et chaque
v(m;) =. u
Définition 4.15 Soit I = (my, ..., m;) monomial propre.
Pour j € [1,t], on pose M; = {k, Xy, | m;} ie v(m;) = |J H.
kJEMj

Proposition 4.10

dim(v([)) = n —min{|J|,Vj,J N M; # &}
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4.6. FONCTION DE HILBERT

¢
Démonstration. v(m;) = | Hy et v(I) = [v(m;).
]CEMJ' 7j=1

Pour J C [1,n], soit H; = ﬂHk Alors H; C m; ssi Hy C Hy, pour un
keJ
ke M;ssiJNM,; #@.
Ainsi, si JOM; # @ pour tout j alors H;y C v([) et dimv(I) > dim H; =
n—|J|.
D’autre part, v(I) = V4 U... UV, avec V; de la forme H, et
dim(v(1)) = max(dim V;) = n — max{|J;|, J; N M; # @V} m

Lemme 4.6.1
Vjel,t], JNM; # @ ssi INk[X;,i¢ J) = (0).

Démonstration. Montrons que JNM; = & pour au moins un j ssi INk[X;, 7 ¢
J] # (0).

INk[X;,i ¢ J) # (0) ssiil existe m € k[X;,i ¢ J|NI ssiil existe j € [1,t]
tel que m; | m ssi il existe j tel que m; € k[X;,i ¢ J|.

Ceci est équivalent a 'existence de j tel que J N M; = @. [ ]
COROLLAIRE 4.11

dim(v(1)) = max{r, iy, ..., 0, I NE[X;,. ..., X;.] = (0)}

4.6 Fonction de Hilbert

Définition 4.16 Soit I C k[X7, ..., X,,]. Notons k[ X1, ..., X, ]<s 'ensemble
des polyndmes de degré total au plus s et Iy = I Nk[X, ..., X,]<s.

La fonction de Hilbert HF; associe a s Uentier dimy k[X71, ..., X,]<s —
dlmk ]gs-

Exemple 4.7
o Sil=(0), HFi(s) = dimk[Xy, ..., X,]< = ("}%).
En effet, si n = 1, c’est s + 1 (cardinal de {1, X,..., X*}).
Par récurrence, si c’est vrai pour n — 1, on prend Xi"... X% avec

o+ ... +a, <set

HE o (s) = S HEppa(s—a) = 3 ( ~ont (0 1)) ) ( ; n>

a1=0 a1=0 n-— 1 n
o Si]=(X%.
0 si s < |af
dim I, =
m /¢ {HF(O)(S —la]) = ("*sn"a‘) sinon
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e Soit I = (X?Y* X*Y?). On note m; = XY my = X*'V2 On a
{my) N {my) = (X*Y*) donc :

. . . . Ay 4 s? — 55— 2
dim I<, = dim(my) <5 + dim(ma) s — dim(XY*) <, = —
Définition 4.17 Soit C'(I) = {a, X“ ¢ I}. Soit (ey, ..., e,) base canonique
de N".
On note [e;,, ..., e, ] ={ae, +... +are;,,a; e N1 < j<r}
Siaé¢ley,...,e;] alors on note

a+le,,...,e]={a+p,0€ ey, .. e}
Proposition 4.11 Soit I un idéal monomial propre.

(i) C(I) =T1U...UT, avec T; une translation d’un sous-espace coordonnée
de N"

(ii) dim(v(/)) = max; dim7;

THEOREME 4.7 Soit I monémial propre.
(i) Pour s> 0, HF(s) est un polynome en s noté H Py
(ii) dimv(I) = deg HPy(s).

Démonstration. HF(s) = |C([)<s. Or C(I) =Ty U...UT,, donc

O] = ki(—l)’f S |(T)es NN (Tl

11 <...<ig

Si T, # T;, T; N'Tj est soit vide, soit une translation d'un sous-espace
coordonnée de simension inférieure & max{dim 7;, dim 7} }.

Pour s > 0, |C(I)<s| est un polynéme en s de degré max(deg((7;)<s)) =
dim (7). n

Définition 4.18 Un ordre monomial sur N™ est dit gradué ssi |a| > |f)|
implique X* > X7,

THEOREME 4.8 Fizons un ordre gradué et I un idéal de k[X71, ..., X,].
On a HF[ = HF(LT([)>

Démonstration. (LT(I))<s = {LM(f1),...,LM(fn)} qui est donc une base
de (LT(I))<s sur k.

Pour conclure, on montre que {fi,..., fi,} est une base pour Ic,. Ils
sont linéairement indépendants car les mondémes dominants le sont. Soit f €
I\ Vect{fi,..., fm} de degré minimal.

LT(f) € (LT(I))<s donc LT(f) = a; LM(f1) + ... + am LM(fmn).

Alors f— (a1 fi+ ...+ amfm) € I<s \ Vect{f1,..., fm} de degré inférieur
a deg(f). Absurde. On a donc I<, = Vect{f1,..., fm}- n

P1ERRON Théo Page 38 Tous droits réservés



4.6. FONCTION DE HILBERT

THEOREME 4.9 Soit I C k[Xy,...,X,] propre.
Soit A = k[X1,...,X,]/I. Alors deg(HP;) = dim A = dimv(I) si k est
algébriquement clos

Démonstration.
e On montre que dim A < deg HP;. Par le lemme de normalisation, il
existe ay,...,aq € A algébriquement indépendants tels que l'injection
L klay, ..., aq) — A soit entiere.

Soit f; € k[X1,...,X,] qui annule les ¢(a;)

k[fi,... faf N1 =(0)

car si P € I, P(t(ay),...,t(aq)) = 0 dans A, ce qui est absurde.
Notons N le maximum des degrés totaux des f;. {fi" ... [, a1 +...+
ag < s} est un sous-ensemble de k[X7, ..., X,]<ys composé de poly-
nomes linéairement indépendants dans k[ X1, ..., X,|<ns/I<ns-
Ainsi, HF;(SN) > Card{(au,...,aq),01+...+aqg < s} = (d:‘s) donc
deg HP; > d = dim A.

e On montre que

dim A > deg H Py = deg H Py(ry)
= max{r, iy, ..., i, k[ X, ..., X; ] N (LT)) = (0)}

SiJiv, ..y i, k[ Xy, ..o, X5, JN(LT(I)) = (0), alors il existe une injecton

de k[X;,,...,X; ] = A. Le lemme suivant conclut. u
Lemme 4.9.1
Si A est une k-algebre de type finie et si on a une injection de k[ X1, ..., X,] —

A alorsdim A > r.

Démonstration. Par le lemme de normalisation, il existe aq,...,aq € A tel
que kla, ..., aq] — A soit entiere. On montre que d > r.

Montrons qu’il existe ¢ tel que {a;, Xo,...,X,} soient algébriquement
indépendants. Par symétrie, on pourra supposer ¢ = 1 et en réappliquant le
résultat, on aura {ai, as, X3, ..., X, } indépendants donc finalement on aura
{ai,...,a,} indépendants, d’ou d > r.

Par I'absurde, si pour tout 7, {a;, X, ..., X} est liées alors

Pm7i(X2,...,Xr)alm+...+P071~(X2,...,Xr):O

Soit S = k[Xs, ..., X,]\ {0}. a; sont entiers dans k(Xo, ..., X,) donc A[S™!]
est entier sur k(Xs, ..., X,) donc X; est entier sur k(Xo, ..., X,), ce qui est
absurde. [ ]
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COROLLAIRE 4.12  On prend un ordre gradué. Alors dim k[ X7, ..., X,]/I =
dim k[ X7, ..., X,]/(LT(1)).
COROLLAIRE 4.13
(i) Soit f € k[Xq,...,X,] non constant. Alors dim k[ X, ..., X,]/(f) =
n—1.

(ii) Pour tout idéal premier p de hauteur 1, dimk[Xy, ..., X,|/p=n—1.

Démonstration.
(i) (LT(I)) = (LT(f)) avec LT(f) non constant. Or

dim k[ Xy, ..., X,]/(LT(f)) =n—1

Donc dim k[ Xy, ..., X,]/I = 1.

(ii) k[Xq,...,X,] est factoriel. Soit f € p non constant. f se décompose en

irréductibles sous la forme fi"* ... f3*.

Comme p est premier, il existe ¢ tel que f; € p. Alors 0 C (f;) C p donc
p = (f;). Le premier point conclut alors. n

Remarque 4.6 Le point (ii) est vrai pour une k-algebre de type fini. On a
dim(A/p) = n — 1 si ht(p) = 1. Plus généralement, dimA/p = n —r si
ht(p) =r.

Définition 4.19 Un anneau est dit caténaire ssi dim A/p + dimp = dim A
pour tout p.

COROLLAIRE 4.14 Soient A, B deux k-algébres de type fini. Si A — B
alors dim A < dim B.
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Chapitre 5

Introduction au langage des
schémas

5.1 Spectre d’un anneau

A sera un anneau commutatif non nul.

Définition 5.1 Spec(A) est muni de la topologie de Zariski. Les fermés sont
les V(I) = {p € Spec(A), I C p}.
On note D(I) = V(I)°. En particulier, D(f) = {p, f ¢ p}.

Lemme 5.0.2

(i) Les ouverts D(f) forment une base de la topologie
(ii) Les D(f;) recouvrent Spec(A) ssi 1 € (fi,i € I)
(i) D(f) est isomorphe & Spec(Ay)

Démonstration.

(i) Soit U ouvert et p € U = V(I)°. On a I ¢ p donc il existe f € I tel

que f¢petpe D(f) CI.
Alors V(I) C V(f) donc D(f) C U.

(ii) UD(f;) = V({fi,i € I)). Ainsi, I'union vaut Spec(A) ssi V({f;,i €
M=wossile(fiicl).

(i) D(f) ={p,f ¢ p} ={p,.pNS =} = Spec(Ay) et si f est nilpotent,
Af:OetD(f):Q u

COROLLAIRE 5.1 Spec(A) est quasi-compact.
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Démonstration. Soit | JD(f;) un recouvrement ouvert de Spec(A). Par (ii),
el

Le(fi,iel).
d d
On écrit donc 1 = "a;f; donc 1 € (fy, ..., fa) donc Spec(A) = | JD(f;).

i=1 i=1

COROLLAIRE 5.2 D(f)(~ Spec(Ay)) est quasi-compact.
Proposition 5.1 Si V(I;) C V(Iy) alors I; D /I5.

Lemme 5.0.3
Soit f : A — B. Alors f# : Spec B — Spec A, q — f~1(q) est continue pour
la topologie de Zariski.

5.2 Faisceaux

Définition 5.2

(i) Soit X un espace topologique. Un préfaisceau F' sur X est la donnée de
e Pour tout ouvert U de X, un ensemble F(U)
e Pour tout V' C U ouvert, une application vyy : F(U) — F(V) tel
que vpy = Id et vyw = wwoyuy si W C V. C U. (on note
flv =wv(f).)

(ii) On dit que F' est un faisceau ssi
e Pour tout ouvert U = |JU;, si f € F(U) vérifie f|y, = g|v, pour tout

i1 alors f = g.
e Soit f; € HF<U7,) tel que f;

vinu; = filuinw, alors il existe (un unique

par ce qui précede) f € F(U) tel que f|y, = f; pour tout 7.

Exemple 5.1 Les fonctions lisses analytiques forment un faisceau pour

Yov(f) = flv.

Les fonctions continues bornées forment un préfaisceau qui n’est pas un

faisceau : en effet, R = | J[—¢,4]. La fonction z — x est bornée sur [—i,1]
ieN

mais il n’y a pas de f bornée tel que f|_;; = = pour tout i.

Définition 5.3 La fibre de F en x € X est F, la limite inductive des F'(U)

pour les U contenant z, ie

UFW)/ ~

zeU
ou F(Uy)2a~be F(U,) ssiil existe U3 C Uy NUs tel que aly, = b|y,-
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Définition 5.4 Soit F' et G deux (pré)faisceaux sur X. Un morphisme ¢ :
F — G est la donnée pour tout U d'une application ¢y : F(U) — G(U) qui
est compatible avec les restrictions : ¢y o v, =75, o pp.

Définition 5.5 Soit f : X — Y continue. Si F' est un faisceau sur X, on
définit f,F sur Y par f,F : U — F(f~Y(U)) qui est un faisceau sur Y.

Remarque 5.1 Soit G un faisceau sur'Y . L’image inverse f =G est le fasiceau

€ ‘fai “lGU) = lim G(V).
associé au préfaisceau f~'G(U) saim, (V)

Définition 5.6 On définit un faisceau sur Spec(A) en disant que pour tout
U ouvert, on prend

Ospec(a)(U) = {(Sp) € [[4p.Vp € U,3V,qa,  tel que

peU

pEVCU,fgépet%EAqquVﬂD(f)}

Lemme 5.0.4
C’est un faisceau. On I'appelle faisceau structurel de Spec(A). On note sou-
vent O = Ogpec(4)-

Un élément de O(U) s’appelle une section.

Proposition 5.2
(i) O(D(f)) =~ Ay
(i) Op ~ A,

Démonstration.

(i) Il s’agit de montrer que si D(f;) est un recouvrement fini de D(f) =
Spec(A) et si s = ¢ sur D(f;) alors s = ¢ pour un certain a € A.

On définit un morphime (bien défini)

{Af —  0(D(f))
IR

Ce morphisme est bien défini et injectif car si fim = 0 dans tous les A,
pour p € D(f), alors il existe s € p tel que sa = 0 (pour tout p € D(f)).
Notons I = (0 : a) 'idéal annulateur de a € A. Alorssi s € [ et s ¢ p
alors p ¢ V(I) donc V(I) C V(f) done +/(f) € V1.

Il existe donc n > 1 tel que f* € I et f"a =0 dans A donc a = 0 dans
Ayp.

Sis; = f—l sur chaque D(f;) on a SZ'|D(fi)mD(fj) = Sj‘D(fi)ﬂD(fj)-
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On a alors 3 = ;—J sur D(f;) N D(f;) donc par injectiviteé, 4 = ;—J sur
7 J T J

Ay

Il existe donc n; tel que (f;f;)" (a;f; — a;fi;) = 0. Soit n = maxn;. On

a alors

(fif)"(aifs = a;fi) = 0
Donc (aiff)fi ! = () fiH = 0. Or s, = § = Sl € O(D(f))
(égalité dans chaque A,, p € D(f;)). quitte & remplacer f/'"*' par f;

(D(f;) = D(f"™)), on peut supposer s; = ¢ avec a;f; = a; f;.

Comme D(f) = OD(fi), V[ = /(fi,i <r). Il existe donc N tel que

N =>"bifi = a avec b; € A. Alors
i=1

ijL = ibzalfj = (ibd%) aj = fNCLj

Donc fLN = f, ce qui donne la surjectivité.
J

(ii) On prend le morphisme ¢ : O, — A, qui a 5 associe s,. Il est bien défini
car si § = s alors il existe U” C UNU’ tel que s|y» = §'|y» donc pour
tout p € U”, s, = s,,.

Ce morphisme est surjectif : tout élément de A, s’écrit % avec [ & p
donc D(f) est un ouvert contenant p et 4 € O(D(f)) s’envoie donc sur
a

?.

Pour 'injectivité, il faut montrer que si s; € O(Uy) et s € O(Us) sont
tels que ¢(5;) = ¢(53) dans A, alors il existe U3 C U; N Us tels que
$1 = Sg sur Us.

On peut supposer U; = D(f;) et s; = % Par hypothese, F=F dans

A, donc il existe k ¢ p tel que k(a1 fo — asfi) = 0 dans A.
Pour tout ¢ € D(f1) N D(f2) N D(k) =: Us et on a ¢+ = % dans A,
donc s; = sy sur Us ce qui prouve l'injectivité. [ ]

Remarque 5.2 On a deux applications
ow) — [Jlowy
do : i
5 = (sloy)s
et
[Tow) — [lowiny;)

i7j

dli

(54)i = 5i|U,-mUj - Sj|UmUj
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do est injectif car si s = s sur tous les U;, s = §'.

De plus, Ker(dy) = Im(dy) car si di(s;) = 0 alors il existe s € O(U) avec
do(s) = (s;); i€ sly, = s;.
Définition 5.7 Si U est quelconque, on prend (D(f;)) un recouvrement de
U et on définit O(U) comme Ker(dy) ou dy : [[Ay, = [[A4ss,-

i ij

Définition 5.8 Soit (X, F) un faisceau. Les éléments de F'(U) sont appelés
sections sur U ou fonctions réguliéres sur U. Un élément de F'(X) est appelé
section globale.

5.3 Schémas

Définition 5.9 On appelle espace annelé la donné d’un espace topologique
X et d'un faisceau Ox d’anneaux : pour tout U, Ox(U) est un anneau et
pour tout V C U, Ox(U) = Ox(V) est un morphisme d’anneaux.

Un espace localement annelé est un espace annelé ou les tiges sont des
anneaux locaux.

Définition 5.10 Soit A, B deux anneaux locaux. Un morphisme ¢ : A — B
est dit local ssi il envoie I'unique idéal maximal de A sur celui de B.

Définition 5.11 Soient (X, Ox) et (Y, Oy) deux espaces localement anne-
1és. (f, f7) est un morphisme de (X, Ox) — (Y, Oy) ssi f est continue, f# est
un morphisme de faisceaux et pour tout z, O ru) — Ox, est un morphime
local.

Proposition 5.3
(i) Soit A — B un morphisme d’anneaux. Alors (Spec(B), Ospec()) —
(Spec(A), Ogpeca)) est une morphisme d’espaces annelés.

(ii) Tout morphisme d’espaces localement annelés (Spec(B), Ospec(B)) —
(Spec(A), Ospec(py) provient d'un morphisme d’anneaux.

Démonstration.

(i) Soit ¢ : A — B. Alors f := ¢! est continue de Spec(B) — Spec(A).
f* A — By est un morphisme de faiceaux et pour tout p €
Spec(B),

(ii) Soit (f, f#). Par définition, il existe une morphisme de Ogpec(a)(4) —
Ospec()(Spec(B)) donc de A — B.

Il faut vérifier que ¢ induit (f, f#). Soit p € Spec(B). Par hypothése,
on dispose d'un morphisme de f# : Agpy — By et un diagramme com-
mutatif qui donne f = o~ n
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Exemple 5.2 Soit R un anneau local integre de dimension 1. Spec(R) =
{xo, 21}. Les tiges sont R,, = Rn = R et R,, = R = Frac(R).

L’inclusion R C K := Frac(R) induit un morphisme Spec(K) = {y} —
Spec(R) qui envoie y sur x;. (on ne peut pas envoyer y sur o sinon ff ne
serait pas un morphisme local).

Définition 5.12 Un schéma est un espace localement annelé (X, Oyx) qui
est isomorphe a (Spec(A), Ogpec(a)) pour un certain A.

Un schéma est affine ssi c¢’est un espace localement annelé tel qu’on ait
un recouvrement U; de X tel que (U;, Ox|y,) soit affine, ie

Ve € X,3U > z ouvert , (U, Ox|y) est affine

Proposition 5.4 Soit X un schéma, A un anneau. On a une bijection entre

’ensemble des morphismes de X — Spec(A) dans les morphismes d’anneaux
de A — OX (X)
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