Algebre linéaire numérique

Pierron Théo

ENS Ker Lann






Table des matiéeres

1 Reéduction des matrices carrées

1.1
1.2

1.3

2
2.1
2.2
2.3
3
3.1
3.2

Définitions . . . . . . ...
Réduction de matrices carrées . . . . . . .. .. ...
1.2.1 Définitions . . . . . ... oo
1.2.2  Polyndéme de matrices . . . . .. .. ... ... .. ..
1.2.3 Trigonalisation de matrices . . . . . . . .. .. .. ...
Réduction de Jordan . . . . .. .. ...
1.3.1 Matrices nilpotentes . . . . . ... ... ... L.
1.3.2 Cas général : matrices complexes . . . .. .. ... ..
1.3.3 Reéduction de Jordansur R . . . . . ... ... ... ..
1.3.4 Applications : suites récurrentes linéaires . . . . . . . .

Topologie matricielle

Norme subordonnée induite . . . . . . . ... ...
2.1.1 Définition . . . . . ...
2.1.2 Propriétés . . . ...
2.1.3 Cas de la norme euclidienne . . . . ... .. ... ...
2.1.4  Application aux systemes différentiels linéaires . . . . .
Conditionnement d’une matrice . . . . . . . .. .. ... ...
2.2.1 Exemple classique . . . . . ... ... L.
2.2.2 Explication . . .. ... ... ... .. 0.
Topologie dans M, (K) . . . . ... ... ... L.
2.3.1 Groupe linéaire . . . . . . .. ...
2.3.2  Groupe orthogonal, groupe unitaire . . . . . . . . . ..
2.3.3 Matrices diagonalisables, trigonalisables . . . . . . ..

Décompositions usuelles

Décomposition polaire . . . . . . ... ... oL
Décomposition LU . . . .. .. ... oo
3.2.1 Mineurs fondamentaux . . . . . . ... ... ... ...
3.2.2 Casgénéral . . .. ...

13
13
13
13
14
16
16
16
18
19
19
20
21



ii

TABLE DES MATIERES

3.2.3 Décomposition LDU . . . . ... ...
3.2.4 Décomposition LD'L . . . ... ... ... ... ....
3.2.5 Décomposition de CHOLESKI . . . . . . .. ... ...
3.3 Décomposition QR . . . . ...
3.3.1 Cas des matrices inversibles . . . . . .. .. ... ...
3.3.2  Matrices rectangulaires de M, ,(R) avecn >p . . . . .
3.3.3 Applications . . . .. ..o
3.3.4 Casnon inversible . . . ... ... ...
3.4 Décomposition en valeurs singulieres . . . . .. .. .. .. ..

Analyse spectrale en dimension finie

4.1 Localisation des valeurs propres . . . . . . .. .. ... ....
4.1.1 Disques de GERSCHGORIN . . . . . . . . ... .....
4.1.2 Continuité des valeurs propres . . . . . . ... .. ...
4.1.3 Perturbation des valeurs propres. . . . . . . .. .. ..

4.2 Cas hermitien . . . . . . ... ...
4.2.1 Définitions . . . . . . ...
4.2.2 Caractérisation min-max de COURANT-FISHER

4.3 Spectre des matrices positives . . . . ... ...
4.3.1 Définitions . . . . . . ...
4.3.2 Matrices strictement positives . . . . . ... ...

Systémes linéaires

5.1 Méthodes directes . . . . . . . . ..
5.1.1 Cramer . . . . . . . .
5.1.2  Gauss . . . .o,

5.1.3 Décomposition LU . . . .. ... ... .. ... ....
5.1.4 Matrices creuses . . . . . . ... ..o
515 Choleski . . . . . . . . ...
516 QR . . . . ..
5.2 Systemes surdéterminés . . . . . .. ...
5.2.1 Conditions d’existence et d’unicité de la solution . . . .
5.2.2 Bquation normale . . . . .. ... ... ... ... ...
523 QR . .. .
5.3 Méthodes itératives . . . . . . . ...
5.3.1 Méthodes basées sur des décompositions . . . . . . ..
5.3.2 Méthodes variationnelles . . . . . . .. ... ... ...

Approximation spectrale
6.1 Conditionnement d’un probléeme au valeurs propres . . . . . .
6.2 Méthode de la puissance . . . . .. ... ... .. ... ....

31
31
31
32
33
33
33
34
35
35
36

39
39
39
39
39
40
41
41
42
42
42
43
43
43
43



TABLE DES MATIERES iii

6.3

6.2.1 Cas diagonalisable . . . .. ... ... ... ... ... 50
6.2.2 Cas non diagonalisable . . . . . .. ... ... ... .. 53
6.2.3 Méthode de la puissance inverse . . . . . . ... .. .. 55
Laméthode QR . . . . . . . ... ... . 5}
6.3.1 Premiere stratégie (Jacobi, 1846) . . . . .. ... ... 55

6.3.2 Deuxieme stratégie . . . . . . ... ... L. o7



iv

TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Réduction des matrices carrées

1.1 Définitions

Définition 1.1 On appelle produit hermitien une application (-, -) : C* — C
qui est :
e linéaire a droite : (z, A\y + z) = Xz, y) + (x, 2)

e hermitienne : (z,y) = (y, )
e définie positive : (x,z) > 0

Remarque 1.1 (-,-) est semi-linéaire a gauche : (\x+y, z) = Mz, 2) +(y, 2).
Elle est donc sesquilinéaire.

Exemple : (x,y) = Z:p—iyi est le produit scalaire hermitien canonique sur
Cr. .
Remarque 1.2 x +— \/W définit une norme.
Définition 1.2 Pour A € 9, (C), on note A* = 1A,
Remarque 1.3 A™ = A et (Ax,y) = (x, A*y).

Notations :

e On note 4%,(C) I'ensemble des matrices n x n hermitiennes (telles que
A* = A).

On note 7,7 (C) I'ensemble des matrices n x n hermitiennes positives.
On note 7,7+ (C) I'ensemble des matrices n x n hermitiennes définies
positives.

On note U, (C) les matrices n x n unitaires (telles que A*A = I,,).

On note SU,,(C) I'ensemble des matrices n x n unitaires de déterminant
1.

Remarque 1.4 St A € 7,(C), (Az,x) € R.
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CHAPITRE 1. REDUCTION DES MATRICES CARREES

Exemples :

e Si Ae A (C), (x,y) — x*Ay = (Ax,y) définit un produit scalaire
hermitien.

e Réciproquement, tout produit scalaire hermitien s’écrit sous la forme

A= ({ei,€)))i-

1.2 Reéduction de matrices carrées

1.2.1 Définitions

Définition 1.3 Pour A € M,(C), on définit :

xa = det(A — X1,,) le polynéme caractéristique de A.

e Sp(A) = {X € C, xa(\) =0} le spectre de A.

e Les élements de Sp(A) sont les valeurs propres de A.

e Un vecteur propre de A associé a A est un = # 0 tel que Az = \z.

Définition 1.4 Pour A € Sp(A), on définit :
e la multiplicité algébrique de X est le plus grand k tel que (X — \)¥|y4.
e la multiplicité géométrique de A est [ = dim(F)) = dim(Ker(A— \1I,)).
e )\ est dite défective si l < k.

Exemple :
oAz(é 1>ZXA:(1—X)2,]€:2,Z:1.
11
e A = 0 9) XA = (1 — X)(2 — X), les valeurs propres sont non-

défectives et valent 1 et 2.

Définition 1.5 A € M, (K) est dite diagonalisable sur K ssi elle admet une
base de vecteurs propres ssi il existe P € GL,(K) et D € D,(K) telles que
A=P7'DP.

Proposition 1.1 A € M, (K) est diagonalisable sur K ssi x4 est scindé sur
K et A n’a aucune valeur propre défective.

1.2.2 Polynome de matrices

Définition 1.6 Soit A € IM,,(K). On note K[A] la sous-algebre engendrée
par A. K[A] = Vect {A",i € N} = {P(A), P € K[X]}.

Remarque 1.5 1 = {P € K[X], P(A) = 0} est un idéal de K[ X]. K[X] est
principal donc il existe s € K[ X] tel que I = (ua). Le pa unitaire est appelé
polynome minimal de A.
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1.2. REDUCTION DE MATRICES CARREES

THEOREME 1.1 Les racines de pa sont les valeurs propres de A.

Démonstration.
C 0=pa(A)=(A=A,)Q(A). Or Q(A) # 0 (contredirait la minimalité
de pa) donc A — A, & GL,(K) donc A € Sp(A).
A0 P(A) 0 B
DA~ (O A’) donc P(A) ~ < 0 P(A’))' On a pua(A) = 0 donc

[LA()\) = 0 ]

THEOREME 1.2 DE CAYLEY-HAMILTON Pour tout A € M, (K), palxa ie

Démonstration.
e Si A=0,0/X.
e Si A#£0, il existe x € K™\ {0} tel que Ax # 0.
Posons E, = Vect {Akx, keN } C K" et p, I'entier maximal tel que
F ={A*z,k € [0,p, — 1]} soit libre.
F est une base de E, car elle est libre et génératrice ({A*z, k € [0,p.]}

est liée + récurrence).
pz—1 pz—1

On note APzx = Z apAfz et T, = XP+ — Z ap XF.
k=0

k=0 =
E, est stable par A donc A induit un endomorphisme A, sur E,.
Sur E,, II,(A) = 0 et II, est le polyndme minimal de A,. En effet,

0 -~ 0 a

la matrice de A, dans F est Lo " |. On a alors Xa, =
0o . 0
0 0 1 ap

(—=1)P=11,.
On complete F en une base de C™ de sorte que la matrice de A dans

cette base soit :
A, %
0 B,

On a alors x4 = xa, x5, donc xa(A) = 0. [
Remarque 1.6 Si A et B sont semblables, pa = pp. La réciproque est fausse.
Démonstration.

e Si A= PBP™!, ug(A) = Pug(B)P~' = 0 donc pa|up. Par symétrie,
HA = UB-

PIERRON Théo Page 3 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. REDUCTION DES MATRICES CARREES

1 0 0 1 0 O
e A=|0 —1 O[etB=]0 —1 0 [ nesont passemblables (xa #
0 0 1 0 0 -1

X ) mais ont méme polynéme minimal (a savoir (X —1)(X +1)). =

THEOREME 1.3 DE DECOMPOSITION DES NOYAUX
o Soit A € M, (K) tel que xa soit scindé dans K. On note alors xa =
S

(0TI - A0

On a alors :

K" = P Ker(4 — \;1d)% = Q?EAZ.

i=1 -
p
e Plus généralement, si P € K[X| vérifie P = [[P; ou les P; sont pre-

i=1
miers deux a deuzx, on a :

Kmmm:é&wwm

Remarque 1.7 Le premier point est une conséquence du second a cause de
Cayley-Hamilton.

Démonstration.
e Résultat préliminaire :
P
On pose Q; = 5 pour tout 7. Les @); sont premiers entre eux donc
i
p
(Bezout) il existe (V1,...,V},) tels que ZV;Q, = 1.
i=1

On a donc zp:Vi(A)Qi(A) =1, (1).

i=1
p
e Notons F; = Ker(P;(A)) et F' = Ker(P(A)). Montrons que Y F; =
» =1
BF.
i=1

p p
Soit (z1,...,1,) € HE tel que le =0.

i=1 i=1
Pour tout j # i, P;|Q; donc Q;(A)(z;) = 0 donc iQZ(A)(x]) =
j=1
Qi(A) ().
Or, par hypothese, Q;(A) (Z@) = 0 donc Q;(A)(x;) = 0.
j=1
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1.2. REDUCTION DE MATRICES CARREES

p
On a de plus, d’aprés (1), z; = > Vi(A4) Q;(A)(z;) = 0.
j=1 —

=0
Donc les F; sont en somme directe.

e Montrons F' C éFZ-. Soit x € F.
i=1
On pose, pour tout j, z; = (V;(4)Q,(A))(z).

On a:
Py(A)(zi) = (F(A)Vi(A)Qi(A))(z)
= (P(A)Vi(A))(x)
= Vi(A)(P(A)(x))
=0
Donc pour tout ¢, x; € F; et x = ixi. Donc F' = éF, [ |

i=1

COROLLAIRE 1.1 Soit M € M, (K).
M est diagonalisable ssi xp; est scindé sans valeurs propres défectives ssi
s est scindé a racines simples.

Démonstration.
1=2SiM=PDP~ ! yu = xp et le calcul de y p assure qu’il est scindé
sans valeurs propres défectives.
p

2=3 Onayy= H()\Z — X" avec k; = dim E),.

i=1

P

Posons Q = J[(X — ;). Q|uar car les racines de iy sont les valeurs
i—1

propres de M.

De plus, Ker(Q(M))

racines simples.
p

3=1Sipuy = H(X — \;) avec \; distinctes deux a deux, le théoreme
i=1

p
D E\, = K". Donc py = @ qui est scindé a
i=1

p
de décomposition des noyaux assure que K" = @ Ej,.
i=1

M est donc diagonalisable. [ ]

1.2.3 Trigonalisation de matrices

THEOREME 1.4 Soit A € M, (K).
A est trigonalisable ssi x5 est scindé sur K.

PIERRON Théo Page 5 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. REDUCTION DES MATRICES CARREES

Démonstration.
)\1 * P
= OnaA=P P~t donc xya = (=1)"[J(X = N\).
0 A =1
< Par récurrence sur n. Le théoréme est clair pour n = 1.
Supposons qu’il soit vrai au rang n — 1. Soit A € Sp(A) et x un vecteur
propre associé.

Il existe (eg,...,e,) tels que (z,es, ..., e,) soit une base de K.
P
Dans cette base, A s’écrit (0 Z,
L’hypothese de récurrence assure que A’ est trigonalisable (x4 = 345)
donc A T'est.
Le principe de récurrence démontre le théoreme. [ ]
Remarque 1.8 o Les éléments diagonaux de la matrice triangulaire sont

les valeurs propres de la matrice de départ.
o Si les coefficients de A sont connus a une erreur prés, on ne peut pas
toujours maitriser ’erreur sur T .

THEOREME 1.5 SCHUR Soit A € 9, (C).
A est trigonalisable en base orthonormale (ie il existe U € U,, et T trian-
gulaire supérieure telles que A =UTU*).

Démonstration. xa est scindé sur C donc A est trigonalisable. La preuve est
identique a la précédente (on doit choisir ||z|| =1 et (x, ey, ..., e,) orthonor-
male). u

THEOREME 1.6 o SiAe S, (R), il existe P € O, et D diagonale telles
que A= PDP~!'= PD!'P.
o Si Ac ,(C), il existe P € U, et D diagonale telles que A = UDU*.

Démonstration. Par récurrence sur n. Clair pour n = 1.

Si le théoreme est vrai au rang n — 1, soit A € J,(C) et x € E) tel que
]l = 1.

On complete x en (z, ey, ..., e,) orthonormale.
0 A’)' Or A*=Adoncx=0et A=A
L’hypothese de récurrence conclut. ]

A
Dans cette base, A s’écrit < *

THEOREME 1.7  Pour tout A € SH(R), il existe une unique VA € S (R)
tel que A = \/EQ.

Démonstration.
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1.3. REDUCTION DE JORDAN

3 On a A = Pdiag(\,...,\,)'P. Pdiag(v/A1, ..., VA, P convient.
I A et VA commutent donc sont co-diagonalisables.
Ona A = Pdiag(\y,...,\)'P et VA= Pdiag(\},..., ) P.
On a donc obligatoirement p = p’ et \; = A? pour tout i. [ |

1.3 Réduction de Jordan

Le but est, étant donnée une matrice A, de trouver J semblable & A de

A€ o --- 0
0 : :
la forme | : .. .. .. | ouee{0,1}.
: Tl €
0 - o 0 N

1.3.1 Matrices nilpotentes

THEOREME 1.8 Soit N une matrice nilpotente.

Il existe s > 1 et (dy,...,ds) supérieurs ou égaux a 1 tels que Zdi =n
i=1
et N est semblable a J ou J est diagonale par blocs dont les blocs (Ji)ie[[l,s]]

o1 0 ---0
sont de taille d; x d; et valent | : 0
: 1
0 -« «ov oo 0

Définition 1.7 Chaque J; est appelé bloc de Jordan nilpotent de taille d;.

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 1, N = (0) donc le résultat
est clair.

Supposons que celui-ci est vrai en dimension inférieure a n — 1. N est
nilpotente d’ordre k dans 9, (K).

Il existe donc x tel que N*~1x # 0. Notons B = (x, Nz,..., N¥"1z) et
E, = Vect {B}.

e Montrons que dim(E,) = k ie que B est libre.

k-1

Soient (Ag, ..., Ax_1) tels que Z)\iNi:p =0.

i=0
Supposons qu’il existe i tel que \; # 0. Il existe alors ¢y minimal tel
que \;, # 0.

PIERRON Théo Page 7 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. REDUCTION DES MATRICES CARREES

k—1
Ona 0= N0 13"\, N'z = \;y N*"'z. Done \;, = 0.
=0
B est donc libre e’g dim(E,) = k.
e Montrons que E est stable par N.
On a NB = (Nx, N2z,...,N¥ 12, 0) dont chacun des termes appar-
tient a F,. Donc E, est stable par N.
Dans B = (N*1x, ..., x), N s’écrit comme un bloc de Jordan de taille
nxn.
e Si k = n, le probléeme est résolu. Sinon, k& < n. On cherche alors un
supplémentaire de E, stable par N.
On a N*~1z # 0 donc il existe y tel que (N*~1z|y) # 0.
On pose B* = (y, N*y, ..., (N*)*1y) et G = (Vect {B*})*.
— On montre B* libre. C’est le méme principe que pour le liberté de B
puisque (N*)k~1y #£ 0.
— On montre que G est stable par V.
Soit j € [0,k —1] et v € G.
((N*)y|Nv) = ((N*)ITlylv) = 0 car (N*)* =0 et car v € G.
— On montre E, & G = E. Les dimensions permettent de se limiter a

E, NG = {o}.

Siv=> a;N'z € E, NG, pour tout j, (N*)/ylv) =
=0
k-1

k-1
Donc 0 = Y @ ((N*)'y, N'z) Za'z (N*)Hy, x).

S’il existe 200 minimal tel que aZ ;é 0, 5 = k —1ip— 1 apporte une
contradiction. Doncv=0et E, G = F.
e On compléte B en une base adaptée & F = E, & G. On note Q la
matrice de passage associée et on a :

vl Lo

pn'| X" donc N’ est nilpotente. Le principe de récurrence permet de
mettre N’ sous la forme voulue : N’ = P'.J' P'~1.
On a donc N semblable & une matrice J de la forme recherchée via

_ (@ 0
P = 0 P [ ]
0 a b
Exemple : Quelle est la réduite de Jordan de M = [0 0 ¢ |7
0 00

M3 = 0. Les formes possibles de la réduites sont : 0, Ey5 (ou Ey3) ou
Ei 5+ Ey3.

P1ERRON Théo Page 8 Tous droits réservés



1.3. REDUCTION DE JORDAN

e Sia =b=c=0,laréduite est la matrice nulle. On suppose maintenant

(a,b,c) #(0,0,0).

010
e Si M? =0, ie ac = 0, la réduite est F15 =0 0 0
000
010
e Sinon, la réduite est £y o+ Ey3= |0 0 1
0 00

Proposition 1.2 Soit M une matrice nilpotente et J sa réduite de Jordan.
Le nombre de blocs de Jordan de J est égal a dim(Ker(M)).

Démonstration. On a :

dim(Ker(M)) = dim(Ker(J)) = idim(Ker(Ji)) =Y1=s

i=1 i=1

Proposition 1.3 Le nombre de blocs de taille supérieure a k est la différence
dim(Ker(M*)) — dim(Ker(M*~1)).

0100 0100
0000 0010

Exemple : 00 0 1 et 00 0 of®e sont pas semblables.
0000 0000

1.3.2 Cas général : matrices complexes

THEOREME 1.9 Soit A € M, (C). A est semblable sur C d J matrice compo-

A1 0 - 0
0 .
séedeblocs ;=1\ : . . .. | oules\; nesont pas nécéssairement
: P |
0 - - 0 N\
distinctes.
p
Démonstration. x4 = H(X—)\Z-)O‘i donc, d’apres le lemme des noyaux, C" =
» =1
Ker(E),).
i=1

Les E), sont stables par A, donc, dans une base de E),, A|g, s'écrit
Ail; + N; avec N; nilpotente. z

Le théoreme précédent s’applique a N; et fournit le résultat en juxtapo-
sant les blocs. [ ]
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CHAPITRE 1. REDUCTION DES MATRICES CARREES

Remarque 1.9
e On retrouve la décomposition de Dunford A = D+ N avec DN = ND.
e Le nombre de blocs associés a N; est dim(FE)y,). Donc, si A est non
défective, le bloc est diagonal.

1 a b
Exemple : M = [0 1 ¢
0 0 -1
11 0 10 0
Deux réduites sont possibles: |0 1 0 Jet [0 1 0
0 0 —1 0 0 —1

Sia # 0, c’est la premiere, sinon, c’est la seconde.

1.3.3 Réduction de Jordan sur R
Si x4 est scindé, on fait comme dans C.

Sinon, il existe A\, = a, + iby, avec by # 0. On pose Ay, = (_a;) 2’)

THEOREME 1.10 Soit A € M, (R).

J 0 i e o0
0 )
. ' Js
A est semblable a J =
) K,
‘ 0
0 0 K,
A 10 0 AN, I, 0 0
: 0 :
avec ;=\ -, .. .. oletK;,=|: . - -0
: o1 : SOREDU A
0 oo oo 0N 0 oo oo 0 A

Démonstration. Sur C, A et J sont semblables car elles ont méme décompo-
sition de Jordan.
En effet, les K; sont semblables a des

5 (latib)1d 0
sth 0 (ax — iby) Id

Donc A = PJP~! avec P = P, + iP,. L’application det(P, + tP,) est
polynémiale non nulle (en i) donc elle n’est pas nulle sur R.
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1.3. REDUCTION DE JORDAN

Doncilexiste A € R, Q = P,+AP, € GL,(R).Onaalors A= QJQ!. m

1.3.4 Applications : suites récurrentes linéaires

Probléme : On donne (ug, . .., us_1) € C* et (ag,...,ar_1) € C.
Le but est de d’expliciter la suite u telle que, pour tout n € N, u,y =

k—1
Zaiun,i.
=0
Un
On pose U, = : . Up est donné. La relation de récurrence se

Un4k—1
transforme en U,,; = AU, avec A la transposée de la matrice compagnon
k—1

de ZaiX".
i=0
On a alors U,, = A"U,. 1l faut donc calculer A™.
Si A = PJP7! avec J composée de blocs de J; = Nlo, + N;, JF =

d;—1
3 <k> AFTINT.
=0 \J

k _d,
A ENL L < ),\’? di+1
A (4 dz_]- 1
0 :
Donc JF = | |
0
: o kAFT
0 B )\f

Il faut alors recomposer J* (matrice des J¥) puis A¥ = PJ*P~1.
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Chapitre 2

Topologie matricielle

M, (K) est de dimension finie donc les normes sont équivalentes donc on
étudie une seule topologie d’espace vectoriel normé.

2.1 Norme subordonnée induite

2.1.1 Définition

Définition 2.1 Si ||| est une norme sur K", on appelle norme induite par
||| Tapplication :

m,(K) — R

B A
1, sl
a0 |||

n n
Exemple : |4 = max; Z|am—| et || Al = max; Z|ai7j|'
=1 i—1
Soit z € K" de norme 1.
n

n
”Ax”oo = max; Zai,jxj g max; Z|ai,j\.
i=1 j=1

a4 .
La borne est atteinte pour z; = —2L si a;, ; # 0 et 1 sinon. (i est tel

|ai0,j|
n n
que Y ag, | = m?XZWz‘,jD-
j=1 j=1

2.1.2 Propriétés

Proposition 2.1 || - || est une norme d’algebre.

13



CHAPITRE 2. TOPOLOGIE MATRICIELLE

Démonstration. St [lz]| = 1, [ABz| < [A]l - |Bz|| < [|Al} - I1BI - ll=]] =
AL 1B
Done [[AB]| < [|A]l - [ B]| m

Remarque 2.1
o [l existe des normes sur M, (K) qui ne sont pas d’algébre (par exemple
la norme infinie des coefficients avec A = B = J,,)

e La réciproque de la propriété est fausse : ||Al| = \/tr(A*A) n'est pas
une mesure induite (||1,]| = v/n # 1) mais elle est d’algébre.

2.1.3 Cas de la norme euclidienne

Définition 2.2 Soit A € 9, (C). Le rayon spectral de A, noté p(A) est le
maximum des modules des valeurs propres de A.

Proposition 2.2 Si A est diagonalisable en base orthonormée, ||Afs =
p(A).

Démonstration. A= UDU*. Soit x € K" tel que ||z]|, = 1.
| Az, = [UDU"z[|, = || DUz,
Donc max ||Az||, = max ||Dz|l, = p(D) = p(A) car U et U* sont des

llzll=1 llzll,=1
1sometries. m

THEOREME 2.1  Pour tout A € M, (C), ||All2 = /p(A*A).

Démonstration. Montrons que ||A| = ||A*].
|Az||; = (Az|Az) < [|A*Az|, [|z]l, < |A*Alla.
Donc A5 < JA*All2 < [|A*[l2[|Aflo- (1)
Donc, si A # 0, [[Afl2 < [JA*]2.
De méme, [|Ally = [|A*[lo. D’apres (1), [ A[l3 = [|A*Al,.
La propriété précédente conclut car A*A est hermitienne. [

Définition 2.3 Les racines carrées des valeurs propres de A* A sont appelées
valeurs singulieres de A.

Remarque 2.2 Sp(A*A) C RY car A*Az = dx = ||Az||> = M z||> = z €
R*.
THEOREME 2.2

e Pour tout A € M, (K) et pour tout norme subordonnée | - ||, ||A] =
p(A).
o Soit AeM,(C) ete>0.
I existe une norme subordonnée | - ||a. telle que ||Alla. < p(A) + €.
o p(A) =1inf{||A]|,| - || subordonnée}.
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2.1. NORME SUBORDONNEE INDUITE

Démonstration.
e Soit 2 un vecteur propre de norme 1 associé a A telle que |A\| = p(A).
AN = AN - llzll = [[Az] = A <]l = p(A).
e D’apres le théoreme de Schur, A = UTU*.
On pose D, = diag(n,...,n") et T, = D,TD;" (n > 0).
(R - p(A) donc pour n suffisament petit, |T,]; < p(A4) +e.
1

On définit donc ||z|| . = HD;lU*x

’1'

|Az|,. = | D, U UTU
— HTanlU*x’ <A Tally 1] 4

]1 - HD;lTU*x

;

Donc ||Allae < I3[l < p(A) +&.
e Pour tout € > 0, p(A) < ||A]lae < p(A)+¢€ donc p(A) est bien la borne
inférieure des normes subordonnées de A. ]

COROLLAIRE 2.1  Pour tout A € M, (C), khT AP =0= p(A) <1.
—+o0
Démonstration.
= Soit A € Sp(A) tel que |\| = p(A) et x un vecteur propre associé a A.
AFx = \Fz donc klir+n A =0 donc [\ < 1.
— 100

< Soit A telle que p(A) < 1. Il existe une norme subordonnée || - || telle
que [JA]] < 1.
IA*|I < [|Al* donc converge vers 0. ]

COROLLAIRE 2.2 Pour toute norme subordonnée || - ||,

p(A) = lim (JA*[7)

k——~4o00

Démonstration. Si X € Sp(A) vérifie |A\| = p(A), Ak € Sp(AF) donc p(A*) >

AIF = p(A)".
Soit || - || une norme subordonnée. On a p(A*) < || A¥|.
Done p(4) < |A*|*
De plus, pour tout € > 0, A, = WA vérifie p(A.) = % <1
Donc lim A* = 0.
k—4-o00
Il existe donc k. tel que pour tout k > k., [JA¥] < 1.
On a done |4 < (p(A) +&)* done p(A) < JAHIE < p(4) + <.
Done lim_[[4*]F = (). .
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CHAPITRE 2. TOPOLOGIE MATRICIELLE

2.1.4 Application aux systemes différentiels linéaires

Casn =1:9 = ay, y(0) = yo a pour solution y : t — yee™. |y| est
croissante si R(a) > 0, décroissante si R(a) > 0 et constante sinon.

Casn >2:Y' =AY, Y(0) = Y, a pour solution Y : t — Y. Comment
se comporte Y en l'infini ?

Proposition 2.3
e lim e =0 ssi VAeSp(A),R(\) <O0.

t—+o00
e {e! ¢t > 0} est borné ssi VA € Sp(A4), R(A) < 0 et R(\) =0 = X non
défective.

Démonstration. On va montrer le résultat pour les blocs de Jordan J; =
Nilg, + N;.

d;i—1 Nk;
etJi — e)\ifdieNi — et)\i Ztk k’l'
k=0 :

Si R(N\;) < 0, ||e*i]| tend vers 0 car I’exponentielle I'emporte sur le poly-
nome.
Si R(N\;) > 0, |le?’i|| tend vers +oc.

Si R(N\;) =0, t — e'’i est bornée ssi d; = 1.

En recollant les blocs de Jordan, on a :

e S'il existe A € Sp(A) tel que R(A) > 0,

e Sinon, t — e est bornée si tous les blocs de Jordan associés a une
valeur propre imaginaire pure sont de taille 1, ie ces valeurs propres
sont non défectives.

e De plus HetAH tend vers 0 ssi tous les blocs convergent vers 0 ssi VA €

Sp(A), R(N) < 0. -

etAH tend vers 4o00.

2.2 Conditionnement d’une matrice

2.2.1 Exemple classique

On considere le systeme AX = B avec :

07 8 7 32 1
7 5 6 5 23 1
A= 8 6 10 9|’ B = 3317 X = 1
75 9 10 31 1

A est inversible car det(A) = 1 et X est bien solution du systéme.
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2.2. CONDITIONNEMENT D’UNE MATRICE

Effet d’une perturbation du second membre

On perturbe maintenant légerement (mais pas n'importe comment) le
vecteur B, et on calcule la nouvelle solution. On a par exemple AX = B
avec :

32,1 9,2
= [22,9 ~ =126
B=lgs 1" X7 a5

30,9 ~1,1

Le résultat surprend : le vecteur B étant proche de B on s’attend & trouver
une solution X proche de X, ce qui ne semble pas étre le cas! De maniere
plus précise, si on calcule les erreurs relatives :

[5-5], o1
Bl %

~ 3.1073

X -], 186
Xl ~ 1

13,6

on remarque que, par la résoltuion du systeme linéaire, I’erreur relative sur
B est multipliée par 4488, ce qui est assez effrayant !

Cette situation n’est pas seulement liée au choix de la norme, on obtient
avec la norme euclidienne des taux d’amplification moindres, mais tres élevés
aussi :

|5-5], 0.

~ - ~3,3.1073
1Bl 60 ’

X-x], 164
X, ~ o2 2

soit un facteur d’amplification de I'erreur égal a 2460 environ.

Effet d’une perturbation de la matrice

On perturbe maintenant la matrice A, on considere donc le systeme AX =
B avec :

10 7 81 7,2 ~8,1
~ |7,08 504 6 5 = | 137
A=1"% 508 0980 9 |* X7 s
6,99 4,99 9 9,08 22
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CHAPITRE 2. TOPOLOGIE MATRICIELLE

Encore une fois, le calcul des erreurs relatives :

A=A, _os

— ~ 01073
Al 33

et

e — 136

révele une forte amplification de I'ordre de 15000!

2.2.2 Explication

Définition 2.4 Pour tout A € GL,(K), et pour toute || - || norme induite,
on appelle conditionnement de A et on note c¢(A) le scalaire | A|[|A™].

Remarque 2.8 c¢(A) dépend de la norme et c(A) > 1 (car AA™' =1,).

THEOREME 2.3 Pour une norme vectorielle ||| donnée, et la norme matri-
cielle || - || induite, on a, avec A € GL,(K) et X, B € K" tels que AX = B,
o SioB e K" etdX € K" tel que A(X +6X)= B+ B,

lox] 15B]
=1 <e ==
X1 S Wi

o Si0A €M, (K) et 60X € K" vérifient (A+ §A)(X +6X) =b,

19X] " )|||5A|||
X+ oX]| Al

Démonstration.

e X = A19B donc |0X || < H|A_1|H 10B||.

De plus, AX — B done || B|| < JAJ [ X]|.
5X 6B

Done ] < ()21,

e (A+JA)(X +dX)= B donc AdX +JA(X +6X) = 0.
Donc 6X = —A15A(X +6X).
On a donc [|6X]| < AT IOA] (| X 4 0X].

15| I5A1
Done w7y < e(A) - =

Remarque 2.4 c¢(A) est donc le facteur minimal d’amplification des erreurs
relatives. Dans notre exemple, ¢oo(A) = 4455 et co(A) = 3030.

Proposition 2.4
e Pour tout A € GL,(K), c2(A) = \/

max{|\|,\ € Sp(A*A)}
min{|A[, A € Sp(A*A)}
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2.3. TOPOLOGIE DANS 9ty (K)

A
e Si A est ortho-diagonalisable, cp(A) = L
min Sp(A)
Démonstration. C’est une conséquence des formules sur ||-||,. u

Remarque 2.5 Pour A € U,(C), c2(A) = 1.

2.3 Topologie dans 9, (K)

2.3.1 Groupe linéaire

Proposition 2.5 GL,(K) est un ouvert dense.

Démonstration. GL,(K) est I'image réciproque d’'un ouvert (K*) par une
fonction continue (det).

Pour tout A € M,,(K), on pose A, = A + tI,,. Pour ¢t €]0,r[\ Sp(A), A,
est inversible et A; tend vers A. [ ]

Remarque 2.6 Si A € GL,(K), B(A, H\A—l‘llll) C GL,(K).
En effet, si |H| < mA—l,lm, A+ H = A(I, + A'H) et |AT'H| <
IHIA7Y < 1 donc I, + A H € GL,(K).

On a de plus (A+ H)™' = Y (=AT'H)"A™" (qui converge dés que

n=0
A H < 1).
Proposition 2.6 GL,(R) n’est pas connexe mais GL,(C) 'est (par arcs).

Démonstration.
o GL,(R) = {A,det(A) > 0} U {A,det(A) < 0} qui sont deux ouverts
disjoints non vides.
e Sp(A) est fini donc il existe zg € C* tel que R™ 2o N Sp(A) = @.
On pose :

10,1] — Rz 10,1 — C
(1 , t—1 et p: ’ 1
R 1= (1)

On prolonge ¢ par continuité avec ¢(0) = 0.
@ est continue, p(0) = 0 et p(1) = 1. A4 = p(t)A+ (1 — p(t)], €
GLA(C) car 2051 — (1) ¢ Sp(A).

Donc GL,(C) est connexe par arcs donc connexe. |
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CHAPITRE 2. TOPOLOGIE MATRICIELLE

Application : Il n’existe aucune norme stable par changement de base. En
effet, si ||-|| en était une, on aurait ||[PAP~!|| = || A|| pour tout A, P.

Donc ||AP|| = ||P(AP)P~!| = ||PA]|. Or la norme est continue donc ce
résultat est vrai pour tout P € 9, (R).

Cependant, les matrices A = Ej 5 et B = Ey 3 sont telles que ||[AB|| # 0
et || BA|| = 0.

2.3.2 Groupe orthogonal, groupe unitaire

THEOREME 2.4 O, (R) etU,(C) sont compacts. Le premier est non conneze
et posséde deur composantes connexes. Le second est connexe par arcs.

Démonstration.

e IIs sont fermés car images réciproques de {I,,} par A — A*A et A —
A'A qui sont continues.
Ils sont bornés car inclus dans Sy, (0,1).

e O, = SO, UQO; quisont images réciproques par det des ouverts {1}
et {—1} donc ils sont ouverts, non vides et disjoints.

e Si A= PDP* avec D = diag(e", ..., e") on a un arc continu inclus
dans U,, donné par t — P diag(e'?r, ... e!0)P* qui joint A A I,.

e Montrons que SO,, est connexe par arcs en reliant tout le monde a I,,.

I

p
—1I, 0
Soit A € SO,,. A= P 'BP avec B = Ry,
0
Ry,
Iy
Rix 0
On pose B; = Ry et A, = P"'B,P.
Ry,
0
Ry,
Ay est un arc continu joignant A et I,,.
e De méme O, est connexe par arcs. |

THEOREME 2.5 Pour tout A € GL,(R), il existe un unique (2,5) € O,, x
ST+ tel que A = Q8.
De plus A € GL(R) ssi Q € SO, (R).

Démonstration.
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2.3. TOPOLOGIE DANS 9t (K)

| SiA=Q5:'AA = 5%donc S = (*AA)z. Par unicité de la racine carrée
(*AA € St), S est unique donc € aussi.

3 S =(*AA)z € S par construction. Il faut vérifier que = AS~! est
orthogonale.

O =t STHAAS™ = §71825-1 = [..
— det(S) > 0 donc det(A) >0 ssi det(2) >0 ssi det(Q)=1. =

COROLLAIRE 2.3 GL,(R) a deur composantes connezes.

2.3.3 DMatrices diagonalisables, trigonalisables

On pose A, I'ensemble des matrices diagonalisables, ©,, I'ensemble des
matrices trigonalisables et Al = {M € A, Card(Sp(M)) = n}.

Remarque 2.7 A, n’est ni ouvert ni fermé :
01 01

w3 )Y

1

THEOREME 2.6 A,(C)="7,(C)=A/(C).

[l Ll

)—)]QGAn

A *
Démonstration. Si A € M, (C), A= PTP! avec T = ,
0 A
Si les \; sont distincts, A € A/ (C).
Sinon, on pose a = min{|A\; — A\;|, Ay # A;} si cet ensemble est différent
de {0} et 1 sinon.
On pose Ay, = diag(%, ...
Ay, tend vers A et Sp(Ay)

),TkIT—l-Ak et AkIPTkP_l
(Ai + ) 1<i<n

o
’ nk

Or :
o o all
N\ N N =222 A= N\ = — i
Z+il€ j+jk:>|l il A < a= )\ ==
Donc Ay, € Al (C) donc A/ (C) =M, (C).
Donc A, (C) =, (C). n
Remarque 2.8 Ceci est faur sur R : avec A = <_01 é), XA = X%2+1 de

discriminant —4.
Si A= 1_131 A, avec A, € A, (R), —4 serait la limite d’une suite stric-

tement positive.
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CHAPITRE 2. TOPOLOGIE MATRICIELLE

THEOREME 2.7 A, (R) = 0,(R).

Démonstration.
D 1l suffit de réécrire la preuve précédente.
C Montrons 6, (R) fermé.
Soit (Ax)r € O,(R)N qui converge vers A.

X4, est scindé donc x4, = [J(X — )\Z(k)) avec W\ < ... < AE),

i=1
p(Ar) < [|Ax|l qui est bornée car (|| Ag||)x converge donc il existe ¢
extractrice telle que (A¥™); tende vers (\);.

Donc x4, tend vers x4 donc xa est scindé et A € O,(R). ]

Application : On peut prouver le théoreme de Cayley-Hamilton dans C via
ce résutat : ce théoreme se vérifie facilement sur les matrices diagonalisables
et x.(+) est continue car polynomiale.

THEOREME 2.8 Pour tout A € M, (C), il existe (U, H) € Uy, X H;, avec H
positive tel que A =UH.

Si de plus A est inversible, H est définie positive et la décomposition est
unique.

Démonstration. Si A est inversible, on fait la méme preuve que dans R .
Sinon, on prend une suite de matrices inversibles (Ay); tendant vers A.
Or U,, est compact donc il existe ¢ extractrice telle que U,y — U € Uy,.
JF est fermé donc Hy ) converge vers H donc A =UH. |
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Chapitre 3

Décompositions usuelles

Motivations

e Stockage de données : les images numériques sont des matrices a coef-
ficients dans [0, 1]. Besoin d’optimiser la taille mémoire et le temps
d’exécution.

e Discrétisation d’équations différentielles.

Exemple : le probleme u—u" = f, u(0) = u(1) = 0 peut étre discrétisé :
0,1]= U [%’ %]

0<i<n—1

_ ullivn) —u(t) W) = ut + 1)) — 2u(t;) + u(tiy)
7 h2

On peut donc obtenir un probléeme approché : AU = F avec U =
(u(ti))is F = (f(t:)): et :

24+ h% —1 0

h2 _1
0 —1 24 h?

avec n ~ 10°.

e Problemes aux valeurs propres : © — u” = Au d’inconnues u et \ se
ramene a chercher un spectre.

e Les matrices favorables a la résoltuion des ces problémes sont : trian-
gulaires, diagonales, unitaires, hermitiennes,. . .
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CHAPITRE 3. DECOMPOSITIONS USUELLES

3.1 Décomposition polaire

THEOREME 3.1
o VA€ GL,, W, H €U, x £+, A=UH.
e VAeM, JU H c U, x #,, A=UH et H positive.
o GL,(C) etU, x 7t sont homéomorphes.

Démonstration. Voir chapitre 11 [ ]

3.2 Décomposition LU

3.2.1 Mineurs fondamentaux

Définition 3.1 Pour tout A € M, (K), on appelle mineurs fondamentaux
de A les (det((ai;)ii<k))k-

THEOREME 3.2 Pour tout A € M, (K) dont aucun mineur fondamental
n’est nul, il existe un unique couple (L,U) € T, x T.F tel que L n'a que des
1 sur sa diagonale, U n’a que des coefficients non nuls sur la diagonale et
A=LU.

Démonstration.
4 Par récurrence sur n.
Le cas n = 1 est clair.
Si le résultat est vrai pour n — 1, et A € 9, comme il faut, A s’écrit
A X
Y XN
A’ vérifie les hypotheses du théoreme donc A’ = L'U’.
/ !/
On pose L = <fl (1]> et U = (% i)
On veut LU = A donc L'Z = X, YU’ =t Y et UZ +u = X donc on
choisit Z = L/7'X, I =t U 'Y et u=\-'YU1L/71X.
Le principe de récurrence assure l'existence.
' Si A= LUy = LyUs, L2_1L1 = UgUl_1 donc L2_1L1 € D,, avec des 1 sur
la diagonale.
Donc L;lLl =1, donc Ly = Ly et Uy = Us. [

Remarque 3.1 Réciproquement, si A admet une décomposition LU, A a ses
mineurs fondamentaux non nuls. En effet, pour tout k € [1,n], on a :

ABe) (L 0 Uy U2

= —= € =

CulDi | AN 0 |ur

PIERRON Théo Page 24 Tous droits réservés



3.2. DECOMPOSITION LU

Ay = LUy donc det(Ag) = det(Uy) # 0 car Uy, est inversible.

3.2.2 Cas général

THEOREME 3.3 Pour tout A € GL,(K), il existe P matrice de permutation
et L, U triangulaires inférieure et supérieure tel que A = PLU et que L n’ait
que des 1 sur sa diagonale et U € GL,(K).

Démonstration. Pivot de Gauss : cf TP ]

Remarque 3.2 L’algorithme est en % + O(n?).

3.2.3 Décomposition LDU

THEOREME 3.4 Si A a ses mineurs fondamentauz non nuls, il existe un
unique triplet (L, D,U) avec D diagonale inversible, L triangulaire inférieure
a diagonale composée de 1 et U triangulaire supérieure a diagonale composée

de 1 tel que A= LDU.

Démonstration.
3 Si A a ses mineurs fondamentaux non nuls, A se décompose sous la
forme LU.
Posons D = diag(uy 1, ...,Un,) et U =D7'U. Ona A= LDU.
' Si L1 DUy = Ly DyUs, par unicité de la décomposition LU, L1 = Ly et

D1U1 - DQUQ.
En regardant les coefficients diagonaux, on obtient, pour tout i € [1,n],
d? = d). Done Dy = D et Uy = Us. n

Remarque 3.3 Sp(D) # Sp(A). Par exemple :
11\ (1 0\[1 0\(1 1
2 3) \21)\0 1/\0 1

3.2.4 Décomposition LD'L

Or tr(A) # 2.

THEOREME 3.5 Pour tout A € S,(R) ayant ses mineurs fondamentaux
non nuls, il existe un unique L, D triangulaire inférieure et diagonale tel que

A=LD'L.

Démonstration. A = LDU et A = 'A = 'UD'L donc par unicité de la
décomposition LDU, U = 'L.
Donc A = LD'L. [
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CHAPITRE 3. DECOMPOSITIONS USUELLES

Remarque 3.4
o Ceci est valable dans 7,(C).
e On dit que A et D sont congruentes. En fait, elles représentent la méme
forme quadratique : pour tout x € M, 1(R), on a

(Az|z) = (LD'La|r) = (D'Lz|'L) = (Dyly)
o A est définie positive ssi D [’est.
o A et D ont méme signature (ie Card(Sp(A)NR?Y) = Card(Sp(D)NRY)).

3.2.5 Décomposition de CHOLESKI

THEOREME 3.6 Pour tout A € S;FT(R), il existe une unique B triangulaire
inférieure a diagonale positive telle que A = B'B.

Démonstration.
3 Montrons que A a ses mineurs fondamentaux non nuls.

Ay, | By
tB|Ch,

A=

Si Ax ¢ GL,(R), il existe zy # 0 tel que Agzy = 0. Posons x = (%)
00 (ack) - ((82). (5)) 0.

Donc A n’est pas définie, ce qui est contradictoire.
Donc A peut se décomposer sous la forme LD'L. On pose B = L/ D
et ona A= B'B.

| Si A= B'B, on pose D = diag(b?,), L = B\ D! (dont les ccefficients
diagonaux valent 1).
LD'L = B'B donc, par unicité de la décomposition LD'L, L = L et
D =D donc B = LV/D. n

Remarque 3.5
e La réciproque est vraie : B'B est symétrique réelle et pour tout x,

(Ax|z) = Hthch2 >0

De plus, si (Az|z) =0, z € Ker(*B) = {0} car B inversible.
o (et algorithme est plus avantageux que le pivot de Gauss : avec les
formules

- 1 =
Vi <Jybig = (az‘,j - sz‘,kbj,k>
J k=1

»J
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3.3. DECOMPOSITION QR

j—1
V3,055 = aj; ijvk
k=1

. 1) g 1(n—1
on effectue n racines, " divisions, o=l

2 6
% additions. On a donc %3 + O(n?) opérations.
e Pour savoir si M € ST, on lui applique cet algorithme et s’il ne

marche pas, M ¢ S;+.

multiplications et

3.3 Décomposition QR

3.3.1 Cas des matrices inversibles

THEOREME 3.7 Pour tout A € GL,(R), il existe un unique (Q, R) € O,, X
T+ tel que A = QR.

Démonstration.
3 A= (Cy---|C,) est inversible donc (C1,...,C,) = C est une base de
M, 1(R).
D’apres Gram-Schmidt, il existe € base orthonormée de M, 1(R) telle
que pour tout i € [1,n], Vect{C},...,C;} = Vect{ey,...,&;} et de
plus (Cj, &;) > 0.
Si E est la base canonique de 9, ;(R), on a :

A= PE—>C = PE—>5P5—>C

Or Pg_.. € O, car ¢ est orthonormée et P._,c est triangulaire par re-
spet des drapeaux et a diagonale strictement positive car les coefficients
diagonaux sont, par construction, les ||g;|| > 0.

I Si A=Q1R = QsRy, Q5'Q1 = RyRy " est une matrice orthogonale et
triangulaire supérieure a coefficients diagonaux positifs donc vaut I,,.
Donc Ql = QQ et Rl = RQ. |

Remarque 3.6 On a un algorithme via Gram-Schmidt mais pas trés perfor-
mant (car les erreurs d’arrondis s’accumulent).

3.3.2 Matrices rectangulaires de 2, ,(R) avec n > p

THEOREME 3.8 Pour tout A € M, ,(R) avec rg(A) = n, il existe (Q, R) €
On x T)f, tel que A= QR.
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CHAPITRE 3. DECOMPOSITIONS USUELLES

Démonstration. Notons A = (C4]---|C,). (Ch, ..., C,) est libre donc on peut
la compléter en une base (C4,...,C,).

A = (Cy]---|C,) est inversible sonc il existe Q, R € O, x T tel que
A=QR.

On pose R = (R|R) avec R de taille n x p et on a A = QR. n

3.3.3 Applications
e Résolution de AX = B.
AX =B ssi QRX =B ssi RX='QB
et ce systeme est alos triangulaire.

e Résolution de systemes sur-déterminés (méthode des moindres carrés)
e (Calcul approché des valeurs propres.

3.3.4 Cas non inversible

THEOREME 3.9 Pour tout A € M, (R), il existe (Q,R) € O, x T.F tel que
A=QR et R a diagonale positive.

Démonstration. 11 existe (A,,), inversibles tel que ET A, = A.

Pour tout n, A, = @, R, donc, comme O, est compact, il existe ¢, Q tel
que n1—1>1:iI-100 Qtp(n) = Q

On a de plus Ry(n) =" Qu(n)Apn) donc converge vers ‘QA = R.

R € T; car T,f est fermé. De plus, pour tout i, r;; > 0 car r;; =

3.4 Décomposition en valeurs singulieres

On Iappelle aussi SVD (singular values decomposition).

WV

THEOREME 3.10 Pour tout A € M, ,(C) de rang k, on note o1 > ---
or > 0 les valeurs singuliéres de A (racines des valeurs propres de A*A).
On pose D = diag(oy,...,0k). Il existe U € Uy, et V € U, tel que A =

USV* avec :
D 0
S = (0 0) e M, ,(C)

Démonstration.
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3.4. DECOMPOSITION EN VALEURS SINGULIERES

e Ker(A*A) = Ker(A) donc Sp(A*A) = {0,0%,...,0%} avec 0 de multi-
plicité p — k.
Soit (vy,...,v,) une base orthonormée de vecteurs propres colonne de
A* A tel que v; soit associé a o?.
Donc V = (v1] - - |v,) € U,.

e On pose u; = iAvi. Montrons que (ug, ..., u) est orthonormée dans
M, 1(C).
On a AA*u; = ZAA*Av; = 0;Av; = olu;.
De plus,
(Av;| Avy)
() = L2
0109
_ <’Ui‘A*A’Uj>
0,05
_ oi(vilv;)
gj
= 0ij
Donc (uq, ..., ux) est orthonormée donc libre donc on peut la complé-
ter en une base orthonormée (uy,...,u,) de M, 1(C). On pose U =

(ug]| -+ |uy) € Uy.

U*AV = U*(Avy| - - - | Av,|0)

= U"(o1uq] - - - |ogug]0)
_ (diag(oy,...,06) O
- 0 0
=9

Proposition 3.1 Si A=USV* e M, ,(C) et S = diag(oy,...,0,,0,...,0)
etoy = --- =20, >0.

Pour k € [1,r — 1], la meilleure approximation de A par une matrice de
rang k est Ay = USEV* ou Sy = diag(oy,...,0%,0,...,0).

De plus, ||A — Agll2 = ok11-

Démonstration.
e Montrer que ||A — Ag|l2 = og11-
A=A =U(S—Sp)V et S— S, =diag(0,...,0,0%41,...,0:0,...,0).
Done [[A = Agllz = [|1S = Skll2 = o1
e Soit B de rang k. On veut trouver x # 0 tel que |[(A— B)z|, >
SN
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CHAPITRE 3. DECOMPOSITIONS USUELLES

On pose E = Vect {vy, ..., 0541} avec V = (v1]-- - |vp).
dim(E) = k 4+ 1 donc, comme rg(B) = k, dim(Ker(B)) = n — k et
Ker(B) N E # {0}.

k+1
Donc il existe € Ker(B) N E non nul. On note z = »_\;v;.
i=1
I(A = B)allz = [[Az]l2 = [|SV"2]l
k+1 k+1
Or V*z = Z)\ZV*UY, = Z)\Zel
i=1 i=1
Donc SV*z = (o1 A1, ..., 0k 1Mks1,0,...,0).
On a alors |[(A — B)zl|l, = op41 ||z, u

Application : Compression d’images.

Un image en noir et blanc est représentée par une matrice de 955 763
(généralement) qui est de rang 555 environ.

Si on approxime avec une matrice de rang environ 50, on obtient une
image tres ressemblante et on gagne de la place.
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Chapitre 4

Analyse spectrale en dimension
finie

4.1 Localisation des valeurs propres

4.1.1 Disques de GERSCHGORIN
THEOREME 4.1 Soit A € M, (C), X € Sp(A).

n
A E UDZ- avec D; =2 € C, |z —a;;| < Z|am-| )
i=1 i

Démonstration. Soit x un vecteur propre de A associé a A. Notons iy 'indice
tel que |z | = ||| -

n
Wig,j X
Az = Az donc Y _a;, ;3 = Az;, donc (A — @y 0) = —
J=1 J#io 0
L’inégalité triangulaire assure que A € D;,. [ ]

Remarque 4.1 Sp(A) = Sp(*A) donc Sp(A) C | JD; avec

i=1

D} = {z €C, |z —a;l < Z|ay}i|}

J#
Définition 4.1 A € M, (C) est dite a diagonale strictement dominante ssi
pour tout i € [1,n], |ai;| > > |ai;l.
J#
THEOREME 4.2 Toute matrice a diagonale strictement dominante est in-
versible.

Démonstration. Pour tout i, 0 ¢ D; donc 0 ¢ Sp(A). n
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CHAPITRE 4. ANALYSE SPECTRALE EN DIMENSION FINIE

4.1.2 Continuité des valeurs propres

Lemme 4.2.1
Si lim A, = A alors pour tout A € Sp(A), il existe (\;)r € CN tel que

k——+o00

AL € Sp(Ak) et lim A, = A
k—+o00

Démonstration. Soit A € Sp(A).
X. est continue donc liIP Xa,(A) = xa(A) =0.

k) . k) \n
Or [xa, (A |_H|)\ NP1 > (min (3= X))

k)
Donc lim min |\ — AP | =0.
k—+oo 1<j<n J

En prenant )\, la valeur propre qui réalise la minimum, on obtient le
résultat. u

Remarque 4.2 Si (Ai)icpo) est une famille continue de matrices, il existe
()\gt))t, o (AD), tel que Sp(A;) = {)\gt), o ADY et s )\l(f) soit continue
pour tout k.

COROLLAIRE 4.1 Soit A € M, (C).

k n
S’il existe k tel que €, = UDi et = U D; soient disjoints, alors
i=1 i=k+1
contient exactement k valeurs propres (comptées avec ordre de multiplicité)
et I'y, en contient n — k.

Démonstration. On pose D = diag(a;;)i, B=A— D, A, = D+ tB, Q} =

k n
UD; et T, = | J D; avec D! = {z €C, |z —aiil < tZ\CL@',ﬂ}-

i=1 i=k+1 i
On définit les A! de la remarque précédente pour i < k.
S’il existe ¢ > 0 tel que AL & €y, on pose to = inf{t, A\l & Q. }.
Il existe donc (¢,) € [0, 1]N tel que lirJP tn = to.
n—-+0o0

n n
On a A" € UDf” - UDi = O, UTY}.

i=1 i=1
Donc Ai» € Ty, qui est fermé donc A € T
De méme, on a \° € €, donc contradiction.

Donc, pour tout ¢ € [0,1], A € Q donc \; € . [
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4.2. CAS HERMITIEN

4.1.3 Perturbation des valeurs propres
Cas diagonal

Proposition 4.1 Si A est diagonale et B € 9,,(C), pour tout A € Sp(A +
B), il existe X' € Sp(A) tel gie |A — X| < || B||co-

Démonstration.

=

SA+BC

z€C,|z— N\ — b4 <Z‘bm|}

{ J#i
z € C |Z < Z‘b%ﬂ
j=1
{

€C,|z—N| < || Bllso}

-
Il
—_

HC: WC:

Cas diagonalisable

Proposition 4.2 Si A est diagonalisable et B € 9, (C), pour tout A €
Sp(A + B), il existe X € Sp(A) tel gie |A — N| < coo(P)]| Blloo-

Démonstration. Sp(A + B) = Sp(D + P~'BP) conclut. ]
Cas général
. . : 0 1
On n’a pas de tel résultat et on ne peut en avoir : A = <0 0) et B =

<2 8) avec € > 0 sont telles que Sp(A) = {0}, Sp(A + B) = {£/c} et

\/Ea) < ce n’est possible pour aucun c.

. . . 1 1
Remarque 4.3 A+ B est diagonalisable via P = <\/E —\/E> et co(P) =
14+
N

4.2 Cas hermitien

4.2.1 Définitions
Définition 4.2 Soit A € J7,,.
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CHAPITRE 4. ANALYSE SPECTRALE EN DIMENSION FINIE

e On appelle quotient de Rayleigh associé a A la fonction :

.{cn\{()} - C

- L, (A

2
[l

e On appelle hausdorffien de A et on note J#(A) I'ensemble r4(C™\ {0}).
Remarque 4.4

e Pour tout \,x, ra(Ax) = Ara(x) donc 7 (A) =ra(S(0,1)).

o /(A)CR car A € 2,

THEOREME 4.3 RAYLEY-RITZ Pour tout A € H,, dont on note \; < -+ <
A les valeurs propres,

)\ = ] = ]
1= i ra(e) = min ra(z)
)\n: =

JQax ra(r) = max rax)

Démonstration. A est orthogonalement diagonalisable donc A = UDU* avec
D = diag(A1, ..., \n)-
Pour x # 0, on a :

(Az,z) (DU*z,U*z)

ra(T) = 2 = 2
[Edp (B
D i = i U*z) = i = \.
one g, Tale)) = i, rolU"a) = mig, rols) =
On a de méme le résultat avec le max. ]

COROLLAIRE 4.2 J€(A) = [A1, \y].

Démonstration. o/ C [A1, \,] et 74 est continue donc le TVI conclut. [ |

4.2.2 Caractérisation min-max de COURANT-FISHER

THEOREME 4.4 Soit A € H, et \y < --- <\, ses valeurs propres.
Pour tout k € [1,n],

A = min _ max 74(x)
Feg(Cn) 3 zeF\{0}
dim(F)=k

Remarque 4.5 Les cas k =1 et k = n proviennent du théoreme précédent.
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4.3. SPECTRE DES MATRICES POSITIVES

Démonstration. Soit k € [1,n], et F' € 4(C") de dimension k.
A =UDU* donc pour tout = € F'\ {0}, ra(z) = rp(U*x).

Ona max 7r4(x) = max r .
zeF\{0} A< ) zeU*(F)\{0} D<y)
Donc min max 7r4(xr) = min max 1 .
Feg(Cr) zeF\{0} A( ) Feg(Cr) zcU*(F)\{0} D(y)
dim(F)=k dim(F)=k
Le sous-espace pour lequel le min est atteint est G = Vect {eq, ..., ex} et
on a max rp(y) = Ak, ce qui assure le résultat. u
ye

COROLLAIRE 4.3 (WEYL) Soient A, B € J7,.
Pour tout M, on note \p(M) la k-iéme plus petite valeur propre de M.
Pour tout k € [[1,n], \e(A) + \(B) < Me(A+ B) < M\e(A) + \o(B).

Démonstration. Soit x # 0.
r.(x) est linéaire donc :

M(A+ B) = mi = mi
HAT )=l L85, 401 = 2l IR T4 + 7
dim(F)=k dim(F)=k
Or A\ (B) < M\(B) < A\n(B), ce qui conclut. u

Remarque 4.6 St A est diagonalisable en base orthonormée, la partie 1 donne
Uencardrement |M\g(A+ B) — A| < ¢oo(U)|| Bl €t la partie 2 donne |A\(A +
B) =A< p(B) < [|Bll-

4.3 Spectre des matrices positives

4.3.1 Définitions
Définition 4.3 On définit la relation d’ordre partiel < sur 9, ,(R) par :

A j B ssi \V/(Z,]), Q; 5 < bi,j

On dit que :
A< B ssi V(i,]),a; <b

Définition 4.4 On dit que M est positive (resp. strictement positive) ssi
A =0 (resp. A > 0).
On note de plus |A| = (ai )i ;-

Proposition 4.3 Soit A, B € M,,(R) et x € M, ;1(R).
o [A|=0et |[A|=0 ssi A=0.
e SiA>0etxz >0, Ax > 0.
e SiA=0et B>0, AB > 0.
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o [Az| < |A|lz] et |AB| < |A|B].
® Si0=<A=B, p(4) < p(B).
e Si A0, p(A) >0.

Démonstration.
e Les quatre premiers points sont faciles.
o p(4) = |4,
Pour tout k, on a 0 < A* < B¥ donc 0 < || A% < || B
En passant a la limite, p(A) < p(B).
e Sip(A) =0, A" = 0 donc on a une contradiction (A > 0= A" > 0). =

Proposition 4.4 Soit A € M, (R) et x € M, 1(R) tel que A > 0 et z > 0.

n

n
mZ < p(A) < max Z = | Allse

1<i<n

=

12 12
min —» a;:x; < p(A) < max — a, T,
i xz; i3l X p( ) S fuax xz; i,jLj

Démonstration.
e On a déja vu p(A) < || 4] co-
On va construire B tel que 0 < B < A et p(B) = a. Posons B =

Qaa;,

B
Zaz‘,k
On a clairement B = 0 et ——*— < 1 donc B < A.

Zaz’,k
k=1

On a de plus p(B) < || B|oo = maxicicn me = .

j=1
Orv = (1,...,1)" est un vecteur propre de B associé & o donc p(B) > «
et p(A) 2 p(B) = o

e Si D = diag(zy,...,z,), on conclut en appliquant le point précédent a
A" =D 'AD. ]

4.3.2 Matrices strictement positives

Lemme 4.4.1
Soit A > 0 et A € Sp(A) tel que |\ = p(A).
Soit x € M, 1(C) associé a A.

P1ERRON Théo Page 36 Tous droits réservés



4.3. SPECTRE DES MATRICES POSITIVES

On a Alz| = |\||z] et |z| > 0.
Remarque 4.7 On a ainsi p(A) € Sp(A).

Démonstration. Az = Az donc Al|x| = |Allz] = |Az| = | x| = |A||z] =

p(A)lz].
Supposons y = Alz| — p(A)|z| non nul.

On a Ay = AAlz| — p(A) Alz| = Az — p(A)=z.
=z
Onaz=0carzj =Y ap |z > 0.
k=1 —~~ ~~

>0Vj,k >0 pour un k
De méme, y = 0,y # 0 et A > 0 donc Ay > 0 (de méme que précédem-

ment).

On a donc Az = p(A)z donc Vi, Y "a; ;z; > p(A)z; donc

=1

1.
min _Zai,jzj > p(A)

<i< .
1<isn Zi =

d’ott une contradiction.
Donc y = 0 et Alz| = p(A4)|x|.
On a de plus |z| = ﬁz - 0. u

Lemme 4.4.2
Soit A= 0 et A € Sp(A) tel que |A\| = p(A).
Pour tout z € M, 1(C) associé & A, il existe § € R tel que x = |z|e®.

n

Démonstration. |z| = 0 et Alz| = p(A)|z| donc pour tout i, Y a;;|z;| =
=1
p(A)|zil.

De plus, Vi, p(A)|z;| = |\x;| = |(Az);| = qui est le cas d’égalité

n
Zaz‘,jfb’j

i=1

dans l'inégalité triangulaire.
Donc pour tout i, j, arg(z;) = arg(z;) mod 27. n

COROLLAIRE 4.4 Soit A > 0 et A € Sp(A) tel que |A\| = p(A).
Ona\=p(A).

Démonstration. Soit x un vecteur propre associé a . On a z = |ze?.
Alz| = e Ar = e PNz = Az

Donc A > 0 et A = p(A). n
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Lemme 4.4.3
Soit A = 0.

Démonstration. Soient w, z deux vecteurs propres associés a p(A).

Quitte & multiplier par e, on peut supposer w > 0 et z > 0.

On poseﬁzlrgénn;—'i >0etr=z—pw.

Ona Ar = Az — fAw = p(A)r. Sir # 0, r € E,4) donc |r| >~ 0 donc,
comme r = 0, r > 0.

Or il existe ¢ tel que z; = Br; donc r; = 0 d’ou la contradiction.

Donc r =0 et z = fw. ]

THEOREME 4.5 DE PERRON-FROBENIUS Soit A € M, (R) telle que A > 0.
e p(A) > 0.
o Jv >0, Ax = p(A)z et E,4) = Ra.
o VA € Sp(A) \ {p(4)}, |Al < p(A).

Remarque 4.8 Dans le cas A = 0, quelles assertions restent vraies ¢

p(A) > 0 devient fausse (A = 0).

dim(E,a)) = 1 devient fausse (A = 1,,).

e dz > 0, Az = p(A)x reste vraie (considérer des limites de matrices

positives).

VA € Sp(A) \ {p(A)}, |\ < p(A) devient fausse (A = Jy — I).
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Chapitre 5

Systemes linéaires

Introduction

Le but est de résoudre Az = b avec A € M, (K) (n tres grand), ou de
résoudre au sens des moindres carrés Ax = b avec A € M,, ,(K).

Il y a deux types de méthodes de résolution : les méthodes directes ou on
calcule directement les solutions exactes, ou bien les méthodes itératives ou
on construit uns suite qui converge vers la solution.

5.1 Meéthodes directes

5.1.1 Cramer

Les formules de Cramer sont inutilisables en pratique car, si A est de
taille n x n, on doit faire O(n - n!) opérations.

Par exemple, pour n assez petit (n = 50) avec un processeur 3GHz, cette
opération nécessite 10*” années.

5.1.2 Gauss

THEOREME 5.1  Pour tout A € M, (K), il existe M € GL,(K) telle que
T=AM €T, .

5.1.3 Décomposition LU

THEOREME 5.2  Pour tout A € M, (K) dont aucun mineur fondamental
n’est nul, il existe un unique couple (L,U) € T7 x T.F tel que L n'a que des
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1 sur sa diagonale, U n’a que des coefficients non nuls sur la diagonale et

A=LU.

5.1.4 Matrices creuses

Définition 5.1 On dit qu'une matrice est creuse ssi elle a beaucoup! de 0

Définition 5.2 Soit A € M, (K).

Pour tout 4, on note j; = min{j,a;; # 0} et pour tout j, on note i; =
min{i, a; ; # 0}.

On appelle profil inférieur (resp. supérieur) et on note Proflnf (resp.
ProfSup) 'ensemble {(¢, j), j; < j < i} (resp. {(4,7),1; < i < j}).

On appelle profil 'union de ces ensembles. On la note Prof(A).
Remarque 5.1 a;; =0 % (i, ) ¢ Prof(A).

Pour des matrices tres creuses, on stocke en mémoire seulement les coef-
ficients du profil et les indices des ceefficients diagonaux.

THEOREME 5.3 Si A admet une décomposition LU,

ProfInf(L) C ProfInf(A) et ProfSup(U) C ProfSup(A)

min(z,5)
Démonstration. On a, pour tout (4,7), a; ; = Z L ;-
k=1
j—1
Done lij = o= | aij — Y lipun; |-
' k=1
Soit ¢ tel que j; > 2.
Pour j =1, 1;; = % =0.
Silii,...,lij—1sontnulset j < j;—1,0,; = Z” = 0. Donc par récurrence
7]

finie sur j, on obtient le résultat :
(1,7) ¢ ProfInf(A) = (4,j) ¢ Proflnf(L)
Par contraposition, on obtient le résultat. [ ]
Définition 5.3 A est dite matrice bande de demi-largeur p € N ssi a;; = 0

pour tout (7, ) tel que |i — j| > p.
La largeur de bande de A est 2p + 1.

COROLLAIRE 5.1 La décomposition LU préserve la structure bande.

1. Le « beaucoup » peut signifier aucun !
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5.1. METHODES DIRECTES

5.1.5 Choleski

La matrice B se calcule en % + O(n?) opérations.
De plus, la décomposition préserve le profil.

51.6 QR
Si A=QR, Ax =B ssi Rx = Q"B avec R triangulaire.

Algorithme naif

Le calcul de @ et R se fait en n® + O(n?) opérations.

Le calcul de Q*B se fait en O(n?) opérations, de méme que la résolution
du systéme triangulaire.

On a donc un algorithme en n® + O(n?).

Algorithme de HOUSEHOLDER

On veut améliorer la stabilité de Gram-Schmidt. On va multiplier A a
gauche par des matrices unitaires pour obtenir des zéros sous la diagonale.

Définition 5.4 Pour tout v € C"\ {0}, on appelle matrice de Householder

associée a v et on note H[v] la matrice [,, — —ﬁZﬁQ

THEOREME 5.4
o H[v] est la matrice de la réflexion par rapport a v*.
e Pour tout e € C" de norme 1, et pour tout v non colinéaire a e, H[v+

[v][ €] = F (o] e.

e Pour tout v € C", (vv*)? = |jv|| vv*.

On a donc l'algorithme :
Algorithme 1: Algorithme de Householder
Entrées : A= (Cy]---]Cy) € M, ,(C) (n = p)
Sorties : () unitaire et R triangulaire telle que A = QR
Al =A
pour k =1 a p faire
Notons A, = (aﬁj)m et a¥ = (aﬁk)kgign.

[

Prenons ¢/ le premier vecteur de base de R"7*,

5 H;, = (Ikl 0 )
' 0 Hla"— HakH —éf]
6 | Apqr = Hp Ay
retourner (Q,R) = ((H,---Hy)*, Api1)

EN|
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5.2 Systemes surdéterminés

Le probleme est le suivant :
Etant donnés A € M,, ,(C) et b € R™ avec n > p, on veut trouver z € RP
tel que || Az — b||, = min || Ay — b|,.
yERP

5.2.1 Conditions d’existence et d’unicité de la solution

THEOREME 5.5 [l existe une solution.

Démonstration. La projection orthogonale z de b sur Im(A) vérifie z = Ax
et x convient. m

THEOREME 5.6 Il y a unicité ssi A est injective.

Démonstration. Notons z = prma)(b). z € Im(A) donc z = Aw.
Si Ker(A) = {0}, il existe un unique x tel que z = Az et x convient.
Si Ker(A) # {0}, on prend y # 0 tel que Ay = 0.

On a alors A(z +y) = Az = z donc on a deux solutions. u

5.2.2 Equation normale

Lemme 5.6.1
x est solution du probléme ssi A*Az = A*b. (c’est une équation normale)

Démonstration.

x est solution du probleme ssi Vy € RP, || Ay — b||* > || Az — b|)?
ssi Vit € RVz € RP, ||Az 4+ tAz — b)) > || Az — b||?
ssi Vit e RVz e RP,#2||Az|)* + 2t(Az, Az — b) >0

Vt > 0,t]|Az|)” + 2(Az, Az — b) >

Vi < 0,t||Az||> + 2(Az, Az — b) <

ssi VzeRP (Az, Az —b) =0

ssi Vz e RP (2, A"Ax — A*D) =0

ssi A"Ax = A*D

ssi VZGR”,{ g

Remarque 5.2 Ker(A) = Ker(A*A) donc si Ker(A) = {0}, A*A € GL, et
on peut appliquer les méthodes précédentes. Mais on évite cette méthode car
A*A est moins bien conditionnée que A.
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5.2.3 QR

Par Householder, on décompose A sous la forme QR.

Pour y € R, [[Ay = bl| = [|QRy — bl| = [[Ry — Q"b]|.
Si Ker(A) = {0}, on pose R = <]?)1> et Q = (Q1]Q2) avec Ry € GL,,.

IRy — Q7b|” = [|Riy — (Q0)1|* + [(Q7D)2?

donc minimiser ||Ry — Q*b|| revient & minimiser ||Ryy — (Q*b)1|| donc a choi-
sir y = Ry H(Q*D).

Si Ker(A) # {0}, on permute des lignes, des colonnes et on extrait une
sous-matrice inversible.

5.3 Méthodes itératives

5.3.1 Méthodes basées sur des décompositions

On pose A = M — N avec M facile a inverser.

Pour résoudre Axr = B, on construit une suite (%), tel que 2° est quel-
conque et Vk, 281 = M~1(Nz* + B).

Si x converge vers T, on a MT = NT + B et AT = B.

THEOREME 5.7 Vz°, z converge ssi p(M~'N) < 1.
Démonstration. Voir TD |

Exemples :

e Jacobi, Gauss-Siedel, relaxation : voir TP

e Méthode de Richardson : M = 1] et N=M — A.
Si Sp(A) C R%, il y a convergence ssi o €]0, p(2 )[
Si Sp(A) C RZ, il y a convergence ssi —a €]0, [
Sinon, il n’y a pas convergence.

5.3.2 Meéthodes variationnelles

On va remplacer le systeme linéaire par la minimisation d’une fonction
f:R" = R tel que grad(f) =y +— Ay —b.
Dansle casde A€ S, f=y— <Ay‘y — (bly).
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Méthode de gradient a pas fixe

Pour minimiser la fonction, on va définir une suite de vecteurs qui va
tendre vers le vecteur qui atteint le minimum :

¥ € R”
Wk, 21 = 2% — pgrad(f)(a")

Si f est la fonction précédente, on retrouve la méthode de Richardson

avec M = i[n et on a convergence ssi u €]0, 2.

(4)
Dans ce cas, cherchons quel est le meilleur pas p.

Onax = A"'b, A= P'DP. Posons y* = Px*.

On a ||z* — z| = ||y* — Px|.
ek ek
De plus, e**t = oF 1l — g = 2% — (Ax* —b) — 2 = ek — pAer = (I, — pA)e*
donc ef = Pettl = P(I, — pA)ek = (I, — pD)ek.
Si on note A\; < --- < A\, les valeurs propres de A, le meilleur p est celui
qui minimise ¢ = p — Inax 11— pXil.

Notons ¢; = p+— |1 — pAy|.

¥, Pn Pi
1 _____
¥1
|
[
[
11
11
1 1
1 1 1
An HJOB& A A1
2
On a |1 - ,uoptimal)\1| = ‘1 - ,uoptimalkn‘ donc Hoptimal = VRS

Méthode de gradient a pas optimal

¥ e R"
Vk, okt = ok — gai(f)(xk) avec
i tel que f(2"+1) = mingex f(z* — pgrad(f)(a®))

g(w)
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g est convexe dérivable donc pf vérifie ¢'(u*) = 0. Si ¢ = p — 2% —

pgrad(f)(a*), on a :
6/ (1) = (grad (f) (@ () (1)) = {grad(f) ()| grad(f)(z*))

On peut remarquer que, comme ¢'(p*) = 0, {grad(f)(z*)| grad(f)(z**1)),
deux directions successives sont équivalentes.
De plus, si ¥ = Aa* — b, on a ¢'(u) = (r*, (I,, — pA)rk).
I [I*

Donc u’“ = TETAE)

Ce qui conduit a l'algorithme :
Algorithme 2: Calcul de la suite (%),

Entrées: A, b, 2° € R et r > 0

Sorties : La suite (2%)<p<,

1 pour k=1 a r faire
2 ri = AxF —b

— el
5o R Tnen)
a | =gk — g

5 retourner (7%);<p<,

THEOREME 5.8 Soit A € S;T(R).

La suite des (x%) converge pour tout o € R™ vers T = A~'b.

En notant e* = (2% —T), on a :

2
Hek+1HA (Aeht ek _ (c— 1)2

[ T e S e
avec ¢ = co(A).

Remarque 5.5 ¢ <1 donc & < 1 et on a une convergence géométrique.

<1 est proche de 1 donc plus la convergence

De plus, plus c est gmnd plus i

est lente.

Démonstration. La preuve repose sur le lemme admis suivant :

Lemme 5.8.1 (Inégalité de KANTOROVITCH)
Si A € S (R), dont les valeurs propres sont 0 < A\; < - -+ < A, alors, pour

tout x € R,
A
lz]* < (Az, 2) (A e, 2 \(/Al / 1> |T

PIERRON Théo Page 45 Tous droits réservés




CHAPITRE 5. SYSTEMES LINEAIRES

Soit £ > 0.
On a Ae* = Az% — AT = Azb —b=rF = —$k+;k_$k.
De plus, (Aeftt b+t — k) = —pF( Akt rk) = —pF(rk+L rk)y = 0.
Donc (AeFH ety = (AeF T k).
D’ou :
<A6k+1 6lc—|—1> — <6k+1 A6k>
= <6k - Tk:ukv rk>
= (k) Aek)y — 1 HT’“HZ
Donc :
ety L I
(Ack ek)y e’“ Aek)y (ek, Aek) (Ark, rk)
Or par le lemme, si ¢ = ’/\\" on a
2 4
kg k ko k ko k ko k 1 HrkH
(eF) AP (ArF Ry = (A71rP BV (Ark %) < | Ve + /- =
c
D’ou :
<A6k+1,6k+1)<1 1 P =2c+1  [c—1\?
Aek ek =S 2,7 2419 1 ( 1)
(Aek | ek) (\/EJF\/g)i 2+ 2c+ c+

1] 00 ] ave

Remarque 5.4 Dans le cas de la méthode a pas fize,
f(p) = max [1 — Ajpl.

1<i<n
On a po = 535 et fpo) =1 — pohs = 23%.
Et on a une convergence géométrique de raison J&
Donc algorithme du gradient a pas optimal converge plus vite. On s’en
doutait un peut.

Méthode du gradient conjugué

Le gradient a pas optimal repose sur les relations de récurrence :

2V e R?

ot = gk — pk (Axk — D)
——
Tk

p* qui minimise p > f(z* — pr®)

Plus généralement, on peut définir les algorithmes de descente par :
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— On choisit zg € R™ fixé.
— Pour k > 0, on choisit une direction de descente d* € R”
— on calcule le pas optimal dans cette direction : celui qui minimise p —»
f@h = pd").
Remarque 5.5 Le choiz d* = r* est optimal pour des petits pas mais ici on
autorise des grands pas donc ce n’est pas forcément la meilleure direction.
Pour obtenir la meilleure direction, on peut choisir d* en fonction de
20, ... 2k
L’algorithme est le suivant :
— On prend 2° € R™ fixé.
— A la premiére étape, on pose d° = ga}i f(z%), p° la pas optimal et
! =20 — p0d°.
~ A l’éia;pe k, 2% ..., 2% sont construits.
Si grad f(z*) = 0, c’est fini : 2* = 7.
Sinon, on prend z**! la valeur qui minimise f sur z* + F* avec F¥ =
— —
Vect {grad f(x°),..., grad f(a:k)}

k

k
En fait, on cherche z*+! = 2% + Z)\i gr—aglf(xl) qui minimise f. On s’est
donc ramené a un probleme de miﬁ;r?lisation dans un espace de dimension
kE+1. N
S&k fixé. Montrons que si grad f(z*) # 0, dim(F*) = dim(F*1) + 1 ie
que grad f(z*) ¢ F*.
En fait, grad f(z%) € (F*)*.

e S
En effet, % € 21 + F* donc 2% = 2" + ) "\ grad f(z").
i=0
k-1 5 A
On pose g(Agy ..., A1) = f (:pkl + Z)‘i grad f(:zc’))
i=0

On cherche le minimum de g.
La fonction g est quadratique a ceefficients positifs pour le termes de degré

2 donc il existe un minimum caractérisé par grad g(Ao, ..., Ap—1) = 0.
Or 22() Ai-1) = (grad f(z*), grad f (2
r 28 (g, M) = (grad f(2*), grad f(a')).
Donc

erad g, - Mer) = 0 ssi Vi <k — 1, (grad f(a"), grad f(2%)) = 0

Donc on a bien le résultat.
Finalement, au bout d’au plus n— 1 itérations, on converge vers ¥ = A~1b
car F,,_; = R" si on a pas convergé avant.
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Il reste & savoir si on sait calculer en pratique les 2. C’est possible : on
peut écrire cet algorithme sous la forme de méthode de descente avec un
calcul simple des dF.

L’idée est de poser w* = 2*+t1 — 2F. On peut montrer a partir du résultat
précédent que (Aw*, w') = 0 pour k # [ (on dit que les w* sont deux a deux
conjugués ie orthogonaux pour le produit scalaire associé a A).

Il suffit alors d’utiliser le procédé de Gram-Schmidt pour le produit sca-
laire associé a A pour trouver les d¥, c’est-a-dire qu’on orthogonalise la base

H .
des (grad f(z*));.
Algorithme 3: Gradient conjugué

Entrées : Une matrice A de taille n et un vecteur b
Sorties : La solution de Az = b

=

Prendre un xy € R".

2 dy:= Axg—b
3 pour k =1 a n faire

el
4 T T
5 Ty i= Tp — frdy
6 Tpe1 = 1y — ppAdy si . = 0 alors
7 ‘ Arréter la boucle et retourner z;
8 sinon

o [

10 retourner z,.

On pourrait croire que c’est une méthode directe. Mais elle nécéssite
2n3 4+ O(n?) opérations alors que Choleski fait %3 + O(n?).

Ce n’est donc pas une bonne méthode directe. En revanche, au bout d’un
petit nombre d’itérations, on a une bonne approximation de 7.

On montre l'estimation :

(AeF, eF) Ve—1 2"
(Ael; ev) s4 <\/E+ 1)

avec ¢ = ca(A).
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Chapitre 6

Approximation spectrale

, . .. , 2 2
L’équation d’une corde de longueur [ qui vibre est donnée par C%%Tg = ?97%

avec les conditions au bord U(0,t) = U(l,t) = 0et c = \/g (p : masse linéique,
T : tension)
u(x)

On cherche U(x,t) sous la forme u(z)v(t) et on trouve I’équation ;(x)
C%v;’(g) = X € R constant. On est donc amenés a résoudre un probleme aux
valeurs propres pour u. En deux dimensions, on peut faire pareil avec une
membrane.

Suivant les cas, on peut étre intéressés par les vecteurs et valeurs propres,
la valeur maximale/minimale, ou bien la valeur propre la plus proche d'un

scalaire donné.

On dispose de plusieurs méthodes qu’on va développer apres :

e (Calculer le polyndéme caractéristique et trouver ses racines. Clairement
impossible par du calcul exact. Et les méthodes itératives ont un pro-
bleme de stabilité numérique. En plus en général, on fait 'inverse : on
calcule le spectre de la matrice compagnon pour obtenir les racines du
polynéme.

e Méthode de la puissance

e Méthode QR

6.1 Conditionnement d’un probléme au va-
leurs propres

On a vu que si A = PDP~! avec D diagonale et si E est une matrice de
norme ¢ > 0, alors pour tout \. € Sp(A + E), il existe A € Sp(A) tel que
A=A < coo(P)e.
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C’est faux si A n’est pas diagonalisable :

Prenons A = (é }) et £ = ¢ (ZJ Z) Les valeurs propres de A + E
tendent vers 1 quand ¢ tend vers 0, mais a quelle vitesse ?

Soit A. € Sp(A+ E).

1—X.+ea 1+0be

0=det(A+E —\.1I,) = i I

=(1-=X)*+ (1= MN)e(a+d) +e%ad — ce — 2be
=(1-M\.)*—cec+ole)

Donc A\. = 1+ /ce + o(\/2).

Dans les blocs de Jordan de taille n, Ao = 1 4 w;(ca1.,)7 + o(e) avec w;
les racines n-emes de 'unité.

Sin = 4 est si les coefficients de A sont connus a 1078 pres, A est calculée
a 1072 pres.

Plus A possede de blocs de Jordan de grande taille, plus

Conclusion : I ,
le calcul des valeurs propres sera mal conditionné.

6.2 Méthode de la puissance

Entrées : Une matrice A
Sorties : La valeurs propre de plus grand module de A et un vecteur
propre associé

=

Prendre ¢° de norme 1. pour k > 1 faire

2 ok = Agh!
k xk
3 =
T k
4 M\¥ .= la moyenne des q,g_f—il pour j tel que qffl #0.

J

5 retourner \ et x

6.2.1 Cas diagonalisable

Remarque 6.1
o Si ¢ n'appartient pas a Uhyperplan engendré par les vecteurs propres
associés aux autres valeurs propres, alors il y a convergence.
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Comme ¢° est pris aléatoirement, et que [’hyperplan est de mesure nulle,
on a une convergence presque Sure.

o En général, (¢*), ne converge pas car si Amax = |M|e?, 2F = ¢Fe
tend vers x, qF ~ xe*® qui oscille quand \; ¢ R .

THEOREME 6.1 Soit A € A, (K) de valeurs propres A1, ..., \,. On suppose
que A admet une unique valeur propre (éventuellement multiple) de module

mazimal ie \y = -+ - = Ay et [ M| > [Appa| = = |\l
Notons (ul, ..., u™) une base de vecteurs propres associés unitaires.
Soit ¢° de norme 1. La suite (¢*) est bien définie et vérifie :
A
o lim (o)*¢" =z avec x un vecteur propre associé ) Ai et la vitesse
2k
7/ )\
de convergence est donnée par sz — ZL‘H = O(|f\—1“|k)
e lim HAqu = |\1| et pour tout j tel que % ne tende pas vers 0 quand
k—+o00 J
k+1
k tend vers l'infini, on a lim Y= ).
k—+oo 9j
Démonstration.
e Casp=1
n
On écrit ¢° = Zaiui avec ay # 0 par hypothese.
i=1
On a
ko _ N\ k, i k(o1 ok QA g
AR® =) aidjut = aq N (u' + ") avec vy, = Za—l()\—l) u
i=1 1=2

En particulier, A*¢° # 0 donc ¢* = ﬁi est bien défini pour tout k

|4%°]]

et ona:
PG Ayl 4ok
|| [Ar]* [[ul + v*|

q
Par hypothese, [A| > |\;| donc v* tend vers 0 avec Hka = O(|;\—f|k)
Notons &; = Hul +ka — ||t == Hul —i—ka —1.0na:

oul < ¥ = 003214

On a donc :

\F ap ul 4 oF a
He Dlgh = ST T Ty
A1 loa | [Jul +oF|| ]
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Posons x = %ul. |z|| = 1 et = est un vecteur propre associé a A;p.
On a aussi :
1 .k
ko |l u A+ 1
J## =l = | aramg ~
ul +oF — (1 — z—:k)ulH
B [t + v*|
’Uk - €ku1H
N 1+ €k
ka + e
<
1+¢g
2
Sl 4gy )\1
D’ou le premier point.
On remarque de plus que :
ag] < AL ol e
[ A% | [[A[*(1 + &)
De plus, si q;? ne tend pas vers 0, ujl #0etona:
x;ﬁl _ (AkJrlqO)j _ a1)\]f+1(ujl- ~|»’U;-€+1) Y
q) (Akq0); an A (u) + vF)
e (Cas p quelconque.
On a comme dans le premier cas : A*¢° = Za,)\k L= M(u o)

p k
avec U = Za ' # 0 et vF Z o < ) ) u'. Comme précédemment,
1

1=p+1
é | = 00122 %) et e = [u+ o] — [lull = O(122]*).
n en dedu1t que
kb ¥ = u+oF LY,
A [* w05 lull

avec x un vecteur propre associé a Aj.
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On a de plus l'estimation :

u+ ok — Hu + ka :cH
|+ = =] =
[+ v¥]]
vk — eka
 ull + e
2 [[ull
AN
[l + &
k
Apt1
=0 | |2
Le deuxieme point se démontre comme précédemment. ]

6.2.2 Cas non diagonalisable

THEOREME 6.2 Supposons que A ait une unique valeur propre de plus grand
module (éventuellement multiple) de module maximal et soit py le second plus

grand module des valeurs propres. Soit (u',... u™) une base de Jordan pour
A avec u' un vecteur propre associé a \i.
Si q° ¢ Vect {u?,... ,u"}, alors les suites q et z définies précédemment

k

sont bien définies et lim 2" = x avecx un vecteur propre unitaire associé a

k—+o0
A1 avec une vitesse en :

e O(3) si Ay est défective.
o Ok 1(£2)*) si Ay est non défective avec r la taille du plus grand bloc

1]
de Jordcm1 associé aux valeurs propres de module ps.
On a aussi klirJP HAqu = |A\1| et pour tout j tel que q;? ne tende pas vers
—+o00
0, ona:
£
lim ]k = )\1
k—+o0 qj
Démonstration.
e Si \; est non défective :
Al 0 e 0
J=pap=| 0 I
: .. 0
0 e 0 J,(N\)

avec J,..(\;) le bloc de Jordan de taille r; associé a la valeur propre A;.
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J* est digonale par blocs et on a :

J* JE (A JE (A
- = diag <Im, TQ(k2>,..., ”<kp)>
AT AT AT
ou les blocs diagonaux sont, pour k& > r; :
AL kA
(}\1) P (r,—l) P
ZACO N 0 0
Ak 0
k
0 o ()

Dans chaque bloc, c¢’est le terme en position (1,r;) qui est prépondérant
quand k — 4o00.
st (I
Donc N — (0 0
& )\k—r2+1 .
de la forme (r271) 27— avec Ay tel que py = |A2| et 7o la taille du plus
1
grand bloc de Jordan associé aux valeurs propres de module ps.
Ainsi, si P7lqy ¢ Vect {u™ ™t ... u"} et si les suites ¢ et z sont dé-

k _ Aooqo _
- g = £x% avec A, =
[l AscqO| 0

et le terme qui tend le plus lentement vers 0 est

finies comme précédemment, on a z

I, 0
0 0

De plus, la vitesse de convergence est donnée par :

k)
o Si \; est défective :
Soit J,(A;) un bloc de Jordan associé a A; et (ul,... u") une base
associée. On a, pour i € [1,7] :

P P! et z un vecteur propre associé a ;.

X

- ol = 0 (113

Jkuz _ (Z N 1) )\llcflJrlul 4 <Z B 2) )\lf*ZJrluQ 4t )\Ilc i

o F ki (0 i1 2 1
- (i—l)Al (u T +O(k))

Nk
Quand k — 00, |/\)‘11‘,€ ||jizi|| — u' avec une vitesse en O(3). De méme,

pour les autres vecteurs de base associés aux autres blocs de Jordan, on
a comme précédemment, J*u® — 0 avec une vitesse en : O(k”_l\;‘—ﬂk).
[ |
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Remarque 6.2 La convergence est fortement dégradée, surtout si Ay est dé-
fective.

6.2.3 Méthode de la puissance inverse

Si A est inversible, on cherche la valeur propre de plus petit module.
On applique la méthode de la puissance & A~
En pratique, on ne calcule pas A~!, mais on applique I'algorithme suivant.

Entrées : Une matrice A
Sorties : Sa valeur propre de plus petit module et un vecteur propre
associé

Prendre ¢° aléatoire pour k > 1 faire
Résoudre Az* = ¢!

N =

k zk
3 q" =
o]
4 Prendre \¥ la moyenne des g'm% avec j tel que :cf # 0.

J

5 retourner )\, z*

Pour la résolution des systemes linéaires, on utilise une décomposition
PLU de A.

Variante : On peut calculer la valeur propre la plus proche de u € C
donné. Il suffit d’appliquer la méthode de la puissance inverse a A — ul,.

6.3 La méthode QR

Remarque 6.3 (C’est une méthode trés performante, y compris pour calculer
les racines d’un polynome via la matrice compagnon.

On voudrait un algorithme qui trigonalise A.

Par D'algortihme d’Householder, on peut décomposer A sous la forme
A =QR. Mais R et A n’ont pas les méme valeurs propres.

On a A = QRQQT. Posons Ay = RQ. On peut réitérer : Ay = Qo Ry =
Q2 R2Q-QF donc on pose Az = RyQo,. ..

6.3.1 Premieére stratégie (Jacobi, 1846)

THEOREME 6.3 Soit A € A, (R). Notons Sp(A) = {\1,..., \n} avec |\| >
[Ag| > -+ > |\, > 0.

Si A= PDP~! avec P admettant une décomposition PLU, alors :

o La suite (Ag) vérifie ((Ag)ii)r converge vers \; pour tout i.
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o La suite ((A)i ;)i tend vers 0 sii > j.

Remarque 6.4 1l existe des améliorations qui garantissent la convergence
dans des cas plus généraux.

Démonstration.
e Ona Apy1 = RpQr = QF AxQr = QL AQy, avee QO = Q1 -+ - Q.
On a A= QR donc A¥ = (Q1R1)k = Q1(Ri1Q1)" 'Ry = Q1 A5 ' R,.
Par récurrence, on a A* = (Q-+- Q) (Ry -+ Ry).
e On a, d’autre part A¥ = PD*P~'et P=QR et P~' = LU.

Donc :
AF = QRDFLU
= QRD*LD*R™' RD*U
=QkRk
= @Qk 'RkRDkU
—— ———
€0n €T, de diagonale Ay
On a AF = QQuA, AL 'R, RD*U avec Ay, = diag(ov, ..., ap) ol oy =
€0n erHt
| /\k (\¥ sont les coefficients diagonaux de Ay).
e Par unicité de la décomposition QR, (Y = @Qk]\k et Ry ---Ry =
A'RLRD*U.

Montrons que 9y — I,,.

On va montrer que RD*LD R~ — I, ie D*LD* — I,.

DFLD* est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale. Ses
ceefficients non diagonaux non nuls m ; valent ( )kLZ j qui tend bien

vers 0 car |[\;| < |A;| pour tout i > j.
De plus, Qy est une suite de O,, donc elle admet une sous-suite conver-
geant vers Q € O,,.
Qo) — Q et Quuy Ry — I donc Ry — or.
or est orthogonale et triangulaire donc Q =1,
e On a donc QkA — Q
Ona A, = AkAkHA’ = AkQTAQkA — QT AQ.
Donc A}, — QTPDP~'Q = RDR™ qui est triangulaire supérieure
dont les ceefficients diagonaux sonc les \;.

o AL, = (a;j)m avec a;j = g—;am et |oy| = || = 1.
Donc |a; ;| = |ai |-
Donc (A/H-l)i,i = aé,i — )\Z et |(Ak+1)i,j| —0si?> j |
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Ai

A

>\.
= max |5, on a une convergence
1<isn—1"' A

Remarque 6.5 FEn notant r = max
1>

en O(r").

6.3.2 Deuxieme stratégie

On modifie 'algorithme de Householder : on prend H; matrice de Hou-
@11 k- Kk

«
seholder telle que H 1AH1T =1 0

En itérant, on construit une suite de matrices Hy,..., H,_ o telle que
Q = Hn72 cee H1 vérifie :
*
* *
QAQ" = |0
0 -+ 0 x =x

En particulier, si A est symétrique, QAQT aussi sont QAQ7 est tridiago-
nale symétrique et on peut calculer ses valeurs propres en utilisant les suites
de Sturm.
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