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Chapitre 1

Espaces vectoriels normeés

1.1 Rappels

On pose E un espace vectoriel sur K € {R, C}.

Définition 1.1 Norme On appelle norme toute application £ — R telle
que :

eVeeFE ||z|=0=2=0

e Vz e EXNeK, || Az| = |A| ||zl

o Va,y € E, |z +yll < [[z]] + |yl

Définition 1.2 Normes équivalentes Deux normes N7 et Ny sont dites équi-
valents ssi il existe a, f > 0 tels que pour tout x € E, aN;(z) < Nay(x) <

Proposition 1.1 Deux normes sont équivalentes ssi les topologies sont
équivalentes.

Démonstration.

< By(0,1) est un ouvert de (E, N;) donc il existe r > 0, B1(0,7) C
B(0,1) donc pour tout x € E, Nz(m) < 1et Ny(z) < 2rNy(z).
Par symétrie, on a le résultat.

= Soit = € By(0,1).
Pour tout y € E, Ni(z—y) < 2N(z—y) done Ny(y) < Ni(z)+ Ny (z—
y) < Ni(z) + s No(z —y) < 1+ L.
Pour r assez petit, on montre bien que Bs(y,r) C B1(0,1). [

Remarque 1.1 La topologie de la norme est a base de voisinages dénombrable.
Les valeurs d’adhérence et le fermés se caractérisent donc par des suites.

Proposition 1.2 Si dim(FE) < oo, toutes les normes sont équivalentes.



CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMES

Démonstration. On fixe une base (ej,---,e,) de E. On définit |zf =
n

max |z;| avec z = inei.
! i=1

n
Si on prend une deuxiéme norme, on a ||z < C'||z|| avec ¢ =Y _ [|e;]].
i=1

x > ||z|| est lipschitzienne donc continue pour la norme |[|-||__.

B4 (0,1) est compacte donc la sphére associée 'est aussi donc z + |||
pour z dans la sphére atteint son minimum (qui est strictement positif) sur
la sphere.

Il existe donc m > 0 tel que pour tout € S, ||z|| = m. On trouve ainsi,

pour tout z € E \ {0},

WH > m qui assure le résultat. ]
o0

Définition 1.3 Espace de Banach (E,||-||) est un Banach ssi il est complet
pour le distance associée ||-||. Ceci est par exemple caractérisé par le critere :
toute série absolument convergente est convergente.

Définition 1.4 Séparabilité Un espace métrique est séparable ssi il contient
une partie dénombrable dense.

Exemple 1.1 Sont séparables les espaces suivants :
e les evn de dimension finie
e les espaces compacts

Définition 1.5 Partie totale Soit D C E. D est une famille totale ssi
Vect {D} = E.

Proposition 1.3 Un evn E est séparable ssi il contient une famille totale
dénombrable.

Remarque 1.2 On peut ajouter la liberté de la famille totale dénombrable a
cette équivalence.

Définition 1.6 On notera L.(F,F) l'ensemble des applications linéaires
continues, £’ = L.(E,K).

On définit la norme triple habituelle. Si F' est un Banach, L.(F, F') l'est
aussl.

Définition 1.7 Topologie faible % Il s’agit de la topologie la moins fine qui
rend continue les évaluations :

E — K
ey
u = u(z)

Remarque 1.3 Soit uw € E'. Une base de voisinages est donnée par ({v €
E' i e [1,n],|v(z;) — u(z;)| < €i}e;500,cm, 1 € N).

PIERRON Théo Page 2 Tous droits réservés



1.2. FONCTIONS CONTINUES SUR UN COMPACT

En particulier, u, — u pour la topologie faible x ssi u,(x) — u(x) pour
tout © € E. La convergence pour la norme implique celle pour la topologie
faible x. Enfin, un ouvert pour la topologie forte est un ouvert pour la topologie
faible.

THEOREME 1.1 BANACH-ALAOGLU Bp = {u € E', |ju|| < 1} est compacte
pour la topologie faible *.

Démonstration. Si u € B, alors pour tout = € E, |u(x)| < ||z|.
Soit I : E' — [ K.
el
I(Bg/) C [[C. avec C, = [ ||z]|, [|z]|] ou D(0, ||z||). Donc C, est com-
reE
pact dans K.

Par Tychonov, H C, est compact pour la topologie produit.
zel
Or la topologie faible * est la restriction a E’ de la topologie produit. Il

suffit donc, pour conclure, de montrer que I(Bg/) est fermé pour la topologie
produit.

Or I(Bpg) est une intersection de fermés (pour le topologie produit) de
la forme Ker(e, 1, — e, —¢e,) et Ker(ey, — Aey). Ainsi, I(Bpg) est fermé dans
un compact, donc compact, et il en est de méme pour Bg: (pour la topologie
faible ). n

Remarque 1.4 Il y a une preuve plus simple si E est séparable (comme pour
Tychonov).

1.2 Fonctions continues sur un compact

On prend X un espace métrique compact.

Proposition 1.4 C°(X) est un espace de Banach pour ||f|| = sup |f(z)].
zeX

Proposition 1.5 C°(X) est séparable.

Démonstration. Pour tout n # 0, X est compact donc il existe z7,..., 2}
k
" 1
tel que X C | JB(af, —).
i=1 n
On définit
(; —d(@,2}))"
(pkm(l’) = En 1
Z_d ny)+
>, 1)
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CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMES

avec at = max{a,0}.
kn
On a0 < ¢p, < 1, Z@k,n = 1, ¢p, continue et nulle en dehors de
k=1
B(ag, 5)-

kn
On pose D = |JJ {¥rns} qui est dénombrable. C’est aussi une famille
n k=1
totale : si f € C°(X) et € > 0, on sait que f est uniformément continue donc

il existe n > 0 tel que

Soit n tel que E < 1. Posons g(z Zf Jpin(x). On a

kn

f@) = gla) =D _(f(z) — f(27))pin(z)

i=1
kn

puisque Z%‘,n =1.
i=1
Dans cette expression, ¢;,(z) = 0 sauf si x € B(al, %) Dans ce cas,

[f(x) = flai) < e
Donc |f(x) ez%n =e. m

Définition 1.8 Soit A une partie de C°(X, R).
A est séparante ssi Vo # y, 3f € A, f(z) # f(y).
A est réticulée ssi Vf,g € A, sup(f,g),inf(f,g) € A.

THEOREME 1.2 Soit A un sous-espace vectoriel de C°(X,R).
Si A est séparante, réticulée et contient les constantes alors A est dense

dans C°(X,R).

Démonstration. Soit f € C(X,R) et € > 0. On veut qu'il existe g € A tel
que |f(z) — g(x)| < € pour tout z € X.
Soit x € X fixé pour le moment.

Lemme 1.2.1
Pour tout y # z, il existe f, € A tel que f,(x) = f(x) et f,(y) = f(y).

Démonstration. A est séparante donc il existe h € A tel que h(z) # h(y). A
contient les constantes donc on peut chercher f, sous la forme Ah + p. On

veut :
{Ah(x) tu = fla)
M(y) +u = f(y)
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1.2. FONCTIONS CONTINUES SUR UN COMPACT

Comme h(z) # h(y) le déterminant du systeme est non nul donc il en
existe une unique solution. [

Soit Oy, = {2z € X, f,(2) > f(2) —e}. f, est continue donc O, est ouvert.

De plus, O, contient x et y donc X = U O,.
y#z
X est compact donc il existe yq,...,y, tel que X = UOyi. Soit g, =
i=1

sup(fy., -+, fyn). Comme A est réticulée, g, € A.

Par construction g,(z) > f(z) — ¢ pour tout z € X et on a g,(z) = f(x).

Posons Q, = {z € X,g.(2) < f(2) +¢}. Q, est un ouvert contenant x
donc X = U Q.

zeX
n
Il existe maintenant xy,...,z, € X tel que X = UQJCz Soit h =
i=1

inf(gl‘m e 7g$n)
h € A car A est réticulée et on a de plus h(z) — f(z) < € pour tout z € X.
<

Par définition de h et des g, on a |h(2) — f(2)] < e. n

Exemple 1.2 Les fonctions lipschitziennes sont denses dans C°(X,R).

THEOREME 1.3 STONE-WEIERSTRASS Soit A une sous-algébre de C°(X,R)
séparante et contenant les constantes. Alors A est dense dans C°(X,R).

Démonstration. A est aussi une sous-algeébre séparante qui contient les fonc-
tions constantes. On veut montrer que A est réticulée.

On remarque que sup(f, g) = H%‘f_*g‘ (on a I'analogue pour 'inf) donc
il suffit de montrer que si f € A, |f| € A.

Il existe ¢ > 0 tel que pour tout x € X, —c¢ < f(x) < ¢. On utilise que
t — |t| est limite uniforme de polynémes P, sur [—c, c].

Par passage a la limite, si f € A alors |f| € A. Ce qui assure le résultat. m

COROLLAIRE 1.1 L’ensemble des fonctions polynomiales est dense dans
C'(X,R).
Remarque 1.5 Dans le cas complexe, on a des problemes puisque [’adhé-

rence des fonctions polynomiales d’une variable complexe est incluse dans
I’ensemble des fonctions holomorphes.

THEOREME 1.4 Soit A une sous-algébre de C°(X,C) séparante, contenant
les constantes et stable par conjugaison. A est dense dans C°(X,C).

Démonstration. Soit Ag = {f € A,Vz € X, f(z) € R}.
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CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMES

On remarque que si f € A, R(f) %? et 3(f) = % donc R(f),(f) €

A.

Ag contient les constantes et est séparante : si x # vy, il existe f € A tel
que f(x) # f(y) et R(f) ou I(f) sépare z et y.

Donc Ag est dense dans C°(X,R). Ainsi, Ag + iAr C A est dense dans
C°'(X,R). ]

Exemple 1.3 A= {Zakzk + bkik} est dense dans C°(S!) = C°(R/2r7Z).

k=0

1.3 Compacts de CY(X)

On prend X un métrique compact et on considéere C°(X,Y) avec Y un
métrique ou bien C°(X, F) avec E un evn.

Définition 1.9 F C C°(X, E) est équicontinue ssi
Ve e X, Ve > 0,3V eV, ,Vye VVf e F | f(x)— fly)| <e

THEOREME 1.5 Comme X est compact, une famille équicontinue est uni-
formément équicontinue :

Ve > 0,3V €V, Y(z,y) € VA Vf € F||f(z) - fly)l < e

THEOREME 1.6 AscoLl Soit F C C°(X, E).

F est relativement compacte dans C°(X, E) ssi les deux conditions sui-
vantes sont vérifiées :

e Vac X, F, ={f(x), f € F} est relativement compact dans E

o [ est équicontinue

Démonstration.
= L’application 7, : f — f(z) est continue donc 7,(F) est compact et
F, C m,(F) est compact.
Soit € > 0. F est compacte. Il existe donc fi,..., f, € C°(X, E) tel

que F C [ JB(f;,2).
i=1
La famille de fonctions continues fi, ..., f, est équicontinue donc
Ve > 0,30 > 0,Vy € B(x,0),Vi € [1,n], | fi(x) — fi(y)|| < e

Pour tout f € F il existe i tel que || f(y) — fi(v)|| < € pour tout y € X.
Donc pour tout y € (z,9),

1F () = F < [1f () = fil@) [+ filz) = L)1+ 1Y) — F@)l < 3¢

Donc on a bien I’équicontinuité.
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1.3. COMPACTS DE C°(X)

< On a une injection de C°(X,E) < EX. On a donc F < [[ F, —

reX

H F,. Or, pour tout x, F, est compact dans E donc le produit précé-
reX
dent est compact dans EX muni de la topologie de convergence simple.
Soit F la fermeture de F pour cette topologie. F est compact. Pour
conclure, on montre que F € C°(X,E) et la restriction a F de la
topologie produit coincide avec la topologie forte de C°(X, F).
Par équicontinuité, on a que F C (| {f,|f(z) = f(y)] < e} =
y€B(x,9)

(N {/. lm(f) — my(f)|| < e}. Cet ensemble est une intersection de
y€B(z,9)
fermés donc un fermé (pour la topologie de EX). On a donc que pour
tout f € F et pour tout y tel que d(z,y) < 8, on a || f(z) — f(y)| < e.
Ainsi, les fonctions de F sont (équi)continues en .
Pour montrer le deuxiéme point, il suffit de montrer qu’un ouvert pour
la topologie forte est ouvert pour la topologie produit (restreintes a F ),
ie que pour tout € > 0 et fy € F’, Boo(fo,e) N F contient un voisinage
de 0 pour la topologie produit.
F est équicontinue donc uniformément équicontinue donc, si € > 0
est fixé, il existe & > 0 tel que pour tout x,y € X2 d(z,y) < 6 =

| f(x) — f(y)]| < &/3 pour totu f € F.

De plus, X est compact donc il existe zq, ..., x, tel que X C U B(x;,6).
i=1

Posons alors V' = {f € F, Vi, || f(x;) — fo(x:)|| < 5}, intersection finie

d’ouvert de la topologie produit donc un ouvert (contenant trivialement

0). Il reste a vérifier que V' C B(fy, €).

Soit f € V. Pour tout y € X, il existe i tel que d(z;,y) < ¢ donc pour

tout f € F, ||f(x:) — f(y)|l < 5. On a alors

17 () = fo)Il < 1 () = F@)ll + 1S (i) = Solwa)ll + [l fo(z:) = fo(y)ll

Comme on est sur un compact, ||f — fo||,, <& donc f € B(fo,e). =

Remarque 1.6 La démonstration marche dans le cas C°(X,Y).

Exemple d’application : Soit K un compact de R, (f,), € C°(K,R)N.
Pour extraire une sous-suite qui converge uniformément, il suffit de véri-
fier les deuz points du théoréme d’Ascoli. C’est en particulier vrai si on a
supsup | fn(z)| < 0o ou supsup || D f.(x)] < oo.

L’intérét de Y métrique est d’utiliser la topologie faible x car si on munit
l’ensemble d’arrivée de cette topologie, il n’est pas métrisable, mais si on se
restreint a sa boule unité, ca devient métrisable.
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CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMES

1.4 Espaces L*

1.4.1 Densités

On se place dans LP(£2) avec € un ouvert de R™, pour la mesure de
Lebesgue.
THEOREME 1.7 RIESZ-FISCHER Sip > 1, LP est un Banach.
THEOREME 1.8 L’ensemble C°(Q) est dense dans LP(Q) si p # oc.
COROLLAIRE 1.2 LP est séparable pour p < o0o.

Démonstration. On peut écrire ) = UKn avec K, compacts croissants
neN

(K, C K;Ll). (I suffit de prendre K, = B(0,n) N{z € Q,d(z,Q°) > 1}
On sait que C°(K) est séparable pour tout K. Pour tout n, C(K, 1)
contient une partie dénombrable dense F, 1 (pour la norme infinie). Il existe

0, € CY tel que , = 1 sur K, et supp(¢,) C K1 (Il suffit de prendre
d(z,K; )

Spn(x) = d(I,Kn)+d(x’KTCL+1) .

Soit F' = U (pn X F,y1) est bien une famille dénombravle dense dans L?
neN
puisque C.(2) est dense dans LP. n

Démonstration du théoréeme 1.8. La famille

S = {ZailAw ‘Az‘ < OO,AZ‘ € %(Rn)}
i=1

est dense dans LP.

I1 suffit donc de montrer qu’on peut approcher 14 par une fonction conti-
nue a support compact.

Soit A € A(R") tel que |A| < oco. La mesure de Lebesgue est réguliere
donc pour tout A € Z(R"), |A| = sup |K| = inf |U].

KCA AcCU

Soit € > 0, il existe K compact et U ouvert tel que K € A C U et
U\K|<e.
Il existe ¢ continue tel que ¢ = 1 sur K et suppy C U.

||<P—1A||Z=/U\K|90(ﬂf)—1A($)Ipdx<2”|U\K| < 2% m

Remarque 1.7 Le résultat reste vrai pour LP(X,du) avec p réguliére et X
o-compact.

Proposition 1.6 L* n’est pas séparable.
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1.4. ESPACES L”

Lemme 1.8.1
Soit F un evn. S’il existe une famille non dénombrables (O;); d’ouverts dis-
joints, alors E n’est pas dénombrable.

Démonstration. Si E est séparable, il existe (x,) dense donc pour tout 4, il
existe n; tel que x,, € O;.

Alors @ +— n; est injective car les O; sont disjoints. Mais alors I est dé-
nombrable. Contradiction. |

Démonstration de la proposition 1.6. Pour tout a € €, il existe r, > 0 tel
que B(a,r,) C Q. On pose O, = {f € L=, ||f — 1B, ‘OO <3}

O, est ouvert, {2 n’est pas dénombrable (sauf s'il était vide, ce qui est
inutile). Par séparation de €2, on peut choisir les r, suffisamment petits pour
que O, N O, = @ si a #b. D'ou le résultat. [ ]

THEOREME 1.9 C2° est dense dans LP pour p # oo.

Démonstration. On a déja vu que C.(Q) est dense dans LP pour p # oco. Il
suffit donc d’approcher toute fonction de C.(€2) par une suite de fonctions
C2° en norme p.

Soit p, une identité approchée et f € C.(£2). On note K = supp f C Q.
On pose

ful@) = [ pale = 9)f () dy

fn est C* (dérivation sous lintégrale). supp(f,) C supp(f) + B(0,+) C
K+ B(0,+ CQ.

Il reste a montrer que f, — f dans LP.
Lemme 1.9.1
Soit h > 0. On pose 7,f : x — f(z + h). ALors 7,f — f dans L”.

Démonstration. Soit f € LP et e > 0. Il existe g € C.(R?) tel que ||f — gll, <
€.
g est uniformément continue donc il existe 6 > 0 tel que pour tout (z,y) €

R Jlz —y|| <6 = [lg(x) —g(y)| <e.
Donc on a :

I f = fll, < lmn(f = 9, + [1f = gll, + lIng = gll,

<25+(/ \ﬂx+h»—ﬂ@?¢ﬁ
K+B(0,1)

<2 +¢|K+ B(0,1)]
<2e+¢|K + B(0,1)]

Bl= Y=
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CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMES

pour |h| < 9. u

On a alors
=112 = [ | [ o) s@ = ) dy - p(a)| do
= [[[ ook =y - sy |

HOlder/ (/pn dy) /pn ) f(x—y) = f(x)]" dy dx

:/Q/pn I f(x—y)— f(2)]"dyde

dx

Soit € > 0. Par le lemme, il existe 6 > 0 tel que pour tout h, |h| < 0 =

I = 71, <.
wm—ﬂ@<4¢4w/Wﬂx—w—fmwwx®

Hf e /fo— )= F@)lP dudy
y|>5
<ﬁ+?wm/ puly) dy
ly|>&
<ef
a partir d'un certain rang. |
Remarque 1.8 Pour la démonstration du théoréme, il suffi de montrer par

troncature que les LP sont denses dans LP.

1.4.2 Criteres de compacité

THEOREME 1.10 Soit Q C R™. Soit w relativement compact inclus dans (Q,
F un sous-ensemble borné de LP pour p < co. Si de plus,

Ve > 0,30 > 0(6 < d(w, ), Vh,Vf € F,|h| <5 = |mf — [, <
Alors F|,, est relativement compact dans LP(w).

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer {2 borné.
Si f € LP, on note f fla. f € LP et supp [ est compact.
Onavuquepn*f%fdanst
De plus, & n fixé, soit F, = {p, * [, f € F} (F ={f,f € F}).
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1.4. ESPACES L”

Pour tout g € F,,, g € C°(K) avec K = supp f+ B(0,1). Donc, pour tout
r € K,

oo F@ = | [ pule=)fydy| <loall [ [ Fw)] ay

<ol | ], < Noelloo M

avec L = sup [ F[| . Dot :
fer

0pn

Apn % ) 1
‘M /Suppfg(fc ~y)f(y) dy‘ < KWM

Oz « ‘ B

avec KV = sup [[Vpnll,,
supp f
Donc a n fixé la famille F,, = {p, * F } vérifie les hypotheses d’Ascoli,
donc est relativement compacte dans C°(K) donc aussi dans LP.
LP(w) est complet donc il sufﬁt de vérifier que pour tout € > 0, il existe

fi,--, fx € LP(w) tel que F|, C UB fi,€)

-1 <5

11 suffit de montrer que la famille F,, = {p, * 1. f € F'} peut étre recouverte
par un nombre fini de boules de rayon .

Or on sait que F,, C C°(w). De plus on a l'existence de C,, tel que pour
tout @ € [1,n], et tout f € F,, < Ch.

Par Ascoli, F,, est relativement compacte dans C’O(_), donc F;, peut étre
recouverte par un nombre fini de boules de rayon en norme uniforme.

$

2|w| »

Donc F;, est recouverte par un nombre fini de boules de rauon § en norme

. 1
L? puisque [|f — fill, < [w? [[f = fill co- "

COROLLAIRE 1.3 Sous les mémes hypothéses, et en ajoutant
Ve > 0,3w ouvert relativement compact de QLVf € F,||[F|pq_) <€

alors F' est relativement compacte dans LP(€).

Démonstration. Soit € > 0. il existe w ouvert relativement compacte de €2
telle que pour tout f € F, ||f||Lp @) S5
Par le théoreme précédent, F'/w est relativement compacte dans LP(w

donc il existe f1,..., fr € LP(w) tels que F' C UBLp (fi, —).

=1
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CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMES

Posons ﬁ = fil,. On a F C UBLp f27 e) donc F' est relativement
i=1
compact dans LP(€). u

1.5 Espaces de Baire, théoréemes de Banach

Définition 1.10 Soit X un espace topologique. On appelle G une inter-
section dénombrable d’ouverts et F, une réunion dénombrable de fermés.

THEOREME 1.11  Soit X un métriqgue complet. Une intersection dénom-
brable d’ouverts denses est dense et si X est une réunion dénombrable de F,,
fermés, alors un des fermés est d’intérieur non vide.

Démonstration. La deuxieme assertion est une conséquence directe de la pre-
miere.

Soit (O,), une suite d’ouverts denses. Soit € X et V un voisinage
ouvert de x

Oy est dense donc il existe zg € VN Oy. Vo =V N Oy est ouvert done il
existe 1 > 1o > 0 tel que B(xg,79) C V NOy.

Par récurrence, pour tout n € N, il existe z,, € V,,_1 N O, (car O, est
dense) et il existe % > 71, > 0 tel que V, := B(x,,r,) C V1 NO,.

On a donc une suite V,, d’ouverts non vides et (V},),, est une suite dé-
croissante de fermés dont le diametre tend vers 0. Comme X est complet,
I'intersection des V;, est un singleton {y}. Donc tous les O, intersectent tous
les voisinages de .

[ ]

Remarque 1.9 C’est aussi vrai si X est localement compact. Il suffit alors
de choisir les V,, compacts et on utilise qu’une intersection décroissantes de
compacts de diamétre qui converge vers zéro est non vide.

THEOREME 1.12 BANACH-STEINHAUS Soit E un Banach, F un evn et (T;);
une suite de L.(E, F).
Si pour tout x € E, sup ||T;z|| < oo alors sup ||T;]| < oo.
iel icl

Démonstration. Soit F,, = {x € E,Vx € I,|T;z|| < n}. On écrit F, =

ﬂT (Bp(0,n)) qui est une intersection de fermés et on a par hypothése,
iel

E=JF.

neN

Donc il existe nyg € N tel que F,,, # @ par Baire donc il existe y € E et
r >0 tel que B(y,r) C F,.
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1.5. ESPACES DE BAIRE, THEOREMES DE BANACH

Pour tout z tel que ||z|]| < r, y + 2z € F,, donc pour tout i € I,
IT:(y + 2)|| < np. On a la méme assertion avec y — z donc on a

2| T(2)ll = | Ti(y + 2) — Ti(y — 2)|| < 2no

Donc pour tout z tel que ||z|| < r, onasup ||T;z|| < ng et par homogénéité,
icl

sup || T;|| < o, m
iel

COROLLAIRE 1.4 Soit E un Banach, F un evn, (T,,), € L.(E, F). Si pour
tout x € E, T,,x converge vers T'x alors T est linéaire continue.

Démonstration. Pour tout x, sup ||T,z| < oo puisque T,z — Tz dans F.
n
Par Banach-Steinhaus, sup ||7,,|| < co. Or on a ||Tz| = lim ||T,z| <
n

sup,, [| Tl [J]]-
Donc T € L.(E, F) et ||T]| < sup, ||T.| < occ. u

THEOREME 1.13 APPLICATION OUVERTE DE BANACH Soit E, F deur Ba-
nachs, T € L.(E, F) surjective. Alors T est ouverte

Démonstration. 11 suffit de montrer que T'(Bg(0,1)) est ouverte. T" est sur-
jective donc
F=JT(Bp(0,n) = |JT(Br(0,n))

neN neN

Il existe donc ng tel que T'(Bg(0,ng)) soit non vide donc il existe y € F,
r > 0 tel que B(y,r) C T(Bg(0,ng)).

On remarque que Bg(0,ng) est symétrique et convexe donc, comme 7' est
linéaire, T'(Bg(0,n)) aussi et T'(Bg(0,n)) aussi.

Pour tout z € Bg(0,7), y + 2 € B(y,r) C T(Bg(0,n0)) donc z = %= —
52 € T(Bg(0,n0)) donc B(0,7) C T(Bg(0,ng)).

Par dilatation, comme T est linéaire, on a aussi B(0, 7) C T(Bg(0,%2))
pour tout n. On va montrer que B(0,7) C T(By(0,2ny)).

Soit z € B(0,r). Il existe ;1 € Bp(0,ng) tel que ||z — Tx|| < 5. 2—Tx; €
B(0,%) donc il existe zo € B(0, 52) tel que ||z — Tz — Tas|| < §.

Par récurrence, on construit (z,), tel que pour tout n, z, € B(0, 32) et
o =Twy — ... = Tay,|| < 5.

Or la série des z,, converge normalement donc z = Yz, vérifie ||z]| <

neN
2ny. On obtient donc que z = Tz donc z € T(Bg(0, 2ny)).

Ainsi, B(0,7) C T(Bg(0,2ng)) donc T' est ouverte. u
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CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMES

COROLLAIRE 1.5 ISOMORPHISME DE BANACH Soit E, F deux Banachs,
T € L.E, F) bijective. Alors T' est un homéomorphisme.

COROLLAIRE 1.6 GRAPHE FERME Soit E, F deuz Banachs, T € L(E,F).
Alors T est continu ssi G(T) = {(z,Tx),z € E} est un fermé.

Remarque 1.10 Pour montrer que T est continu, il suffit de vérifier que si
Tp —x et Tx, —y alorsy =Tx.

Démonstration. L’implication = est claire. Montrons l'autre. Si G(T') est
fermé, G(T') est un Banach.

Par le théoréme, m : (z,y) — x est bijective donc sa réciproque est
continue. Comme 7 : (2,y) — y est continue, T = m o 7 ! est continue. m
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Chapitre 2

Dualité — Espaces réflexifs

2.1 Forme algébrique de Hahn-Banach

THEOREME 2.1 HAHN-BANACH Soit E un espace vectoriel, p : E — R tel
que pour A > 0, p(Az) = Ap(x) et p(x +y) < p(z) + p(y).
Soit G un sev de E et g : G — R une application linéaire inférieure a p.
Alors il existe f : E — R linéaire telle que flg =g et f < p sur E.

Démonstration.
1. Si E = G & Rz, on prend a a choisir tel que f(z + txg) = g(z) + ta
pour tout z € G.
On va montrer qu’on peut choisir @ pour que f(y) < p(y) pour tout
y € E. On veut f(z 4+ tzg) < p(x+ tay).
11 suffit d’avoir g(x) £ o = f(x + x¢) < p(x £ 20), ce qui équivaut a

igg(g(ﬂf) —p(z —0)) < o < inf (p(z +20) — g(2))

On peut donc choisir « ssi sup(g(z) —p(x—1z0)) < igé(p(a:—i—:co) —g(x)).

zelG
Or pour tout y,z € G, g(y+2) = g(y) +9(2) < ply+2) < ply —x) +
p(z + o)
Donc g(y) — p(y — xo) < p(zo + 2z) — g(2) ce qui assure l'inégalité
recherchée.
2. On considere X = {(f, F'),G C F, f|c = g avec f linéaire et f < p sur

On dit que (f1, F1) < (fa, F2) ssi F1 C Fy et fo|m = fi1.

X est non vide, ordonné et inductif donc par Zorn, il existe (f,F')
maximal. On veut montrer que F' = E. Si ce n’est pas le cas, on peut
prolonger f & F @ Rxg pour z9 € E'\ F. |

15



CHAPITRE 2. DUALITE — ESPACES REFLEXIFS

COROLLAIRE 2.1 Soit E un evn, F' un sev de E et g € L(F,R). Il existe
f € L.(E,R) prolongement de g a E de méme norme.

Démonstration. 11 suffit de prendre p(x) = ||g|| ||z]|- u

2.2 Topologies faible et faible x

2.2.1 Topologie faible o(E, E’)

Soit F un evn.

Définition 2.1 o(F, E') est la topologie la moins fine sur E qui rend conti-
nue les © — (z) pour tout p € E'.

Une base de voisinages de xy pour cette topologie est donnée par les :

..... Pn,e {ZL‘ € Ea\VIZ.) |S01(:E) - ‘Pz($0)| < 6}
Proposition 2.1 La topologie o(E, E') est séparée.

Démonstration. Soit x,y € FE non colinéaires. Par Hahn-Banach, il existe
p € E tel que p(x) =1 et p(y) = 0.

U= {z|p(z)] < i} et V.= {z,|p(z)] > %} sont ouverts disjoints et
zelU,yeV. [ |
Remarque 2.1  On peut modifier pour le cas x = \y.

Proposition 2.2 Soit (z,), une suite de E. On a

(i) @, — z pour o(FE, E’) ssi pour tout ¢, ¢(x,) — ¢(x)

(ii) Si z,, — x fortement alors z,, — x dans o(FE, E’)

(iii) Six, — x dans o(F, E') alors ||z, || est borné et ||z|| < liminf ||z,||
(iv) Si xz, — x dans o(E, E’) et ¢, — ¢ fortement dans E alors ¢, (z,) —

().
Remarque 2.2 On note (p,z) = p(x).
De plus quand x,, converge vers x pour o(E, E'), on note x, — x.

Démonstration.
(i) Six, — z alors pour tout V' € V,, il existe ng tel que pour tout n > no,
T, €V.

D’apres I'expression d’une base de voisinage, on a, pour ¢ € E’ et £ > 0,
il existe ngy tel que pour tout n = ng, z, € {y,|e(y) — p(z)| < €} ie

o(x,) = .
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2.2. TOPOLOGIES FAIBLE ET FAIBLE x

Réciproquement, si ¢ > 0 et ¢1,...,¢, € E', pour tout j € [1,k],
©;(z,) — ¢j(z) donc il existe ny tel que pour tout n > ny et pour
tout j € [1,k], on a |p;(z,) — ¢,(z)| < e donc x, € V,,, .. Dol le
résultat.

(ii) Si z,, — x, alors pour tout ¢ € E', o(x,) — ¢(z) donc z,, — x.

(iii) On va utiliser le lemme suivant, qui se démontre tout seul via Hahn-

Banach.

Lemme 2.1.1

Pour tout x € E, il existe ¢’ € E' tellq ue ¢(x) = [|z|| et ||¢]] < 1.

Remarque 2.3 Le lemme implique que ||z|| = sup (p,x) est atteint.
llell<t

Si z, — x, Soit e,, € E” tel que e, = p(x,) pour tout p € F'.
Alors pour tout ¢, ¢(x,) — ¢(z) donc (le,, (¢))n est bornée. Par
Banach-Steinhaus, M = sup,, ||e.,|| < oo. or pour tout n,

lex, || = sup e, (p) = sup p(wn) = [z
leli<t leli<t

Finalement, ||z|| = (¢, z) avec ¢ donnée par le lemme. or (p,z) =
ligbn(go,xn> car x, — .

Mais pour tout n, (¢, x,) < ||z, car ||¢] < 1.
Donc ||z|| = lim,{(p, z,) < liminf ||z,

(iv) Si x, — z et @, — @ alors (@, x,) — (@, ).

[{on, 2n) = (@ )| < [pn = s )| + (9, 20 — )
< llen = @llsup flan]| + (o, 20 — 2)| = 0
car sup,, ||z, || est fini par le point précédent. u

Remarque 2.4

e Fn dimension finie, les topologies faible et forte coincident.

o Un ouvert de o(E, E') est un ouvert pour la topologie forte (réciproque
fausse en dimension infinie).

o U={z€ L x| <1} est ouvert pour la topologie forte mais pas pour
la topologie faible (en dimension finie). En effet, soit xy € U, supposons
qu’il existe V€ V,, tel que V C U.

Il existe alors e > 0 et p1,...,¢, tel que Vi, .. CU.

Il existe donc y € E non nul et telle que p;(y) = 0 (sinon y —
(0i(y))1<i<n est injective, donc E de dimension finie). Alors xo+ Ry C
V' qui est non borné, ce qui est absurde.
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CHAPITRE 2. DUALITE — ESPACES REFLEXIFS

e Fn dimension infinie, la topologie faible et forte sont différentes : en
général, si x, — x, on n'a pas x, — x. Mais il existe des espaces
ou toute suite faiblement convergente converge fortement, par exemple
Y(N). Ceci assure que la topologie faible n’est pas métrisable en dimen-
ston infinie.

2.2.2 Topologie faible *x : o(E', F)

Définition 2.2 C’est la topologie sur E’ la moins fine qui rend C° les
{e.,x € E} avec e, € E" tel que e,(¢) = (¢, ).

Pour tout ¢ € E', une base de voisinage de ¢ est donnée par V,, ;. .=
{p € E'Vi € [1,n],|{¢p — ¢, z,)| < e}.
Remarque 2.5 Sur E', on a la topologie forte, la topologie o(E', E) faible *
et la topologie faible o(E', (E")).

Proposition 2.3 La topologie faible * est séparée.

Démonstration. Soit o1 # @9 € E'.

Il existe x € E tel que p1(z) < B < pa(x) avec 5 € R.

U = {p,p(x) < B} est ouvert et contient ¢1. V = {p, p(x) > B} est un
ouvert qui contient s et UNV = . [ ]

Proposition 2.4 Soit ¢, une suite de F’. On a :

(i) @n — @ pour o(E', E) ssi ¢,(x) — ¢(x) pour tout = € £

(ii) Si @, — ¢ pour o(E', F) alors (||¢n]|)n est bornée ||¢|| < liminf ¢, ||
(iii) Si ¢, — ¢ pour o(E', E) et z,, — x, alors p,(z,) = ¢(z)

Démonstration.
(i) idem qu’avant

(ii) Pour tout ¢ € E’, ||| = sup (¥, x).
ll=lI<1
Pour tout x € E, p,(x) = () donc (¢,(x)), est borné. Par Banach-
Steinhaus, on a M = sup,, ||¢n|| < oo.

(1i) [{@n, Tn) — (2, )| < (s Tn — @) + |[{pn — 0, )| < M ||z — || + (1 —
v, x)| — 0 n

Remarque 2.6 Par Banach-Alaoglu, Bg: est compacte pour o(E, E').
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2.3. ESPACES REFLEXIFS

2.3 Espaces réflexifs

Soit F un Banach, on a une application J : E — E” qui a x associe
I’évaluation en x.

Proposition 2.5 Pour tout =z € E, ||J(z)|| = |«|| donc J est continue

injective.

Démonstration. ||J(z)|| = sup (J(z),p) = sup (p,z) = ||z]. [ ]
llell<1 llell<1

Définition 2.3 Si E est un Banach, on dit que F est réflexif ssi J est
surjective.

Remarque 2.7 Si E est réflexif, E ~ E" et les topologies o(E', E") et
o(E',E) coincident.

2.3.1 Propriétés

THEOREME 2.2 Soit E un Banach.

E est réflexif ssi By = {x € E, ||z|| < 1} est compacte pour la topologie
faible o(E, E'").

Démonstration.

= Si F est réflexif, B est compacte pour la topologie o(E”, E") par
Banach-Alaoglu.
Il suffit de montrer que J~! : (Bgn,0(E", E')) — (Bg,0(E,E’)) est
continue.
Par définition de o(E, E'), il suffit de montrer que @ o J~! est continue
pour tout ¢ € E'.
Pour tout ¢ € E”, on a (p, J ) = (9, 2) = (J(J6), 0) = (6, 0)
Donc ¢ o J~! est continue (par définition de la topologie).

< On utilise le

Lemme 2.2.1 Helly
Soit £/ un Banach, fi,...,f, € E', ay,...,a, € R. Il y a équivalence
entre :

(i) Pour tout ¢ > 0, il existe z. € E de norme au plus 1 tel que pour

tout 7 € [1,n], [(fi,z:) — ] < e.
Zﬁz‘%
i=1

(ii) Pour tout fy,..., 5, € R, <

iﬁifi

Démonstration.
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CHAPITRE 2. DUALITE — ESPACES REFLEXIFS

(i)= (ii) Soit & >0, f1,..., 8, € R, S =D |5
i=1

< +

n
Zﬂi%‘
i=1

> Bilai — (fi, x2))
=1

> Bifi
=1

> Bifi
i=1

<iﬁif,~, as>
=1

< Se |z

< Se+

Pour € — 0, on a le résultat.

(ii)=-(i) On pose

e e (o) icicn
Sia=(a,...,a,), Iassertion i équivaut & a € ¢(Bg).
Par 'absurde, s’il existe a ¢ ¢(Bg) (qui est un convexe fermé dans

R™).

Or dans R™, on peut séparer un point et un convexe fermé qui ne
contient pas ce point par un hyperplan. Il existe donc € R" et
v € R tel que pour tout = € B, ¢(x)- ) < v < af. (- est un
produit scalaire sur R™).

On a donc Zﬁi<fi,x) << Zaiﬁi pour tout = € Bg.

> Bifi
i=1

Alors << Z%ﬂz‘, ce qui contredit (ii). [ |

i=1

Lemme 2.2.2 Goldstine
Soit £ un Banach.
J(Bg) est dense dans Bg» pour la topologie o(E", E').

Démonstration. Soit §& € Bgn, V € Ve pour o(E",E') ie V = {n €
E" Yi e [1,n],|{n—&, ¢:)| < e avec ¢; € E'}.
On veut n = J(z) € V avec ||z|| < 1 ie il existe x € Bg tel que

[(J(x), i) — (£, pi)| < e pour tout i.
On applique le lemme 2.2.1 avec a; = (€, ¢;) et f; = ;.
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2.3. ESPACES REFLEXIFS

Il suffit de vérifier la deuxiéme assertion : pour tout fi,..., 5, € R,

n
Zﬂiai
i=1

= Zﬂi(f, <Pi>
i=1
_ <f,mwi>|
i=1
Zﬂi%
i=1

N

car ||€|| <1 n

Lemme 2.2.3
Soit E, F' des Banachs et T'= L(E, ).
TeL(E,F)ssiT: (E,0(E,E)) — (F,o(F,F")) est continue.

Démonstration.

= Il suffit de montrer que pour tout ¢ € F', poT : E — R est
continue pour o(E, E') mais T' € L.(E, F) donc ¢ o T € E’ qui est
donc continue pour o(E, E') par définition de la topologie.

< On utilise le théoreme du graphe fermé. Si T : (E,o0(E, E')) —
(F,o(F, F")) est continue alors G(t) C (E X F,(o(E,E") xo(F, F")))
est fermé pour cette topologie.
Il est donc fermé dans E x F' pour la topologie produit des normes
donc par le graphe fermé, T' € L(E, F). [ |

Si Bg est compacte pour o(FE, E’) on va montrer que JBr = Bpgn
(suffisant pour avoir JE = E”.

J est continue de £ — E” pour les topologies fortes, donc par le
lemme 2.2.3, J est continues de (F,o(E, E")) — (E",0(E", E")) donc
J est continue de (E,0(E,E')) — (E",0(E", E")) car les (e,), € E".
Donc J(Bg) est compacte pour (E”,o(E",E’)). Par le lemme 2.2.2,
J(Bg) est dense dans Bg» pour la topologie o(E”, E') donc J(Bg) =
BE//. |

Remarque 2.8 Les Hilberts sont réflexifs. L' n’est pas réflexif : Si p,, est une
approximation de l'unité de la forme p, = np(nx) avec p positive, d’intégrale
1 et de support inclus dans [—1,1]. On a alors [ poe — ©(0).

Proposition 2.6 Soit £ un espace réflexif, M un sev de F fermé. Alors M
est réflexif pour la topologie induite.

Démonstration. On utilise le théoreme précédent. Il suffit de montrer que
By est compacte pour o(M, M').
M est fermé pour la topologie o(E, E').
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Lemme 2.2.4
Soit £ un Banach, M C E fermé, zq ¢ M. Alors il existe p € E’ tel que
w0 =0sur M et p(xg) # 0.

Démonstration. Si M est fermé et xo ¢ M, d(xy, M) = d > 0. On construit
une application linéaire continue sur M & Rux,.

Pour tout y € M, on écrit p(y + txy) = td.

On a (si t # 0) p(y -+ tao)ll = |t] (% +x0)|| = [tld < J#] |4 + 0| =
|y + txo|| donc ¢ est continue. Par Hahn-Banach, on la prolonge a E. On a
alors le résultat. |

On va montrer que M¢ est ouvert. Soit xy ¢ M Il faut montrer que M*
contient un voisinage de xy pour la topologie faible.

On pose V = {z € E,¢(x) > 0} est ouvert pour la topologie faible et
V C Me.

Donc M est fermé pour o(F, E') et Bg est compact pour o(E, E') par le
théoreme précédent donc B,, est fermé dans un compact donc compact pour
la topologie induite sur M par o(F, E').

Or sur M, la topologie induite par o(FE, E') est o(M, M'), puisque :

e 5i V e V,, N M (voisinage pour o(E,E")), V = {z € M,|pi(z) —

wi(xo)| < € avec ¢; € E'} est aussi un ouvert pour (M, M').
e SiV eV, pour o(M,M"), V ={z € M,|pi(x) — @i(xy)] < € avec
v; € M'}. Par Hahn-Banach, pour tout 4, il existe p; € E’ tel que
Dilm = .
Sonc {x € M, |pi(x) — ¥i(xo)] < €} C V qui est un ouvert pour la
topologie induite.
Donc By, est compact pour o(M, M") donc M est réflexif. [ |

Proposition 2.7 Si F est un Banach, E est réflexif ssi £’ l'est.

Démonstration.

= Si E est réflexif, par le théoréeme précédent il suffit de montrer uqe
Bp est compacte pour la topologue o(E’, E”).
Or o(E',E") = o(E", E') car E est réflexif. Par Banach-Alaoglu, Bg
est compacte pour la topologie faible x.

< Si E' est réflexif, £” aussi. On a vu que J(E) est un fermé de £” donc
réflexif. E est donc réflexif.
En effet, si on a une isométrie surjective T" entre E et F' Banachs alors
si F' est réflexif, E aussi puisque 7! est continue pour la topologie
forte, donc pour la topologie faible. De plus, comme c’est une isomé-
trie, T~'(Br) = Bg. Comme F est réflexif, Br est compacte (pour la
topologie faible) donc By aussi et E est réflexif. [ ]
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2.3.2 Séparabilité

THEOREME 2.3 Si E’ est séparable, E 1’est.

Démonstration. Soit (f,), dense dans E’. Pour tout n, il existe z,, € E de
norme 1 tels que f,(x,) > @

On va montrer que (z,), est une famille totale ie Vect {x,,n € N} est
dense. 11 suffit donc de montrer que son orthogonal est {0}.

Soit ¢ € E’ qui annule tous les z,,. Soit € > 0. [l existe n € N, [|[¢ — fi]| <
. On a alors

[fo(wn)| < |(fn = ) (wn)] < €l
donc || fn]] < 2e. Ainsi,

lell < {lfu =l + l1fall < 3¢

donc ¢ = 0. |
COROLLAIRE 2.2 FE est réflexif et séparable ssi E' [’est.

Démonstration. E' = E est clair.
Dans l'autre sens, on a juste & montrer que E’ est séparable. De plus F
réflexif séparable implique E” séparable donc E’ séparable. [ |

THEOREME 2.4 Si E est un Banach séparable, By est métrisable pour la
topologie faible .

Démonstration. E est séparable donc Bg aussi. Il existe donc (z,), dense

1
dans Bg. On pose d(f,g) = ZQ—n (f —g,zn)]
neN
d est bien une distance sur Bg/. On va montrer que sur Bg/, la topologie

définie par d coincide avec la topologie faible x.

e Soit B(g,r)={f € E',|F| <1,d(f,g) <r}

~+00 r
Il existe N € N tel que Z on < 1 donc en particulier, pour tout
N+1
fag € BE’7
> 1 > 1 r
Yool =g <2) - <5
Ng12 12 2

Soit Va,,..an(9) = {f € EL Il < 1,90, [f(2:) — g(2)] < g} Clest
un voisinage de g pour la topologie faible x et V,,, .. C B(g,r) donc
pour tout f €V, ..,

r

1 r
d(f,9) =Y =lf—g x| <=+ 5 <r
nEN2 4 2
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o Soit Vj, _unve(9) = {f € Bg,Yi,|(f — 9)(v:)| < €} un voisinage de ¢
pour la topologie faible.
Pour tout 4, il existe x; € Bg tel que |z; —y;| < £ donc V| 4y .2(g)
Virwne(g). On va montrer qu'il existe » > 0 tel que By(g,7)
Vor,eon,5(9)-
ey

1
Prenons donc f € By(g,r). On a 22—n|(f—g,xn>\ < r donc pour tout
neN
n < N, <f - g,xn> < TQN- Donc Bd(ga ﬁ) C ‘/3617-..,$N7§(g)' u

N

-
-

Remarque 2.9 Si E' est séparable, Bg est métrisable pour la topologie faible

o(E,E").

1
Démonstration. Soit ¢, dense dans Bg:, x,y € Bp et d(z,y) = Z —{(n, T—

n
nEN2
Y)-
Et on recommence. ]

2.3.3 Application a la convergence des suites

Proposition 2.8
e Si F est séparable, (¢,), une suite de E’. Alors si ¢, est bornée dans
E', il existe ¢ € E’ et une suite extraite ¢,, tel que ¢,, — ¢ pour
o(E' FE).
e Si E est réflexif, (x,,), une suite de E. Si = est bornée, il existe = et ny
une suite extraite telle que x,, — = pour la topologie o(E, E').

Démonstration.

e Soit (@n)n € Be/(M) avec M un majorant de sup, ||¢y||. On a la com-
pacité pour o(E’, E') par Banach-Alaoglu et la métrique par le théoréme
précédent puisque E est séparable. D’ou le résultat.

e Soit M = Vect {x,,n € N}. M est séparable. C’est aussi un fermé d’un
réflexif, donc un réflexif.

By (R) est donc un métrique compact pour o(M, M") (avec R qui borne
les z,,). D’ou la convergence faible pour o(M, M') donc pour o(FE, E').
u

Remarque 2.10 On n’a pas supposé que E est séparable donc a priori, Bg
n’est pas métrisable pour o(E, E').
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2.3.4 Espaces uniformément convexes

Définition 2.4 Soit £ un Banach, on dit que F est uniformément convexe
ssi

Ve > 0,36 > 0,Vz,y, lz] <L lyl <Lz -yl > = H%“JH <1-6

C’est une propriété géométrique qui dépend de la norme.

(a) Uniformément convexe (b) Non uniformément convexe

FIGURE 2.1 — Uniforme convexité

THEOREME 2.5 MILMAN-PETTIS Les espaces uniformément convezes sont
réflexifs.

Remarque 2.11 Ce n’est pas une condition nécessaire.

Démonstration. On va montrer que J(Bg) = Bgr. Comme J(Bg) est un
fermé dans Bg» pour la topologie forte, il ssufit de montrer que J(Sg) est
dense dans Sg».

V¢ € Spr,Ve > 0,3z € Sk, || — J(2)| <€

Soit & € Sgr, € > 0. Par uniforme convexité, il existe § > 0 tel que
lzll <1, [lyll < Vet [lo =yl > & implique ||| <1 -5

Comme ||| = 1, il existe f € E’ tel que (£, f) > 1— 2. Soit V = {n €
E" |(n—=¢, )] < &}. Cest un voisinage de & pour o(E”, E'). On a aussi vu que
J(Bg) est dense dans E” pour la topologie o(E”, E) (lemme de Goldstine)
donc il existe « € B tel que J(z) € V ie [{f,z) — (£, f)| < L.

On va montrer que || — J(z)|| < e. Par 'absurde, si & ¢ J(x) + eBpgn.
Comme Bpg» est compact (donc fermé) pour la topologie faible x, o(E’, E"),
on a (J(z)+ eBg»)° ouvert pour la topologie o(E’, E").

Donc (J(x)+eBg» )NV est un voisinage de £ pour la topologie o(E”, E')
et J(Bg) est dense dans Bg» pour o(E”, E'). Ainsi, il existe T € Bg, J(T) €
(J(z) + eBgpr)*NV donc ||T — || = ||J(ZT) — J(2)|| > «.

De plus, J(Z) € V donc |{f,Z) — (£, f)| < 3. Ainsi,

2<£7f>< <§,f>—<f,f>+<§,f>—<f,l’>—|—<f,l’+f>
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Donc

by 0
2-06< §+§+<f,:c+f) <O+ ||z + 7
Ainsi, par uniforme convexité, ||z — Z|| < € qui est absurde. n

Proposition 2.9 Soit £ un Banach uniformément convexe. Si z,, — x dans
o(E, E') et limsup ||z, || < |/z] alors z,, — 2 pour la norme.

Remarque 2.12  Dans le cas d’un Hilbert, x,, — x pour o(H, H') ssi (x,,y) —
(x,y) pour touty € H. On sait de plus que ||z|| < liminf ||z,|| donc ||z,| —
]

2 2 2 2 2
[en = ]| = llanl|” + [l2]” = 2(zn, ) = 2{Jz]” = 2|[=[]" = 0

De plus, il existe des suites qui convergent faiblement non fortement. Par
exemple dans L*(0,27) avec u, = sin(n:) qui converge faiblement vers 0
(Riemann-Lebesgue). Pourtant |[uy||s — .

Démonstration. Si z = 0, on n’a rien a faire. Sinon, on se ramene a ||z|| = 1.
On a limsup ||z, || < ||z|| et on a vu que ||z|| < liminf ||z, || donc ||z,| — 1.

Soit A, = max([[x,[|,1). On a A, — 1. Soit y,, = {*. On a |y,|| < 1 et
Yn — .

Considérons = qui converge faiblement vers x. On a donc ||z|| = 1 <
liminf |22 et |22 < 2(||ly,|| + 1) < 1 pour tout n.
Donc ’y"—;x’ — 1 et par uniforme convexité ||z — y,| — 0. n

2.4 Adjoints

Soit T' € L(E, F), E, F Banachs.

Définition 2.5 On définit I'adjoint de T' par application T* € L(F’, E')
telle que (T*p, z) = (p,Tx).

Proposition 2.10 SiT € L.(E,F), T* € L(F', E') et | T|| = ||T*]

Démonstration. On a

(T, ) ([l 1 T[] < el Tl

Et [|[TPp|| = sup [(T*p,z)| < [|T|| ||¢|l- Donc T est continue et ||T%| <
[[zf|=1

177
On a vu que ||Tz|| = sup [{¢, Tx)| donc
llell<t
17X < sup [(T",z)| < [[T7] ||=]]
lell<t
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Donc [|T]| < |IT||" et on a I'égalité. n

Proposition 2.11 Ker(T*) = (ImT)* et Ker T = (Im(T*))* avec
e SiMCE, Mt={pe€FE, oly=0}
e SiMCFE, Mt ={xe ENpe M, p(x)=0}.

Démonstration. On a
p € Ker(T*) ssi TP =0 ssi Vee E, (T p,x) =0
ssi Vo€ E, (o, Tx)=0
ssi Im(T) CKery ssi o€ (ImT)* n

THEOREME 2.6 Soit T € L.(E,F). T est bijectif ssi T* l’est.

Démonstration. Si T* est surjectif, (Im T*)* = {0} donc Ker(T) = {0} donc
T est injectif.

De méme, si T injectif, Im(7") = E. Il reste a vérifier que Im(7") est
fermée. Pour tout =z € E, il existe ¢ € E’ de norme inférieure a 1 telle que
(o, 2) = |[z[|. On a

2]l = {p,2) = (T7)"¢, T2) < |(T7")¢ |7

72| < [

Donc il existe C' tel que pour tout x € FE, ||z|| < ¢||Tz| donc Im(T")
est fermé puisque si y,, = Tz, — y, par I'inégalité précédente, ||z, — x| <
¢ ||yn — ym|| donc si (y,)n est de Cauchy, (x,) aussi donc converge et par
continuité de 7', y = Tx € Im(T).

Réciproquement, si T" bijectif, 77! = T'T = Id. Pour tout ¢, on a

(p,2) = (0, T7'Tx) = (T*(T") ¢, x)

Donc ¢ = T*(T~1)*¢ donc on a T*(T1)* = Id et on peut faire pareil dans
I’autre sens donc T est bijectif. ]

2.5 Exemples

2.5.1 Espaces de Hilbert

Le théoreme de Riesz donne H' ~ H. Donc Bpy(0, 1) est compacte pour
la topologie faible (Banach-Alaoglu) donc H est réflexif.

Dans un Hilbert, les topologies faible et faible x coincident.

Si H est un Hilbert séparable, et (z,), bornée alors il existe une sous-suite
qui converge faiblement : pour tout y, (x,,,y) — (z,y).
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2.5.2 Les espaces [

Soit 2 un ouvert de R™.

253 Casl<p<o

THEOREME 2.7 Sil <p < oo, LP(Q) est réflexif.

Démonstration. On traite d’abord 2 < p < co en montrant que L” est uni-
formément convexe. On va utiliser le

Lemme 2.7.1 Inégalité de Clarkson
H%QHPJF H%QHP < IIfIIZ;rIIgIIZ
P P

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout a,b € R, |“T+b|p + |“T*b|p <
s(lal” +[bfP).

On a of 4+ (7 < (o 4 %)%, Par homogénéité, il suffit de montrer que
1+ a? < (1+ %)% ce qui marche bien (étudier la fonction!)

En posant oo = |2t et 8 = |52, on a

2
p a2 + b2 2
<
2
Comme p > 2, x — z% est convexe sur RT donc on a bien I'inégalité
voulue. -

p

a—>b
2

a+b
2

Sillfll, <1et flgll, < Tavec |[f =g, >¢ ona

P T »
Sl W=l o
2 2p 2p
P
donc X
oy L
Ity g(l_i>p:1_5
2 2p
avec 0 > 0.

Il reste le cas 1 < p < 2. S'il existe une T : LP — (L9)" isométrie (q
exposant conjugué de p). Si p < 2, L9 est réflexif dont (L?)" aussi. On a alors
T(L?) fermé dans un réflexif donc réflexif. Comme 7' : LP — T(LP) est une
isométrie surjective, LP est réflexif. Il reste a trouver 7.

Si u € LP, on définit T par (Tu, @) = /ugp dx pour tout ¢.
Q

Par Hélder, on a ||T| <1 et on va montrer que [ Tull ;. = |[ull,-
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Soit ¢ € L%, o(x) = |u(x)|P*u(z) si u(x)"eq0 et 0 sinon. On a

7 _ (r—1)g q :/ P
lills = [ Ju(@)|® 9 dz = [ ju(a)
donc

(Tu, 0) = llellg

Donc ||T|| = 1. u

Remarque 2.13 Les LP pour 1 < p < 2 sont aussi uniformément convezxes
THEOREME 2.8 REPRESENTATION DE RIESZ Pour tout ¢ € (LP)', il existe
we Lt tel que (o,0) = [uvda et [lell gy = lull,a

Démonstration. On définit T : LY — (LP)" qui vérifie (Tu,v) = /uv dz
Q

On a déja vu que |[Tul| ), = [[ul|,, donc T est injective d’image fermée.

I1 reste a montrer que 7" est surjective, comme Im(7") est fermée, il suffit
de montrer que (Im7)* = {0} (vu comme sous-espace de (LP)").

Comme LP est réflexif, J(LP) = (LP)"”. On montre que si f € LP vérifie
que (J(f),Tu) =0 pour tout u alors f = 0. On a

(). Tu) = (Tu, f) = [ uf =0

Lemme 2.8.1
Soit f € Lj.(R") telle que / f(z)p(z)dz = 0 pour tout ¢ € C alors
R’ﬂ

f=0p.p.

Démonstration. Si p, est une approximation de I'unité a support compact,
[ *p, — f dans L*(K) pour tout K compact. Comme y — p,(z —y) est C*®
donc f*p,=0et f=0. [ |

Ce qui acheve la démonstration. [ ]

Remarque 2.14 On a vu que si 1 < p < oo, LP est séparable, ce sont donc
des réflexifs séparables. Ainsi, si (fn)n est bornée dans LP, elle admet une
sous-suite convergente pour o(LP, (LP)" = L9) ie [q fu,0 = Jo [ pour tout
p e L9,
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2.5.4 Cas L1

L' est séparable.
THEOREME 2.9 Riesz (L') = L™.

Démonstration. On se raméne & Riesz dans le cas p = 2. Soit w € L*(Q) tel
que pour tout K relativement compact, il existe ex tel que w(z) > ex pour
tout © € K. (Si €2 est bornée, on prend w = 1, sinon on pose w(z) = «,, sur
QN{n < |z| <n+1} et on choisit les a,, pour que ¢a marche).

Soit ¢ € (L'). On considére la forme linéaire

L’ - R
fo= e fw)

qui est bien défini car le produit de fonctions L? est L.
On a [(¢, fw)| < ||S0||(L1)/ |wll 2 || f|l ;= donc cette forme linéaire est conn-

tinue sur L2. Par Riesz, il existe u € L? tel que {p, fw) = [qu(x)f(z)dx
pour tout f € L%
On va montrer que £ est L™ et que HEH = ||¢l| (L1y-
Soit C' > [l¢f| 1y, A= {z € R, Z(i > C'}. Montrons que A(A) = 0.
Par I'absurde, supposons que A(A) > 0. Il existe alors A C A tel que
1 sizeAetu(z)>0
0 < A(A) < co. On prend alors f ={ —1 siz € A et u(z) < 0. Alors

0 sinon

(o fw) = [ u@)f@)de = [ Ju(@)|de

Donc

(o, fw) <l@ll gy [1fwlle < ll@llzry /Zw(ﬂf) da

¢ [Lwt@yde < [u@)]de < gl [ do

On a c > [[¢l 1) et c/w < el gy /w ce qui est absurde car si
AMA) > 0, /~w > 0.
A

u

On a donc % € L*® et

pour tout f € L?.
Pour tout g € C.(2), soit f = £. Comme w > ex sur supp(g), on a

(o, 9) = (p, fw) = /Q%g dz.

< |l@ll(gry- De plus, {p, fw) = / fwdz
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Il existe donc v € L™ tel que pour tout g € C.(Q), (p, g) = /vg dz.
Q

Par densité de C.(Q2) das L'(Q2), on a {p,g) = [ovg On a aussi (¢, g) <
]l lglly done i@l = [[vll pour tout g € L. m

Proposition 2.12 L' n’est pas réflexif.

Démonstration. On va montrer qu’il existe une suite bornée dans L' qui n’ad-
met pas de sous-suite faiblement convergente. Posons f,(x) = ml B0, 1)
qui est positive, L' et de norme 1.

Si (fn)n admet une sous-suite faiblement convergente, on a

L fwpde— [ fl)pla)ds

pour tout ¢ € L.
En prenant ¢ = 1, on trouve [ f = 1.
Pour ¢ € C.(R"\ {0}), on a [ f,, ¢ = 0 pour k assez grand (0 ¢ supp ).
Donc [ f¢ = 0 pour tout ¢ et par un lemme précédent, f = 0, ce qui est
absurde puisque [ f = 1. [ |

Remarque 2.15 Si I est une famille bornée de L', a quelle confition I est
relativement compacte pour la topologie o(L', L>) ?

THEOREME 2.10 DUNFORD-PETTIS Soit Q un ouvert borné de R™, F une
famille de L'(€) bornée.

F est relativement compacte pour o(L', L>) ssi F est uniformément in-
tégrable ie

Ve > 0,30 > 0,YA € B(Q), \(A) <5:>/Afdx<er€F

Démonstration.

= Evident (SIC!)

<« Pour simplifier, on traite le cas F' C L'(K) avec K compact.
On va montrer que si (f,), est bornée dans L'(K), on peut extraire
une sous-suite qui converge faiblement. On suppose que f,, > 0. Pour
tout n, on peut définit T,, € (C(K))" tel que (T,,, ) = [q fu(z)p(x) dz.
On a [T < Il < M.
C(K) est séparable, donc par Banach-Alaoglu, il existe (une suite ex-
traite qu'on passe sous le tapis) 7' € (C(K))" tel que T,, — T pour

la topologie o((C(K))',C(K)) ie /an(:c)go(x) dz — (T, ) pour tout
¢ € C(K).
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THEOREME 2.11 RIESZ Soit T une forme linéaire continue positive
sur C(X) (X compact). Il existe une unique mesure borélienne finie

telle que (T, ) = [y @ dpu.
(i) StV est un ouvert, u(V) =sup{Tg,g € C(K),supp(g) C V}
(ii) Si A est un borélien, u(A) = inf{u(V'),V ouvert |V O A}.

De plus, si A est un borélien, u(A) = sup{u(K), K compact, K C A}.
et si K est compact, u(K) = sup{Tg,g9 € C(X,[0,1],g|x = 1}.

OnavuqueT, ~T € C(X) donc T € C(X)" et T > 0 donc il existe
une unique p donnée par le théoreme.

On va montrer que [, fn(x)dx — u(A) pour tout A € B(X).

Soit A € A(X) et ¢ > 0. Il existe § > 0 tel que pour tout B € HA(X)
tel que A\(B) < 0, on ait pour tout n, [ |f,]|dzr < e.

Comme la mesure de Lebesgue est réguliere, il existe un compact K et
un ouvert U vérifiant K C A C U et A(U\ A) < det AN(A\ K) <.
On a pu(K) < p(A) < p(U).

Il existe donc f,g € C(X) tel que supp(g) C U, flx =1et Tf —e <
1(A) <Tg+e.

On a limT,g = Tg et im T, f = Tf par convergence faible, donc a
partir d'un certain rang,

/fnfdx—ngTnf—ngu(A)ngg+2s</fngdx+25

D’ou
/fndx—ng,u(A)g/fnderZe
K U

En découpant les intégrales sur U = AU (U \ A) et A= KU (A\ K),
on trouve
< 3¢

()~ [ fudo

donc p(A) = lim /fn dz
A

n—-+o00

On voudrait montrer qu'il existe f € L' tel qgie u(A) = [, f dz pour
tout A € A(X).

THEOREME 2.12 RADON-NIKODYM Si v est une mesure o-finie et
p <L v alors il existe f € LY(dv) tel que du = fdv ie p(A) = [, fdv.

On a pu < A puisque si A(4) =0, /fn dz =0 donc pu(A) = 0.
A

En revenant a la définition de p,

/an<p—>/xs0du:/X<pfdx
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pour tout ¢ € C(X) C L.
Donc f,, — f. [ ]

2.5.5 Cas L

L™ n’est pas séparable et L = (L;)’ n’est donc pas réflexif (sinon L! le
serait).

Le dual de L™ ne s’identifie pas a L'. En effet, il existe p € (L)’ telle
que ¢ ne s'identifie pas & un élément de L'. On peut prendre le prolongement
Hahn-Banachien & L> de f ~ f(0) définie sur C?(R"). Mais on ne peut pas
trouver g € L' tel que f(0) [ g(z)f(x)dz pour tout f € CO(R").

On a quand méme :

ull o = sup [ wpdx
gl <1 /R

Et si (f,), est une suite bornée dans L> = (L)', on sait que la boule unité
de L™ est compacte pour o(L>°, L) et métrisable pour cette topologie car
L' est séparable. 11 existe donc f € L™ telle qu'une sous-suite (f,, )x vérifie

[ fa.p — [ fo pour tout ¢ € L.
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Chapitre 3

Opérateurs compacts et de
Fredholm

3.1 Opérateurs compacts

Définition 3.1 Soit 7" : E' — F' linéaire.

T est compact ssi T(Bg) est relativement compact dans F' (pour la to-
pologie de la norme).

On notera K(E, F') I'ensemble des opérateurs compacts.

Remarque 3.1 SiT est compact, T(Bg) est borné donc T est continue.

Proposition 3.1 Soit E, F' deux Banach avec E réflexif, T" € L.(E, F'). On
a l’équivalence entre

(i) T compact
(ii) L’'image d'un borné est relativement compact
(iii) Pour tout (z,), bornée, il existe ny tel que (T'x,, ) converge dans F
)

(iv) Pour tout =, — x dans o(E, E’) alors Tz, — T, dans F.

Démonstration.
(i) = (i) = (iii) Clair
(iii) = (iv) Siz, — x alors x, est bornée il existe donc ny, tel que T'x,,, —
Tz donc T'x est une valeur d’adhérence de (T'x,,),, et comme T'z,, — Tz,
onaTlx, = Tx.
(iv) = (i) Soit x,, € Bp, comme E est réflexif, z,,, — x donc Tz, — Tx
donc T'(Bg) est relativement compacte. n

Remarque 3.2
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o Sidim(FE) n'est pas fini, T : E — F compact n’est pas inversible.
En effet, si T inversible, T~*(T(Bg)) est compact et de plus Bg est
d’intérieur mnon vide et inclus dans T~ (T(Bg)) qui est compact donc
dim(F) < oo.

o SoitT : T — F continue tel que dim(ImT") < oo (T de rang fini) alors
T est compact.

o Sidim(F) < oo, L.(E,F)C K(E,F).
THEOREME 3.1 Si F est complet, K(E, F) est fermé dans L.(E, F).

Démonstration. Montrons que T'(Bg) est compact. F' étant complet, il suffit
de montrer que pour tout € > 0, T'(Bg) peut étre recouvert par un nombre
fini de boules de rayon ¢.
Soit ¢ > 0, n tel que ||T,, = T|| < 5. Comme T,, est compact, il existe
€
2

2

k
1, ...,z tel que T,,(Bg) C | JB(wi, 5).
i=1
k

On a donc T(Bg) C | JB(;,¢). u

=1

COROLLAIRE 3.1 SiT, — T dans L.(E, F) et T, de rang fini alors T est
compact.

Remarque 3.3 Quid de la réciproque — elle est vraie dans un Hilbert mais
on ne peut pas le dire dnas le cas général.

THEOREME 3.2 Soit f : E— F,u :F — G etg:G— H linéaires.
Si u est compact, f et g continues alors uo f et g owu sont compacts.

THEOREME 3.3 Soit E, F deux Banachs, T € L.(E,F). T est compact ssi
T* lest.

Démonstration.

= On veut montrer que si (¢,) € F' et ||¢,|| < 1 alors il existe ¢, tel
que T*p,, — T*¢ dans E'.
Soit K = T(Bg) qui est compact car T' est compact. Soit (¢,), € F".
On a ¢, € C(K), ||¢n]| < 1 donc pour tout = € K, (¢,(x)), est borné
donc relativement compact.
Pour tout x,y, |pn(z) — @n(y)| < |z — y| donc (¢,), est équicontinue.
Par Ascoli, on a une suite extraite qui converge dans C(K) vers ¢ €
C(K).
On remarque que pour tout x € Bg,

(T n, — T 0n, )| = (P, — ;) < Sup |ny (¥) = @n,(y)] = 0
)
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Donc [T, — T || < Sup [ny, () — o, ()]
Y

Donc (T*¢,,, )i est de Cauchy dans E’ donc converge.
< Si T™ est compact, T est compact. On a T™* compact.
Soit (), tel que ||z,| < 1. On veut montrer qu’il existe une sous-suite
xp, telle que T'x,, converge?
En utilisant J : B — E”, J(x,) est bornée dans E”, donc il existe ng
tel que T**(J (2, )) — & € F".
De plus, (T (J (5, ), 1) = (I (n,), T*(1)) = (1, Tn,).
On a aussi (T (J(z,,) — J(zn,)),n) = (0, Ty, — Txy,) et

‘ Ty, — Ts,, || = sup (n, Ty, — Txy,)
lInll<1
= sup (I (J(zn,) = J(2n)), 1)
lInll<t
< T (J (@) = T (J (2n))] = 0
Donc (T'z,, ) est de Cauchy dans E donc converge. n

3.2 Opérateurs de Fredholm

Définition 3.2 Soit 7' : £ — F linéaire.
On dit que T" est de Fredholm ssi Ker(7") est de dimension finie, Im(7T’)
est fermé de codimension finie.

Remarque 3.4 Il n’y a pas de lien entre la dimension du noyau et la codi-

Lemme 3.3.1
Soit £/ un Banach, F' un sev de dimension finie. Alors il existe M fermé tel
que £ =F & M.

Démonstration. Soit F de base (eq, ..., e,). On définit les coordonnées e} par
e;(e;) = diy-
Sur F, les e} sont continues donc par Hahn-Banach, il existe Aq,..., A,

prolongements continus des e;.

Soit M = ﬂ Ker \; qui est fermé car les \; sont continues. On montre

=1
que K =F & M.

FNM={0} car si x € FN M, \(z) = 0 pour tout ¢ donc x = 0 car
x e F.

Soit y € E, on pose z = Y X\;(y)e;. Ona \;(z) = Ni(y) donc y—z € Ker \;
i=1
doncy—xreMet EC F& M. [ ]
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THEOREME 3.4 Soit E un Banach, u € K(FE). Alors T = Id —u est de
Fredholm.

Démonstration.

e Ker(T) est de dimension finie car u|ker = Id est compact.

e Im(7T") est fermé. En effet, comme Ker(T") est de dimension finie, il
existe I fermé tel que £ = Ker(T) @ F. On étudie S = T'|r qui est
injectif et T(E) = S(F).

On va montrer qu’il existe r > 0 tel que ||Sxz|| > r ||z|| pour tout x € F.
Par l'absurde, d’il existe z,, € F tel que ||x,|| = 1 et Sz,, — 0, alors
St, =Tx, = x, —u(x,).

xp est bornée et u compact donc il existe x,, tel que u(x,, ) — y. On
obtient donc z,, — y, et F' fermé donc y € F. S est continue donc
Sx,, — y donc Sy = 0 et par injectivité¢, y = 0. Or pour tout n,
|zn|| = 1 donc contradiction. On en déduit Ir > 0, ||Sz|| = r||z| ce
qui implique que Im(.S) est fermée.

e Im(7") est de codimension finie.

Lemme 3.4.1

Si M est un sev de E et M # E, alors pour tout € > 0, il existe z. de
norme 1 tel que d(z., M) > 1 —e.

Démonstration. On peut toujours supposer ¢ < 1. Soit y ¢ M, d =
d(y, M) > 0. Soit w € M tel que |ly — w|| < 7%
Soit x, = fy%ﬁj” Pour tout z € M on a

1
o =2l = [t = = g |- =yl
||y wll ly — w]| —_—
—2>1—-c
"y —w||
par choix de w.
Donc d(z., M) > 1 —«. u

Par I'absurde, si Im(7") n’est pas de codimension finie, il existe F,, des

sev tel que Im(T) C Fy C ... C F, avec F}, de codimension 1 dans

Fii1.

Par le lemme, pour tout k, il existe xp € Fj tel que |zx| = 1 et

d({L‘k,Fk_l) 2 1—e.

On a u(xy)—u(x) = o — (Trg—x;+Tx;) done ||u(zy) — ul(x;)|| = 1—e.

On ne peut donc pas extraire de sous-suite convergente. Contradiction.
|
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Définition 3.3 Si T : E — F est de Fredholm, on définit I'indice de T" par
Ind(T") = dim(Ker(T")) — codim(Im(7")).
THEOREME 3.5 Soient E, F Banachs.

L’ensemble des opérateurs de Fredholm est ouvert dans L.(E, F) et T
Ind(T) est continu (donc constant sur chaque composante conneze).

COROLLAIRE 3.2 Soit E un Banach, u compact. Si Ker(Id —u) = {0} alors
Id —u est un isomorphisme.

Démonstration. Pour tout t € R, tu est compact donc Id —tu est Fredholm.
t +— Id —tu est continue donc Ind(Id —u) = Ind(Id) = 0.
Si Ker(Id —u) = {0}, alors codim(Im(Id —u)) = 0 donc T est surjectif. m

Remarque 3.5 L’ensemble des applications linéaires continues inversibles de
E — F est ouvert dans L.(E, F).

Démonstration du théoréeme. Soit s : E — F un opérateur de Fredholm. Il
existe GG sev de F fermé tel que £ = Kers & G.

Comme Im(s) est de codimension finie, il existe un sev H de dimension
finie de F' tel que F' = Ims @ H. On remarque que s|g : G — ImT est un
isomorphisme.

Soit §: GXx H — Im S@® H tel que 5(x,y) = sx+y. § est un isomorphisme.

Si T est proche de s alors T : (x,y) — Tx + y est proche de S dans
Pensemble ouvert des isomorphismes donc T est inversible dans L,(G x H, F').
On va en déduire que T est de Fredholm.

Comme T est inversible, Ker TN G = {0}. On a donc G ® KerT C F =
G @& Ker s donc KerT' C Ker s qui est de dimension finie. De plus, Im T est de
codimension finie car T(G x {0}) = TG et T({0} x H) = H et T est bijectif
donc TG @ H = T(G x {0} @ {0} x H) = F. Comme H est de dimension
finie, Im T aussi.

Il reste a montrer que Im 7" est fermée.

Lemme 3.5.1
Soient F, G deux Banach, ¢ : E — G linéaire continue.
Si p(E) est de codimension finie alors ¢(F) est fermé.

Démonstration. 1l exite F un sev de G de dimension finie tel que G = p(E) @
F. On peut supposer ¢ injectif (quitte a quotienter par Ker ¢ puisque c’est
un fermé, on conserve un Banach).

F' est de dimension finie donc G/F est un Banach et la projection 7w
est continue. m o ¢ est un isomorphisme donc inversible et son inverse est
continue.

o (mow) ! est continue et c’est une bijection de G/F sur ¢(E). p(F)
est donc complet donc fermé. [ ]

1
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Il reste a montrer que Ind est continu. On a vu que G et Ker T sont en
somme directe. Il existe M sev de dimension finie tel que £ = GHKer T'G M.
DeplusT : GAEM — TG®T M est un isomorphisme donc dim T'M = dim M.

On a

Ind(7T") = dimKer 7" — codim(Im 7T") = dim Ker " — (dim H — dim T'M)
et F=TG & H donc Ind(7T) = dim Ker s — codim Im s = Ind s. u

Remarque 3.6 Ind(Id —u) = 0 si u est compact.

3.3 Spectre d’un opérateur

Soit £ un Banach sur C.

Définition 3.4 Si A € L(FE), 'ensemble résolvant de A est R(A) = {\ €
C, A1d — A est inversible}. 0(A) = R(A)° est le spectre de A.

Démonstration. On peut aussi définir og(A) mais il peut étre vide. |

THEOREME 3.6 R(A) est un ouvert de C.
Si z € R(A), on pose R(z) = (z1d —A)™! qui est analytique.

Démonstration. Si zyg € R(A), zyp — A est inversible si k est assez petit,
2o + k — A l'est aussi. Pour la suite on a deux manieres de le montrer :
e On montre le développement en série entiere

(20 +h— At = i(—l)"(zo — A (2 — A)TH

n=0
e On utilise

(2= A) 7 = (w=A)" = (2= A)((w = A) = (= A))(w - A)"
— (- w)(z - A)(w— 4)

Donc BEZRM) — (2 — A)=1(w — A)~" et la limite z — w existe dans
L.(E) et vaut —(w — A)~2.

Donc R est holomorphe. [ ]

Définition 3.5 Soit E un Banach, 2 un ouvert de C et f : 2 — E. On dit
que f est fortement holomorphe ssi pour tout z; € €, lim %ﬁém) existe

Z— 20
dans F.

Définition 3.6 Soit £ un Banach, 2 C C ouvert, f : Q2 — E.
f est faiblement holomorphe ssi pour tout [ € E’, [ o f est holomorphe.
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THEOREME 3.7 Les deux définitions sont équivalentes.

Démonstration. On a déja une implication, montrons 'autre. Si f est fai-
blement holomorphe, pour tout [ € E’, [ o f est holomorphe donc vérifie la
formule de Cauchy.

Pour tout z € Q, et D disque tel que z € D, D C £,

107 = 5 [ g,

2w Jop w — 2z

On a donc en particulier

(BB 2 ()

Soit @y = LEH=IE) _ [H-1E) Oy
1 1 1
[ne) = 2im /az) (w—z—h)(w—2) (w—z—k)(w— z)l(f(w)) dw
ke I (w)) N

24 /az)(w—z—h)(w—z—k)(w—z)

On a donc borné py,; = (7% ) indépendamment de h, k. Par Banach-Steinhaus,
sup pp; < +o0o donc il existe M > 0 tel que pour tout h, &,
hok

- < M|h— k| -

‘f(erh)—f(z) fz+h) - ()
h h

THEOREME 3.8 Soit A € L.(F) avec E un Banach sur C.
o(A) est fermé borné non vide et si p(A) = sup{|\|,\ € o(A)}, alors

p(A) = lim [[A"]*.

n—-+o0o

Démonstration. R(A) est ouvert donc o(A) est fermé.

o(A) est borné car si z € g(A) et z # 0 alors 2 — A = z(Id—2) et si
|z| > || A]], HéH < 1 donc Id —4 est inversible donc z — A est inversible. Donc
a(A) < D(O, [|A]})-

On a vu que z — R(z) est holomorphe sur R(A) donc si 0(A) = &, R est

entiere. Or on a
1 —1
’ (Id ——)
z

donc R(z) est entiere bornée et tend vers 0 quand |z| — 400 donc R = 0.
Contradiction.

IR <

2]

C

e
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Notons ¢, = ||[A"||. On a ¢ < cuepn et par division euclidienne, si
n>k,onan=kqg+retc, < (c)lc. En passant a la puissance % et ala
limsup, on a

1 1 1
limsuper < ¢f <liminfef
n
1
Donc la limite [ = lim,, ||A™||» existe.
On montre ensuite que [ = p(A). Soit z € C tel que |z| > [. 1l existe r tel
1
que |z| > r > [. 1l existe ng tel que pour tout n = ng, |z| > r > ||A"||» donc
Hf—:” <1doncz—A=z(Id—2).
n
La série Z—n est donc convergente donc z — A est inversible. On a donc
n=0
[ = p(A).

Si |z| > p(A), z — (21d—A)"! est holomorphe donc w + (Id —wA)~!

est holomorphe sur |w| < ﬁ. Le rayon de convergence de la série entiere

> A"z" (qui vaut 1) est supérieur & ﬁ donc p(A) > 1. |
n=0

3.4 Spectre des opérateurs compacts

Remarque 3.7 La structure du spectre d’un opérateur en dimension infinie
est compliquée. En particulier, il n’est pas forcément discret ni constitué uni-
quement de valeurs propres.

Exemple 3.1 On prend

- {L?([o,m - L*([0,1])
S =t tf(h)

T n’a pas de valeur propre : si A en est une, (A —t)f(¢t) = 0 presque partout
donc f =0 et il n’y a pas de valeur propre. Pourtant o(7) = [0, 1]. Tl suffit
de montrer que |0,1[C 7.

Par I'absurde, si A — T est inversible, il existe ¢ > 0 tel que pour tout
Fer | =T)fl, > cllfls.

Posons p,(t) = v/np(n(A —t)) avec p € C(]0,1[) telle que [ p* =1. On
a

2

IO =Tl = [ 0= thpln(r — )t = [ o(s)?ds =0

Donc A — T n’est pas inversible et [0,1] C o(T).
Réciproquement, si A ¢ [0,1], A — T est inversible et (A — T)"1g(t) =
90 ¢ 12([0,1]) si g € L* et A ¢ [0,1]. Donc o(T) = [0, 1].
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THEOREME 3.9 Soit E un Banach, A € L.(E) compact.
Pour tout A € o(A) \ {0}, X est une valeur prpre et Ker(A1d —A) est de
dimension finie.

Remarque 3.8 Sidim(E) = oo on a nécessairement 0 € o(A).

Démonstration. Si A # 0 on a vu que AId —A est Fredholm d’indice nul donc
A1d —A est inversible ssi Ker(AId —A) = {0}. Comme X Id —A est Fredholm,
dim(AId —A) < co. ]

Remarque 3.9 Pour tout n € N, si A est compact, (A\Id—A)" = \"1d —-B
est Fredholm (et B est compact) donc Ker(A1d —A)" est de dimension finie.

Lemme 3.9.1
Soit E un Banach, A compact.
Si A #0, il existe r € N tel que Ker(A — A)" = Ker(A — A)™.

Démonstration. Par I'absurde, on aurait Ker(A — A) C Ker(A —A)2 C ... C
Ker(A — A)* C ... pour tout k.

On réutilise le lemme de Riesz. Pour tout € €]0, 1], il existe z,, € Ker(A —
A)" tel que ||z, || =1 et d(z,, Ker(A — A)" 1) >1—e.

Posons T'= X — A. Pour n > k,

|A(z,) — A(xg)|| = [|Aep — Txp — Ay + Ty |
Tx, + Az, — Ty,
A

= > N1 -e)

Ty —

Donc (Az,) n’a pas de sous-suite convergente, ce qui est absurde car x,,
est bornée et A compact. [ ]

Définition 3.7 Le plus petit entier qui vérifie le lemme s’appelle 1'exposant
de la valeur propre .

THEOREME 3.10 Soit E un Banach, A compact, A € Sp(A) \ {0} alors
E =Ker(A—A)" @ Im(A— A)". Ces deuz sous-espaces sont fermés et stables
par A.

De plus, sip € a(A)\ {0}, u# X et s est l'exposant de pu, Ker(u— A)* C
Im(A— A)".

Démonstration.
e La stabilité par A est claire.
e Size Ker(A\—A)"NIm(A—A)",avec T = AX— A, onaz =Ty et
Tx =0 donc y € Ker(A — A)* = Ker(\ — A)" donc z = 0.
e (A—A)" est Fredholm donc son image est fermé et on a la décomposition
E =Ker(A—A)" @ Im(A - A)".
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o Soit S = (u—AfetT = (N—A)", et z € KerS. On décompose
r=y+zavecy € KerT et z € Im7T.
Ona Sr=0= Sy+ Sz. Comme ST =TS, KerT et ImT sont stables
par S donc Sy = Sz = 0.
De plus P = (u— X)® et @ = (A — X)" sont premiers entre eux donc
par Bezout, il existe U,V tel que UP +V(Q = 1.
On a donc y = U(A)Sy + V(A)Ty = 0 donc x = z € Im T, d’ou le
résultat. |

THEOREME 3.11 Soit E un Banach, A compact.
Alors 0(A) est dénombrable. On peut alors 'ordonner : |A\,| = |An-1| et
An — 0 si dim(F) = 400.

Démonstration. Soit ¢ > 0 on va montrer que ’ensemble des valeurs propre
de module supérieur a c est fini. On raisonne par l’absurde. Sinon, il existe
une suite de valeurs propres |\,| > ¢. Soit w, uen suite de vecteurs propres
distincts associés aux \,,.

Posons E,, = Vect {wy,...,w,}. Ona E, C E,11 C ....

Par le lemme de riesz, il existe x,, € E,, de norme 1 tel que d(z,,, E,_1) >
1—e.

Sin >k, ona Az, — \,x, € B, donc ||Az,, — Azg|| = ||[Mxn + yl| avec
y € E,_1. Donc on a ||Ax,, — Az|| > ¢(1 —¢).

Donc (Az,) n’a pas de sous-suite convergente, ce qui est absurde.

On écrit donc o(A)\ {0} = |J{|\ > %} NV P(A) donc o(A) est dénom-

neN
brable. Le résultat précédent assure aussi que la limite de A\, est 0. ]

Remarque 3.10 Les théoréemes précédents constituent les théoremes spectraux
pour les opérateurs compacts. On en déduit que si \,, sont les valeurs propres
non nulles, E = Ker(Ag — A)" @ ... ® Ker(\y — A)™ @ Hy avec Hy, stable
par A.
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Chapitre 4

Théoreme spectral dans les
espaces de Hilbert

4.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

4.1.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 4.1 Soit H un C-ev muni d’un produit scalaire sesquilinéaire
hermitien défini positif :

— Yy, v — (x,y) est linéaire

— VYV, y — (y,x) est semi-linéaire

o vxuyv ('Tvy) = (y,ﬂ?)

— (x,z) > 0 pour tout x # 0.

THEOREME 4.1 CAUCHY-SCHWARZ Pour tout x,y € H, |(z,y)| < ||=| [|y]-

Remarque 4.1 x — (x,z) est une norme donc H est un evn.

Définition 4.2 H est un Hilbert ssi il est complet pour cette norme.

COROLLAIRE 4.1 ||z]| = sup |(z,y)].
lyll<1

4.1.2 Projection sur un convexe fermé

Proposition 4.1 Identité du parallélogramme Pour tout x,y € H,
e+ ylI* + [l = ylI* = 2(|l[* + lly[I*).
THEOREME 4.2 Soit k un conveze fermé non vide.

Pour tout x € H, il existe un unique y € K tel qu'on ait ||z —y| =
infex |z — 2|

De plus y est caractérisé par : pour tout z € K, R(x —y,z —y) < 0.
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Démonstration.
I'Si yy,ye vérifient ||z — y;|| = d(x, K) =: d, par 'identité du parallélo-
gramme, on a

2
<0

_'_
||y1_y2||2:4d2_4Hx_ Y1 . Y2

Donc y; = ys.
3 Soit y, € K tel que ||z — y,|| — d.
Pour tout n, m, par I'identité du parallélogramme, on a

Yn + Ym
2

2
xr —

19 = Ymll” = 2(|7 = yull” + |z — Y| )—4‘
<2([|z = yal* + Iz — ymll”) — 4d> = 0

Donc y,, est de Cauchy et comme H est complet, il existe y € H tel
que Yy, — y. On a donc ||z — y|| = lim ||z — y,||.
e Il reste la caractérisation. Si ||z — y|| = d alors R(x —y,z —y) < 0.

Si J est C! sur un convexe K alors en posant y tel que J(y) i?(f J

alors DJ(y)(z —y) = 0 pour tout z € K.

Pour tout z € K et t € [0,1], (1 —t)y+tz € K donc J((1 —t)y+tz) >
J(y) donc w > 0.

En faisant tendre ¢t vers 0, on a DJ(y)(z —y) > 0.

Réciproquement, si y vérifie DJ(y)(z — y) = 0 pour tout z € K, et
comme J est convexe, J(y) < J(z) pour tout z. En effet, si J est
convexe C', on a J(z) = J(y)+ DJ(y)(z —y) = J(y). ]

COROLLAIRE 4.2 La projection Py sur K est 1-lipschitzienne donc conti-
nue.

Définition 4.3 SiY est unsevde Honpose Y+ ={z € HVy €Y, (z,y) =
0}.

Proposition 4.2 Y+ est un fermé de H.

THEOREME 4.3 SoitY un sev ferméde H. Ona H =Y @Y+ etYH =Y.

Remarque 4.2 SiY n’est pas fermé, Y est fermé et Y =Y. Ona done
que H=Y ®Y+ et donc Y+ =Y.

Démonstration. Y est un convexe fermé donc Py est continue.
Pour tout z € H, soit y = Py(x). Par la caractérisation de y, on a pour
tout z,

Rz —y,z2—y) <0 Rr—y,h) <0 (r—y,h)=0r—yc Y™t

(appliquer en +h, et +ih).
Donc HCY +Y+t. OnadeplusYNY+={0}donc H=Y @Y+ =m
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4.1.3 Formes linéaires continues

THEOREME 4.4 RIESZ Pour tout | € H', il existe a € H tel que | = (-, a).

Démonstration. Sil # 0, Ker(l) est un sous-espace fermé de H.
Donc H = Kerl & Cb. Pour tout x € H, x = y + Ab donc lx = A\lb mais

(z,b) = A ||b|)* donc lz = (z,b) ”éll’lg.

Il suffit donc de prendre a = bﬁ. [ ]

Remarque 4.3 On en déduit que les Hilberts sont réflexifs.

THEOREME 4.5 LAX-MILGRAM Soit a : H x H — C telle que
o Vyec H, v — a(z,y) est linéaire
Ve € H, x — a(x,y) est semi-linéaire
a est continue
a est cercive : il existe a > 0 tel que |a(z,z)| > alz|® pour tout
reH.
Alors pour tout | € H', il existe un unique y € H tel que a(z,y) = l(z) pour
tout x € H.

Remarque 4.4 Si de plus a(z,y) = a(y, ) alors on a défini un produit sca-
laire équivalent sur H et donc le théoreme correspond a Riesz pour ce produit
scalaire.

Démonstration. Par Riesz, on a pour tout y € H,  — a(z,y) € H' donc il
existe un unique Ay tel que a(z,y) = (z, Ay) pour tout = € H.

Par unicité dans Riesz, A est linéaire. Donc pour tout x,y € H, a(x,y) =
(x, Ay). En écrivant | € H' comme (-, f), résoudre a(x,y) = [(z) revient a
résoudre (x, Ay) = (z, f) ie Ay = f.

11 faut montrer que A € L(H) est bijective.

A est continue car ||Ay|| = sup |(z, Ay)| = sup |a(z,y)| < M ||y|| car a

llzlI<1 llzlI<1
est continue. Donc A € L.(H) et [|A| < M.

Montrons que A est injective. Si y € Ker(A), (z, Ay) = 0 = a(z,y) donc
I(y, Ay)| = 0 = |a(y, y)| = a ||ly||* par ccercivité. Donc y = 0. On va ensuite
montrer que Im A est fermé d’orthogonal nul.

Siz e (ImA)*L, (x, Ay) = 0 donc ojz|” < |a(z, z)| = |(x, Az)| = 0 donc
2 =0.ImA est fermé donc pour tout z € H, |(z, Az)| = |a(z,z)| > a||z|?
par ceercivité. Par Cauchy-Schwarz, |(z, Az)| < ||z| || Az]|.

Donc pour tout z € H, ||Az| > «||z| donc Im(A) est fermé (déja fait).

Ainsi, A est bijectif donc pour tout f € H, il existe un unique y € H tel
que f = Ay ie a(z,y) = (z, f) pour tout = € H. u

Remarque 4.5
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o (e théoréme sert pour résoudre les équations elliptiques : si A € M, (R),
(A€.€) = allgl” pour tout € € R".

Pour tout f € L*(Q), — > 6i (amﬁ_u) = f sur Q avec u|g =0
1<i,j<n 9Ti Ox;
est une équation elliptique.

e On a vu seulement le théoréme spectral pour A compact dans L.(E).
Le cas des opérateurs non bornés comme u +— u” qui sont a résolvante
compacte c’est a dire que pour tout f € F, il existe un unique u tel que
u” = f et Uapplication qui a f associe u est un opérateur compact donc

on peut utiliser le théoreme spectral.

4.1.4 Bases hilbertiennes

Soit H un Hilbert.

Définition 4.4 Une famille (;); est orthonormée ssi ||z;|| = 1 et (z;,2;) =0
pour tout 7 # j.

Remarque 4.6 Une famille orthonormée est libre.

Définition 4.5 (z;);c; est une base orthonormée (hilbertienne) ssi H =
Vect {z;,i € I}.

Remarque 4.7 Ce n’est pas forcément une base au sens usuel.

THEOREME 4.6 Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne.

Démonstration. Si H est séparable, il existe (x,,), tel que Vect {z,,,n € N} =
H et on obtient une base par Gram-Schmidt.

Sinon, on utilise le lemme de Zorn. On consideére F' I’ensemble des familles
orthonormées de H partiellement ordonné par I'inclusion.

F' est inductif non vide donc il admet une famille B = (x;);c; maximale.
On a H = Vect {B}. Sinon, on ay € H \ Vect {B} =: F..

F est fermé donc H = F @ F*. Soit = Pp(y). (y —,2;) = 0 donc B =

(—Hz:zll , B) est une famille orthonormée qui contient B, d’ott une contradiction.
n

Proposition 4.3 Soit (e,) une base hilbertienne de H. Pour tout z € H,

> (z,€,)e, est convergente dans H et vaut .
neN

De plus, [|lz]* = Y |(z, e,)[*.

neN
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Exemple 4.1 Dans le cas L*([0, 27]), e, (t) = €™, la décomposition corres-
pond a la décomposition en série de Fourier :

f(t) = chemt

ne”L
avec convergence dans L? et ¢, = (f,e,) = o= J§" f(t)e™" dt.
Démonstration. Pour tout N € N, on a
N N 2
Z|xn|2 = Z(l‘, en)en
n=0 n=0
N
Y= Z(x, en)en € Vect{eg,...,e,} donc H = Vect {eg, ...,e,} B F donc
n=0

lylI> < [|=]|*. Dot la convergence de Y |z,|*.
neN
Par le méme raisonnement, pour tout p, q,

2

= Z (2, en)> = 0

psn<gq

> (zen)en

pP<NLq

N
Donc Z(:c,en)en est une suite de Cauchy dans H donc converge vers un

n—
certain y. Comme la série converge dans H, on a
(y7 ei) = Z (:L‘7 en)(en7 ei) = (xa ei)
neN

(e;) est une base hilbertienne donc x = y. De plus, pour tout N € N,

2

| N N
an|2 — Z|xn|2 = Z(l‘, en)en — ||1‘||
neN n=0 n=0
o0
Dot ||z]| = ) |za|* u
n=0

Remarque 4.8 Le résultat précédent nous dit que

0? - H
(xn) anen
neN

est une isométrie bijective. On va traiter le cas non séparable.
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Définition 4.6 Soit (x;);es, une famille d’éléments de H. On dit que la
famille est sommable ssi il existe © € H tel que pour tout € > 0, il existe
J C I fini tel que pour tout K C [ fini qui contient J, on ait

T — sz <e
icK
Lemme 4.6.1
Soit ¢, une base hilbertienne et o, € £2. Alors Zangon converge dans H et

neN
ne dépend pas de l'ordre de sommation.

Démonstration. On a déja vu que x := Zanwn converge dans H.
neN
Soit n : N — N bijective et N € N. On a bien convergence de la série

Zan(k)%(k) car
k=0 )

Z|an k)| —0

[e.9]

car ) |a;|? est absolument convergente.

1=0
«a

Donc il existe y € H tel que y = Z Cn(k)-
nENn(k)
Pour tout i € N, (y, p;) = a; = (x, ;) donc z = y. u

THEOREME 4.7  Soit (e;) une base hilbertienne de H. Pour tout x € H,
J=AHiel, (x,e) #0} est dénombrable indexable par .

On a alors & =Y (x,€,,)epm) €t |z||” = > |z, epm)|? €t la somme de
n=0
dépend pas de .
Démonstration. Soit x € H,ne€ Net J, ={i € [,|(z,e;)] > %} Pour tout
Uy eeoslp € Jp, 0N &

k k
Dol el = | D o(x,e)e|| < el
=1 =1
k
D’ott gan < Yl e))* < |lo))? et k < m? Ainsi J,, est fini et J =
=1

U Jm est dénombrable. Le deuxieme point est une conséquence du lemme. =
neN
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4.2 Opérateurs autoadjoints compacts dans
les espaces de Hilbert

Définition 4.7 A € L.(H) est autoadjoint ssi pour tout z,y, (Az,y) =

(z, Ay).

THEOREME 4.8 Si A est autoadjoint, x — (Ax,x) est une forme quadra-
tique réelle, dont la nullité implique celle de A.

Démonstration. (Ax,z) = (z, Ax) = (Az,z) donc (Ax,x) € R.
Si (Az,x) = 0 pour tout =z € R,

0=(A(z+y),z+y)=(Az,z) + (Ay,z) + (Az,y) + (Ay,y) = 2R(Az, y)

De méme avec z + iy, 23(Az,y) = 0. Ainsi, A = 0. |

THEOREME 4.9 SPECTRAL Soit H un Hilbert et A autoadjoint compact.
Alors il existe (z;)ier des vecteurs propres de A qui forment une base
hilbertienne de H .
De plus, {i, \; # 0} est dénombrable et 0 est le seul point d’accumulation
de (N\;);.
Remarque 4.9
o [ n’est pas forcément dénombrable
e On a déja démontré la deuxiéme assertion
e Une autre maniéere d’écrire le théoréme est la décomposition

H=KerA®d @ (Kz,)

neN

avec K le corps de base.
e Les valeurs propres sont réelles ((Az, z) = i || z])*).

Démonstration. Si A = 0 c’est fini. On prend par la suite A # 0. Mon-
trons d’abord que A possede une valeur propre non nulle. Posons M =
SUp| =1 (Az, z) € R,

Montrons que le sup est atteint. il existe x,, € H tel que ||z,| = 1 et
(Azp, x,) — M. z,, est bornée et la boule unité de H est compacte pour la
topologie faible.

Il existe donc x € H et z,, une suite extraite tel que z,, — x et par
compacité, Az, — Ax.

On a (Azy,,x,,) — M et Az, — Ax et x,, — x donc (Az,,,x,, ) —
(Az,z) donc M = (Az,z). On a de plus ||z| < liminf|z,,|| = 1. De plus

x%OcarA;éO(:E»—)(A:E,x)#O).Soity:”—;I.
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Ona [ly]| =1 et (Ay,y) = 25 Si ||2|| < 1, (Ay,y) > M et |ly|| =1 ce

el
qui est absurde donc ||z|| = 1.

On en déduit = = supy, .o [2(2) avec R(z) = (|1|4;||7§)

mum en = donc DR(x)h = 0 pour tout h € H.

. R atteint son maxi-

(Az, z) + (Az, h) + (Ah, z) + O(||h||*)
l2]|* + 2R(z, h) + O(||h]|)
= (Azx, x) — 2(Az, 2)R(z, h) + 2R(Az, h) + O(||h||*)

Donc pour tout h, R(Az,h) = MR(x,h) et R((A — M)z, h) = 0. En appli-
quant & ih, ((A— M)z,h) = 0 donc Az = Mz et M est un valeur propre
non nulle.

Soit F' I’espace engendré par les vecteurs propres de A. On veut F' = H. Si
ce n’est pas le cas, F' étant un fermé, on aurait H = F @ F* avec F'+ # {0}.

F est stable par A qui est autoadjoint donc F* est aussi stable par A.
Alp1 est encore autoadjoint compact qui admet un vecteur propre qui est un
vecteur propre de A, ce qui contredit la définition de F. Donc F* = {0}. m

R(x+h) =

4.3 Calcul fonctionnel

4.3.1 Cadre général

On prend A € L.(F) et f € X un ensemble de fonctions. Quand peut-on
définir f(A)?

Si f € C[X], on sait définir f(A), de méme si f est une série entiere de
rayon R > p(A) le rayon spectral de A.

Définition 4.8 Soit Q2 un ouvert de C tel que o(A) C . Soit v un contour
fermé dans w N o(A)¢ d’'indice 0 pour tout z ¢ Q et 1 pour z € o(A).
On pose alors pour f holomorphe sur 2

FA) = — [z A () dz

2w ¥

Remarque 4.10 L’indice est défini par % N L duw.

w—=z

THEOREME 4.10

(i) Pour tout f € C[X], f(A) = ianA".
n=0

(ii) L’application

P1ERRON Théo Page 52 Tous droits réservés



4.3. CALCUL FONCTIONNEL

est un morphisme d’algébre.
(iii) a(f(A)) = f(o(A)) pour tout f € H(L).
(iv) Si f € HQ), 0(A) C Q et g € H(Y) tel que f(o(A)) C ' alors
(g0 f)(A) =g(f(A)).
Démonstration.
(i) 1l suffit de montrer que si f(z) = 2* alors ﬁ/(z — A7 f(2)dz = A
On calcule donc cette intégrale en remarquantvque

1 A"
(z—A)T=-32

n
2z

et que la série converge normalement sur . Alors, on permute somme
et intégrale, ce qui nous ramene a calculer

L/A dezz{o sik#n

201 Jy 2ntl AF  sinon
Donc ]
— —A)™! dz = A*
i G-

(ii) Le seul point non trivial est (fg)(M) = f(M)g(M). par la formule de
Cauchy, / f(2)(z — M)~"dz ne dépend pas de +y, donc en écrivant
o

[ fww-an T dw et g(0) = oo [ g0 e

20T

f(M) =

2

on peut supposer que 7y; est a U'intérieur du domaine délimité par s (ie
Ind,,(2) = 1 pour tout z € 7;). On a alors

FONGOD) = o [ [ )= 2072 = M) g(z) = du

L e .
-~ (2im [n 727((M_M) —(z=M)")dzdw

z— W
=1~ L

On peut utiliser Fubini et, comme z > % est holomorphe (w € v3),

9(2) dz =0 done I; = 0.

Y1 Z—Ww
f(w)

De méme, w +— a une singularité en w = z donc /
s

Res(f,z) = —f(2) (Res(F/G) = F/G"). Ainsi, I, = —(g
bien le résultat.

f ) et on a
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(iii) Sip ¢ f(o(A)), o(A) est compact et f est continue donc il existe ¢y > 0
tel que pour tout A € o(A4), |u— f(N)| = c.

Donc il existe € un ouvert contenant o(A) tel que [ — f(2)| > @ pour
tout z € Q.

g(z) = m est holomorphe sur € puisque z — 1 — f(z) ne s’y annule
pas. Par (ii), on peut définir g(A) et on a

9(A) (= f(A)) = (g(p = 1))(A) =1d

Donc p — f(A) est inversible donc u ¢ o(f(A)).
Sip € f(o(A)), il existe A tel que p = f(N). On pose g(z) = w Si
f est holomorphe, g aussi. Ainsi, g(A) est bien définie et (A—\)g(A) =
fA) = (M),
Or (A—X\)g(A) n’est pas inversible donc f(A)— f(A) non plus et f(\) €
o (f(A))-

(iv) Si f est analytique sur D o(M) et g analytique sur 0 contenant
f(o(M)) alors (g f)(M) = g(f(M)).
Par (iii), f(o(M)) = o(f(M)) donc si v, enlace o(f(M)),

MﬂM»—jjAﬂ@@—ﬂMﬁ4®

2

De méme, h(w) = #(w) est holomorphe sur un ouvert contenant o (M)
donc k(M) = 5= [,, h(w)(w — M)~ dw. Donc

1 11 »
_ 1 1 L 9(2)
—%LQ(W—M) %/le_ﬂw)dzdw
=g(f(w))
= (g0 /) (M) n

Remarque 4.11 Ce type de résultat s’appelle calcul fonctionnel.
On appelle o(f(M)) = f(o(M)) « résultat d’image spectrale ».

Remarque 4.12 Si on a un trou sur la formule des résidus, on fait le calcul :
sty est un cercle de rayon R,

1 1 o | |
- Anzk—n—l dz = _/ An(Reze)k—n—lReze do
2m Jo

207 o'

I T T R N N
_%A AR (ei)en 49 = AP,
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4.3.2 Cas des opérateurs auto-adjoints compacts sur
un Hilbert

Soit H un Hilbert, A auto-adjoint compact.

THEOREME 4.11  Pour tout [ bornée définie sur o(A), on peut définir f(A)
par

(i
(ii

) f(A) =1d avec f = 1.

) Uopérateur associé a Idy est A.

(iii) f+— f(A) est un morphisme d’algébre

(iv) [IF (A = supseqay [F ] = [ f]] 1

(v) Si f est réelle, f(A) est auto-adjoint
)

(vi) Si f est positive f(A) aussi.

Démonstration. On a H = Ker(A) &+ @ Ce,,. Posons
neN

f(A)( y + Zf xnen avec y = PKerAx

neN

(1), (ii) et (iii) en découlent. De plus,

1Az ]* = 1FO)Ply* + 1 ) Plal® < IS N2l

neN

et le sup est atteint en le e, tel que supyc,(4[f(A)] soit atteint en A,. u
Remarque 4.13 Dans ce cas la les propriétés de calcul découlent de la pro-
priété de diagonalisation.

Dans le cas général, on déduit des propriétés de décomposition spectrale
des propriétés d’un calcul fonctionnel défini sur les fonctions continues

4.4 Théoreme spectral pour les opérateurs
autoadjoints

Soit H un Hilbert, A un opérateur autoadjoint.
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4.4.1 Propriétés générales du spectre d’un opérateur
autoadjoint

THEOREME 4.12 Si A est autoadjoint, o(A) C R.

Remarque 4.14 On avait déja cette propriété pour les opérateurs autoadjoints
compacts, comme conséquence du fait que le spectre est constitué uniquement
de valeurs propres.

Démonstration. On va montrer que pour tout A non réel, A— X est inversible.
Posons a(z,y) = (z, (A — N)y) pour tout (z,y) € H. On va utiliser Lax-
Milgram.

Pour tout y, x — a(z,y) est linéaire, pour tout z, y — a(x,y) est anti-
linéaire, |a(z,y)| < ||| ||y||||A — Al| donc a est continue. Enfin, |a(z,x)| =
[(Az,z) = Aa|* [ = 1SV [l

Donc pour tout z € H il existe un unique y € H tel que a(z,y) = (z, z)
pour tout x. On a donc (A — A)y = z donc A — X est bijectif et A ¢ 0(A). m

THEOREME 4.13 Soit A € L.(H) autoadjoint. Alors p(A) = ||A]|.

Démonstration. On a vu que p(A) = ngr}rloo ||A"||% < |JA]l.

Si A est autoadjoint, on a encore

|Az||* = (Az, Az) = (A" Az, z) = (A%, 2) < | 2] |l

donc ||A]|> < ||A2||. Par récurrence, ||A||2k < HAQkH Ainsi,

1
k

p(A) = lim | A% > || 4] .

THEOREME 4.14 Si A € L.(H) est autoadjoint alors o(A) C [a,b] avec

a= |\iﬂf1(Ax’ x), b= sup (Az,x) et de plus a,b € o(A).
zll= Jall=1

Démonstration.
e Si A\ < a, on peut montrer que A — \ est inversible. On pose m(z,y) =
((A— XN)z,y) qui est linéaire en x, antilinéaire en y, continue et

m(z,z) = (Az,x) = M|z[|* = (a = A [|lz]* > 0

si A < a. Par Lax-Milgram, A — X est inversible. Par le méme type
d’argument, on montre que A — A est inversible si A > b. On a donc
bien o(A) C [a, b].
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e Il reste & montrer que a,b € o(A). Par définition de a et b, on a |a|] <

[A] et [b] < [IA]]
De plus, p(A) = A car A est symétrique. Donc ||A|| < max(|al, |b]) <
Al

Ainsi, max(|al, |b|||A|| = p(A) donc a ou b appartient a o(A). Pour
conclure dnas le cas général, on étuide A. = A + clId pour ¢ € R.
On peut choisir ¢y, ¢y tel que a., = a + c10(A,,) et b, € 0(A.,) donc
a,be a(A). u

THEOREME 4.15 Si M, N € L.(H) sont autoadjoint. Alors

du(o(M),0(N)) < |M — N
avec dy la distance de Hausdorff sur P(C).
dy (A, B) = max(sup d(z, B),sup d(z, A))
z€A zeB

Démonstration. Soit d = ||[M — NJ|. Supposons que d > dg(c(M),c(N)).
On peut supposer par symétrie sup d(z,o(N)) > d. Donc il existe u €

x€o(M)
o(M) tel que d(u,0(N)) > d donc pour tout v € o(N), |u—v| > d.
On obtient que p ¢ o(N) et méme que uiz =: f(2) est holomorphe sur

un voisinage sur spectre de N. Par le calcul fonctionnel, on a o(f(N)) =
fle(N) ={;5 v ea(N)}

Ona |f(o(N))| < % et comme N est symétrique, f(N) le reste, on a donc
p(FN) = V) = e — N1 Admsi, [ — N) | < 1.

Mais uy — M = p—N+n—M = (up— N)Id+(u — N)"H (N — M))
est donc inversible (||(x— N)"Y(N — M)|| < 1). Donc p ¢ o(M), ce qui est
absurde. |

4.4.2 Calcul fonctionnel pour les opérateurs autoad-
joints
Soit ¢ € R[X]. Si M est autoadjoint, ¢(M)* = q(M).
On a donc p(q(M)) = llg(M)]| et o(q(M)) = q(c(M)) donc [lg(M)]| =

sup [Al= sup [g(N)].
A€o (qg(M)) A€o (M)

L’application ¢ qui a une fonction polyndmiale réelle sur o (M) associe un
élément de L.(H) via ¢ — ¢(M) est un morphisme d’algebre et une isométrie.

Par le théoreme de prolongement des applications uniformément conti-
nues a valeurs dnas un complet, comme par Stone-Weierstrass, I’ensemble des
fonctions polynémes réelles sur o(M) est dense dans C°(o(M)), ¢ s’étend en
un morphisme d’algebres continu de C(o(M)) — L.(E).
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THEOREME 4.16 Si M € L.(H) est autoadjoint,
(i) (fg)(M) = f(M)g(M) pour tout f,g € C°(o(M))
(i) (S =11
(iii) f(M) est symétrique
) o(f(M)) = f(o(M))
Démonstration. On écrit f et g comme limite de polyndémes et tout passe a
la limite dans (i), (ii), (iii).
(a marche aussi dans (iv) mais on a besoin de vérifier que les limites au
sens de Hausdorff et au sens habituel correspondent. [ ]

(iv

Proposition 4.4 Soit M € L.(H) autoadjoint. M est positif (ie pour tout
x, (Mz,z) > 0)ssi o(M) CR,.

Démonstration.
= a inf (Mz,z) > 0 donc o(M) C R,.

llzl=1
< Sio(M)CR*, a>0donc M > 0. n

Remarque 4.15 Si A est autoadjoint positif, on peut définir /A par le calcul
fonctionnel. En effet, x — \/z est continue sur o(A).

4.4.3 Résolution spectrale d’un opérateur autoadjoint

1
Si A est autoadjoint compact et H séparable, on peut écrire H = ®&H,,.
n

E
Si E, est la projection orthogonale sur H,, alors Id = Z et A= Z)\nEn.
neNy neN
Posons pour tout S € #A(R),

E(S)= > E.

n,An€S

C’est une projection orthogonale et on peut formellement écrire
A= / AAE(N)
o(A)

S — E(S) a les propriétés d'une mesure a valeur projecteur.

On va donnet un sens a cette formule pour les opérateurs autoadjoints.
Si f=alyalors [ fdE = aE(A).

Si M € L.(H) est autoadjoint, on a vu que pour tout f € C°(o(M)) on
peut définir f(M). Soit z,y € H. I, ,(f) = (f(M)x,y).
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f = ly(f) est une forme linéaire sur C°(o(M)). De plus,

ey (N = 1(F (M), )| < [F Dl Tyl < WA Ty

l;, est donc une forme linéaire continue sur C*(o(M)). Par Riesz, il existe
m,.,, mesure borélienne sur o(M) tel que pour tout f € C°(a(M)),

lea(F) = [ TV dme, ()

On a construit une famille m, , de mesures. On a les propriétés suivantes :

Définition 4.9 Si p: X — C est une mesure complexe alors on définit sa
valuation totale par

|1l(A) = sup {ZlM(An)MA = |_|An}
neN

THEOREME 4.17

(x,y) — My, est linéaire en x et antilinéaire en y.

My = Mgy

Myl (o(M)) < ||z [yl
Les mesures m, , sont réelles positives.

Démonstration.
(i) Tout découle de 'unicité dans Riesz.
(i) Pour tout f € C%(a(M)),

/J(M> F) dmyo = 1o (f) = (f(M)y, )
= (y, f(M)z) :m:/ FON dm,

o(M)
(iii) |may|(o(M)) = [l < [lz]l [[y]
(iv) On considere [, ,. Si f est positive, f(M) aussi puisque o(f(M)) =
flo(M)) C R*.
Ainsi pour tout f >0, [, .(f) > 0. Par Riesz, [, , est eprésenté par une
mesure positive donc mg , > 0. [ |

Gréace au théoreme précédent, pour tout S € B(o(M)), m,,(S) € C est
bien défini.

Par (i), x — my,(S) est linéaire et y — m, ,(S) est anti-linéaire. De plus,
(x,y) — my,(S) est continue par (ii).

Par Riesz (sur un Hilbert), il existe E(S) € L.(H) tel que m,,(S) =
(E(S)x,y) pour tout =,y € H.
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THEOREME 4.18
(i) E(S)" = E(S)
(i) |E(S)] <
) E(2) =0, E(U( ) =
) E(SUT) = E(S)+E( )sszT %)

(v) B(S)M = ME(S)
i) E
)

(iii

(iv

(vi) E(SNT)=E(S)E(T)
(vii) VIS, E(S) est une projection orthogonale. Si SNT = &, alors Im(E(S))
et Im(E(T)) sont orthogonales.

(viii) E(S)E(T) = E(T)E(S)
Démonstration.
(i) Csq de la def
(ii) idem
(ili) (E(9)z,y) = myy(2) =0 donc E(@) = 0.
De méme, (B(o(M)),y) = mag(o(M)) = [ dm, = (F(M)r,y) =
(x,y) avec f =1 donc f(M) = Id. Donc E(a(M)) = 1d.
(iv) My (SUT) =my,(S) + my,(T) donc on a le résultat sur E.

(v) Par propriété du calcul fonctionnel :

MF(M) = f(M)M
done (F(M)Ma,y) = (Mf(M)z,y) = (f(M)z, My)

donc mg ary = Marzy

Ainsi, (E(S)Mz,y) = (ME(S)z,y) donc ME(S) = E(S)M.

(vi) On peut étendre le calcul fonctionnel continu aux fonctions boréliennes
bornées. Si f € C%(a(M)) alors (f(M)xz,y) = / f(A\) dm,,,. Comme
My, est une mesure et o(M) est compact, cette ;r(l’lé/(lé)grale est bien définie
pour tout f € B(c(A)) (fonctions Boréliennes mesurables bornées).

Pour tout f € B(a(A)), (x,y) = [, f(A) dmy,, est une forme linéaire
en z, antilinéaire en y et continue (de norme < || f||_.)-

Par Riesz dans les Hilbert, pour tout f € Z(c(M)), il existe un unique
By € L.(H) tel que (Byx,y) = / f(A)dmg,. On note By = f(M).
o(M)

On a donc étendu le calcul fonctionnel a des fonctions Z(o(M)).
De plus, on a
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THEOREME 4.19 ¢ : f — f(M) est un morphisme d’algébres et

IF (M) <[]/l

Démonstration. On montre seulement le point non trivial : (fg)(M) =

f(M)g(M). On le montre d’abord pour f € C(o(M)) et g € B(o(M)).
On & (F(M)g(M)z,y) = (¢9(M)x, FMw) = [ g0 dme 7y et

(M) = [ oW,

Comme m,, et M, F(wyy Sont construites par Riesz, les fonctions de
C%(o(M)) sont denses dans L'(dm,,) et dans Ll(dmxj(M)y).

En particulier, pour tout g € #(c(M)), il existe (g,) € C°(a(M)) tel

que sup [|gnl| o <00 et g, = g May P.p. €6 M, F1p), P-P-
Pour tout n, g, est continue donc par convergence dominée,

DG 005) = [ WAz, = [ gDV dm, g,

et

(FOM)gn(M)a, ) = (Fn) MD,y) = [ FA)g(N) dm,

(M)
car sup |g,(A)| < M et sup | f(A)gn(N)| < M (et les constantes sont L!

car les mesures en questions sont finies sur o(M) qui est compact).
Donc (f(M)g(M)z,y) = ((fg)(M)z,y) pour f continue et g borélienne.
On recommence un coup pour avoir le résultat pour f, g boréliennes. m

En revenant a la définition de E(S5),

(B(S)2,y) = may(S) = [ Lsdma, = (1s(M)a,y)

o(M)
(car 1g € AB(0(M))) donc E(SNT) = lgnr(M) = (1sly)(M) =
Ls(M)1p(M) = E(S)E(T).
(vii) Par (vi), E(S) = E(SNS) = E(S)E(S) = E(S)? donc E(S) est un
projecteur. Comme E(S)* = E(S) et |E(S)|| < 1 il est orthogonal.
(viii) Conséquence directe de (vi) u

Proposition 4.5 Soit (.5,,) une suite de boréliens disjoins. On a pour tout
r € H,

E(USn)x:ZE(S x

neN neN

avec convergence dans H de la série.
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Démonstration. Soit n,m € N et x € H. On a (additivité finie) :

Donc > |E(Sy)z|® car les images sont orthogonales.

B <Gsk> | =

3 sl < | (Us )

Ainsi,

2 2
< ||

donc la série ) |E(Sk)z|” est convergente car ||E(S)| < 1 pour tout S.

neN
m 2 m n
Comme || Y E(Sp)z| = Y |IE(SK)z|* — 0. Donc " E(S)z est une
k=n = k=0
suite de Cauchy dans H donc converge. Donc Y E(Sy)z € H.

neN

Il reste a montrer que E (U Sk) T = ZE(Sk)x Pour tout y € H, on a
keN keN

(E (U Sk> x,y) = Myy (U Sk) = me,y(sk)

—Z (Sk)z,y) = (ZESkxy)

keN keN

Donc on a bien le résultat. ]

Remarque 4.16 Sur L.(H), on peut mettre plein de topologies. On dit que
T, — T avec
e convergence normale ||T, —T|| — 0
e convergence forte (ATTENTION : il s’agit de la topologie faible) :
T,x — Tx pour tout x.
e convergence faible : (T,x,y) — (Tx,y).

Définition 4.10 On dit que S — E(S) est une mesure a valeur projecteurs
ssi pour tout S, E(S) est une projection orthogonale, F(&) = 0 et E est

o-additive : F U Skl z= ZE(Sk)x pour tout = € H.
kEN kEN

P1ERRON Théo Page 62 Tous droits réservés



4.4. THEOREME SPECTRAL AUTOADJOINT

THEOREME 4.20 Soit H un Hilbert, M autoadjoint. il existe une unique me-
sure sur B(R) a valeur projecteur S — E(S) tel que E(SNT) = E(S)E(T)
et

vf € Ca(M)), f(M) = )f(A) dEy

o(M
Remarque 4.17 L’intégrale est définie comme intégrale de Lebesque. Si f =
> a;Ag, alors

[ 1By =3 flai) B(S)

Démonstration. L’intégrale est définie au sens précédent pour f € B(o(M)).
De plus,

( o fN) dEw,y) = /O_ o FO) dmgy, = (f(M)z,y)

Il suffit de le vérifier pour les fonctions étagées. Si f = > a;lg,, on a

[ T dBay) = ( (S Bs) ) vy
o (M) -

= [ FN ey = (F(M)zy) .
o(M)
Remarque 4.18 En particulier, en prenant f = 1, on a Id = / dE) et
o(M)
A
f(A) = X pour tout A\, on a M = ( )dE)\.
o(M

4.4.4 Représentation spectrale

On veut généraliser le cas des opérateurs autoadjoints compacts en mon-
trant que si M est autoadjoint, il existe un espace L*(X, i) et une fonction

bornée F telle que UAU! = f +— Ff.

Définition 4.11 Soit z € H. On dit que z est cyclique ssi {A"z,n € N}
est dense dans H.

Remarque 4.19 De maniére équivalente, { P(A)x, P € C[X]} est dense dans
H ou alors H = {f(A)z, f € C°(c(A))}.

Lemme 4.20.1
S’il existe x € H cyclique alors il existe y, mesure borélienne sur o(A) et U :
H — L*(0(A),dp,) unitaire tel que

Vf € L*(o(A), dps), (UAU)(A) = Af(N)
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Démonstration. On pose U(f(A)z)(A) = f(A) pour tout f € C(a(A)).
e U est bien défini : il faut montrer que si f(A)x = g(A)x alors f = g
pour une certaine mesure . On a

()] = (F(A)z, f(A)2) = (FD)(A)z2)
= [ TN dme = [ 7P dm,,

On prend 1, = m, ., ceci assure la bonne définition de U carsi f(A)x =
0, alors f = 0 p.p. par ’égalité précédente, comme x est cyclique.

e U est une isométrie car || f(A)z|” = ||f]>.

e U est donc injectif a image fermée donc il reste a montrer que U est sur-
jectif. On a C%(c(A)) C Im(U) et comme dm, , est réguliere (Riesz),
C%0(A)) est dense dans L*(o(A), dm, . Ainsi, comme Im(U) est fer-
mée, Im(U) = L* donc U est surjective.

e Ona (UAU'f)(N\) = (UAf(A)z)(X\) = Af()\) donc cest fini. u

THEOREME 4.21 Soit A autoadjoint. St H es séparable, il existe
e (H,), des espaces fermés stables par A, tels que H = @ H,, et pour
tout n, H, est stable pour A.
e i, des mesures boréliennes sur o(A).
o U :H— @L*(0(A),du,) unitaire tel que pour f € @ L*(c(A),du,),

(AU )a(A) = Afu(N)

Remarque 4.20
e On peut prendre [i, = Mg, 4, .
e La décomposition n’est pas unique.
e On tretrouve la diagonalisation des matrices ou des opérateurs compacts
en prenant [, = dy,, .

Démonstration.

Lemme 4.21.1
Si H est séparable et A autoadjoint alors on a une décomposition hilbertienne
H = @& H, avec H, invariant par A et H,, cyclique pour Aly,.

Démonstration. Par récurrence. Soit (e, ), une base hilbertienne. Soit Hy =
Hey = {f(A)ey, f € C°(c(A))} cyclique et stable par A.

Soit k(2) le plus petit k tel que ex ¢ Hy et fo = ex) — Pif, (k). On a
Hy &+ Hy,. En effet, H est stable par A autoasjoint donc Hj- aussi.

Par récurrence, on construit H, tel que pour tout n, (e, .. .,ek(n)> C
H®...©H,. [ |
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On décompose H = @ H,. 1l existe u, et U, : H, — L*(c(A),du,)
unitaire avec

(UnAUD) T F () = AF(V)
pour tout f € L?(o(A),dp,). On pose x = >z, x, € H,.

neN
U(z) = (Upxn)n
est par définition unitaire de H — @ L?(c(A), duy). n

Remarque 4.21
e La théorie se généralise aux opérateurs autoadjoints non bornés.
e Un cas déja connu est A =il : H' — L*(R?,C).
o Une réalisation concréte du théoréeme est donné par la transformée de
Fourier.

4.5 Décomposition du spectre

Soient H un Hilbert, A autoadjoint.

4.5.1 Avec la décomposition spectrale
Proposition 4.6 X € o(A) ssi Ve >0, E(]A—¢e,\+¢[) #0.

Démonstration.
e Si\ ¢ o(A), o(A)° est ouvert donc il existe € > 0 tel que |A—e, A +¢[C
o(A)°. Pour tout z,y € H,

(E(JA—¢e, A +e))z,y) = / dmg, =0

JA—e, A ¢e[No(A)

Réciproquement, si E(JA — ¢, A+ ¢[) = 0. Pour tout f € £*(0(A4)),

A= [ foaE = [ A dE
J(4) o(A) J(A) dE, o(A)NA—e M e] J(A) dE
On va montrer que A — \ est inversible. Soit
1
9(p) = = T 1a-eate € L7 (0(4))
On a
(A= X)g(4) = g(A)(A=X) = [ (1= X)g() B,
:/ dEA:/ dEy = 1d =
o(A)NJA—e, A +¢| o(A)
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Proposition 4.7 Caractérisation des valeurs propres A € vp(A) ssi

E({A}) #0.

Démonstration. Si \ est valeur propre, il existe x # 0 tel que Ax = Ax. Par
récurrence, on en déduit que P(A)x = P(X)zpour tout P € C[X].

Par le calcul fonctionnel, pour tout f € Z*(c(A)), f(A)x = f(N)zx. En
prenant f = 15y, ona 1553 (A)xr = x. Par définition, on a 15(A) = E(S) pour
tout S € #B(o(A)) donc E({\})z = x donc E({\}) # {0} (en fait £ = Id
sur Ker(A — \).

Si E({\}) # 0, on montreque AE({\}) = AE({A}). Par le calcul fonc-

tionnel,
AB(QAD = Aloy(4) = [ i) dE,
= [ #AB = Alpy(4) = AB(A) .
Remarque 4.22 En fait, E({\}) est la projection orthogonale sur Ker(A—M\).

Définition 4.12 On dit que A est dans le spectre discret de A (0gisc(A)
ssi A est valeur propre isolée de multiplicité finie. On dit que A est dans le
spectre essentiel sinon.

Remarque 4.23 On a une décomposition 0(A) = 0gisc(A) U 0ess(A).

Proposition 4.8 \ € 0eg(A) ssi Ve > 0, E(JA — e, A+ ¢[) est de dimension
infinie.

De maniere équivalente, A\ € ogisc(A) ssi Ve > 0, E(J]A — e, A+ €]) est de
dimension finie.

Démonstration. Si A € ogisc(A). C'est une valeur propre donc E({\o}) # 0.
De plus A est isolé : il existe € > 0 tel que E(]Ag — &, Ao +¢[) = E({\o}).

Ao est de multiplicité finie donc Ker(Ag — A) est de dimension finie donc
E(JAo — €, Ao + €]) aussi.

S’il existe € > 0 tel que E(JA\g — €, Ao +¢[) est de dimension finie, alors on
montre d’abord que \g est isolé. Sinon il existe A, € o(A) qui tend vers \g
et A, # A\, pour n # m.

On peut alors trouver des intervalles disjoints I,, contenant A, dans leur
intérieur et | J I, CJAo — &, Ao + £[.

neN

Ona E(I,) #0etsin#m,I,NI, =@ donc Im(E(I,)) et Im(E(L,,))
sont en somme directe orthogonales. Ainsi,

S E(L)=FE (Z[n) < E(QM—g X +e]) <o

neN neN
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Contradiction. Donc g est isolé.
Finalement, E(J\g — €, Ao + €]) = E({\o}) donc Ay est valeur propre de
multiplicité finie. ]

4.5.2 En utilisant les mesures spectrales

THEOREME 4.22 DE DECOMPOSITION DE LEBESGUE Pour toute mesure
borélienne L,

M= tac D fpp D pe

avec fiq. absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque, pp, dis-
créte et p. continue (ne charge aucun singleton).

On peut décomposer H en appliquant cette décomposition aux m,, =
Migry My © My .

On a alors une décomposition H = E*(c(A)) & EPP(0(A)) & E°(0(A)).
Ces trois espaces sont invariants pour A. On définit alors

UGC(A) = U(A‘Eac(U(A))), Upp(A) = U(A‘EPP(J(A))) et O'C<A) = U(A|EC(U(A)))
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Chapitre 5

Espaces localement convexes

5.1 Formes géométriques de Hahn-Banach

5.1.1 Jauge d’un convexe

Proposition 5.1 Si K est convexe, il contient tous les barycentres de ses
points.

Proposition 5.2 Useless sauf pour gagner du temps
e Si K est convexe —K lest.
Si K, L sont convexes, K + L aussi
une intersection de convexes est convexe
une union de convexes totalement ordonnés est convexe
si [ est linéaire et K convxe, [(K) est convexe et [7!(K) aussi.

Définition 5.1 Soit S C E. On note co(S) I'enveloppe convexe de S, c’est
le plus petit convexe contenant S, par exemple I'intersection des convexes
qui contiennent S.

Proposition 5.3

co(S) = {Zaiazi,xi € S,a; > 0 tel que Zai = 1}

i=1 i=1

Démonstration. On pose K 'ensemble de droite. C’est un convexe. Si L est
un convexe avec S C L alors K C L par caractérisation de la convexité donc

co(S) =K. u

Définition 5.2 Soit S C F, xg € S. On dit que zy est un point intérieur
ssi
Vye E,3e > 0,Vt,|t| <exzog+ty €S
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Remarque 5.1 On n’a pas besoin de topologie pour cette définieion. Si on a
un evn (méme evt) et si S est ouvert, tous les points sont intérieurs.

Définition 5.3 Jauge d'un convexe Soit K un convexe dont 0 est un point
intérieur. On pose

pr(z) = inf{a > O,E € K}
a
Remarque 5.2 C’est bien défini et pi(x) € R car 0 est un point intérieur de
K.

THEOREME 5.1 Siz,y € K et A > 0, px(A\x) = A\pg () et pr(z +y) <
pr(x) + pr(y)-

Démonstration.
o {aai € K} = {av % S K} donc pK()‘x) = )‘pK(x)

e Soit a,b >0, Z,% € K. Alors
a x b vy

- e K
a—l—ba+a—|—bb <

par convexité. On a donc - + -5 € K donc pr(r +y) < a+b. En

prenant l'inf, on a le résultat. [ ]

Proposition 5.4
e Size K, px(zr) <1
e 1 est un point intérieur de K ssi pi(z) < 1.

Démonstration. Le premier point est clair. Si x est un point intérieur, soit
a > 0 tel que £ € K. Comme x est intérieur, il existe € > 0 tel que pour tout
¢ vérifiant |t| <e,onaz+ 2 € K donc 4~ € K.

a+t
Par définition de px, px (z) < %5 < 1. Réciproquement, si px(z) < 1, par

définition de l'inf, il existe 0 < @ < 1 tel que £ € K. Donc z = (1—a)0+a? €
K avec a €]0, 1[. Il reste & montrer que z est intérieur.

Soit y € E. Pour tout t > 0, px(z+1ty) < pr(z)+1tpk(y). Pour un certain
g, on a pour tout [t| < €, pr(z) +tpk(y) < 1 donc z+ty € K. pour conclure
on fait pareil avec —y. [ ]

5.1.2 Théoremes de séparation

Définition 5.4 H est un hyperplan ss’il existe [ € E*\ {0} et ¢ € R tel que
H={z€ E(z) =c}.

O est un demi-espace ouvert ss’il existe [ € E* \ {0} et ¢ € R tel que
O={zeFElx)<c}

Un demi-espace fermé c’est la méme chose avec <.
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Remarque 5.3 Ce sont bien des ouverts et des fermés s’il y a une topologie
sur E etl e £

THEOREME 5.2 Soit K convexe non vide tel que tous les points de K sont
intérieurs et y ¢ K. Alors il existe un hyperplan tel que l(z) < ¢ < l(y) pour
tout x € K.

Démonstration. On peut supposer 0 € K quitte a translater. pg est donc
bien définie et px(z) < 1 pour tout = € K et px(y) > 1.

On prend donc ¢ = 1 et on pose [(y) = 1. On prolonge [ & Ry par
l(ay) = a. On remarque que I(z) < pg(z) pour tout z € Ry. En egget, si
z = ay alors a < 0, c’est clair et sinon, [(z) = al(y) < apk(y) = px(ay).

Par Hahn-Banach, on prolonge [ a E en gardant [(z) < px(z) pour tout
z € FE. On a donc le résultat car pour tout x € K, [(z) < pg(x) < 1 car tous
les points de K sont intérieurs. [ ]

Remarque 5.4 Par la méme démonstration, on peut montrer que si K est
un convezxe avec un point intérieur et y ¢ K, alors il existe | € E*\ {0} et
c € R tel que pour tout x € K, l(z) < ¢ < I(y).

THEOREME 5.3 Soit H et M convezes disjoints tels que l'un des deux
contient un point intérieur. il existe c € R et l € E* tel que l[(u) < ¢ < [(v)
pour tout w € H, v € M.

Démonstration. On se ramene au cas précédent : K = H — M est convexe,
contient un point intérieur et ne contient pas 0.

On utilise pa proposition précédente avec K et y = 0. Il existe [ € E* tel
que I(z) < 0 donc pour tout y € H, z € M, l(y—=z) < 0donc l(y) <I(z). m

5.2 EVT localement convexes (EVTLC)

5.2.1 Espace vectoriels topologiques (EVT)

Définition 5.5 On dit que F est un evt si E est un ev muni d’une topologie
séparée telle que (z,\) = Az et (x,y) — x + y sont continues.

Exemple 5.1 Les evn sont des evt pour la topologie de la norme. Si F est
un evn alors (E,o(E, E')) est un evt et (E',o(E’, E)) est un evt.

Proposition 5.5
e Si U est ouvert, x + U et AU le sont pour z € E et X # 0.
e Si U est ouvert tous ses points sont intérieurs.
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Démonstration. Le premier point est clair. Soit x € U. On veut montrer que
pour tout y € F, xx+ty € U pour t assez petit. Soit z = {t € R, x+ty € U}.
0€ X, et X =¢1(u) avec ¢ : t = x + ty continue. X est donc un ouvert
de R contenant 0 donc il existe € > 0 tel que pour tout |t| < e, t € X. Donc
r+tyelU. [ ]

Définition 5.6 Soit E un evt. On dit que F est localement convexe ssi la
topologie de E possede une base de voisinages convexes.

Exemple 5.2 Les exemples précédents sont tous des evtlc.

THEOREME 5.4 Soit E un evtle. Alors E' sépare les points : pour tout
x#y € E, il exist el € E' linéaire continue tel que l(x) # I(y).

Remarque 5.5 Si on regarde sur E euvtlc, la topologie faible o(E, E') est bien
une topologie séparée donc E est aussi evtlc pour cette topologie.

Démonstration. On peut supposer x = 0 et y # 0. par définition de la
topologie d’evtle, il existe 7" un voisinage ouvert de 0 convexe tel que y ¢ T
Par le premier théoreme de séparation, il existe [ € E* tel que I(z) < 1 =1(y)
pour tout x € T

On avait construit [ telq ue I(z) < pr(z) pour tout z € E. Il reste donc a
vérifier que [ € E’. On va montrer que [ est continue en montrant que pour
tout c € R, {z € E|l(z) < c} et {z € E,l(z) > ¢} dont ouverts.

Soit z tel que I(z) < ¢. On veut montrer qu’il existe un voisinage V' de z
tel que I(w) < ¢ pour tout w € V. On va chercher ce voisinage sous la forme
V =z 4T avec r > 0 bien choisi. Pour tout y € T',

l(z +ry) = U(z) +rl(y) <Uz) +rpr(y) <U(z) +7

Pour r = ¢ —1I(z) > 0, on a l(z +ry) < ¢ pour tout y € T. On a donc
z+ 1T C {l < c} Il reste a traiter {I > ¢} et on se ramene au cas d’avant
quitte a supposer T' = —T (suffit de considérer T'N —T'). ]

5.2.2 Théoréme de Krein-Milman

Points extrémaux

Définition 5.7 Sout K convexe, S C K. On dit que S est un ensemble
extrémal ssi S est convexe non vide, et pour tout x € S. Siz = (1 —t)y+tz
avec t €]0,1[ et y,z € K alorsy € S et z € S.

Un point z est extrémal ssi {z} lest.

THEOREME 5.5 Soit E un evtle, K compact convexe non vide. K posséde
un point extrémal.
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Démonstration. On utilise Zorn. Soit X I’ensemble des S C K fermés non
vides et extrémaux.
On ordonne X par l'inclusion descendante. X # & car K € X. X est
inductif car si (.S;); est totalement ordonnées, soit S = ﬂSZ-. Il faut montrer
iel
que S € X.
S est convexe fermé et non vide car c¢’est une intersection décroisssante de
compacts non vides donc si l'intersection est vide, K = _J S est ouvert donc
iel
il existe J C I dfini tel que K C USf donc ﬂSi = @, ce qui est absurde
icJ ieJ
car les S; sont non vides et S; est totalement ordonnée. Donc S # @.
S est aussi un ensemble extrémal par la définition. Ainsi, X est inductif.
Par Zorn, il possede un élément maximal S. Montrons que c¢’est un singleton.
Siy # 2z € 8,1l existe | € E' tel que I(y) # l(z) par le théoreme
précédent. [ est continue sur K compact donc il existe m = miél I(x). Notons
Te

M ={zx € S)l(z) = m}. C’est un fermé car [ est continue.

M C S car [ prend au moins deux valeurs. M est extrémal car il est
convexe et si x € M s’écrit (1 — t)xy + tzy avec xq1, 15 € S alors m = [(x) =
(1 —t)l(x1) + tl(xe) = m donc l(x1) = l(x2) = m.

Comme S est extrémal, si x = (1 — t)x; + tzy avec x1,29 € K, on a
x1,x9 € S. Par le calcul précédent, z1,20 € M donc M € X et M C S.
Absurde. Donc M a un seul élément. |

Remarque 5.6 In a en fait que tout ensemble extrémal A fermé non vide pos-
seéde un élément extrémal. En effet, il suffit de considérer pour X [’ensemble
des S C A fermés extrémaux non vides et la suite de la démonstration est
identique.

Krein-Milman

En dimension finie, on a le

THEOREME 5.6 CARATHEODORY En dimension N, tout point d’un compact
convexe est combinaison convexe d’au plus N + 1 points.

THEOREME 5.7 KREIN-MILMAN Soit E un evtle, K compact convexe non
vide. K est l’adhérence de ’enveloppe convexe de ’ensemble S de ses points
extrémauc.

Démonstration. S # & par le théoreme précédent.
On va montrer que co(S)" € K°. Soit z ¢ co(S).
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Lemme 5.7.1
Dans F evtle, soit K un compact convexe et z ¢ K. Il existe [ € E' et ¢ € R
tel que [(z) = c et I(x) < ¢ pour tout = € K.

Démonstration. Comme K est compact, il existe V' ouvert convexe contenant
0 tel que z ¢ K+V. En effet, pour tout y € K, z # y donc (topologie séparée)
il existe U, ouvert convexe contenant 0 tel que z ¢ y + U,,.

1 n
K C U (y + §Uy) donc il existe yi,...,y, tel que K C U(?/z +Uy,).
yeK i=1

n
1
Soit V = §in est un ouvert contenant 0 et z ¢ K+V par construction.
i=1
K 4V est connexe et tous ses points sont intérieurs donc il existe [ € E*
et ¢ € R tel que l(y) < ¢ < I(2) pour tout y € K + V. Il reste & montrer [
continue. [ est bornée par définition (/(y) < ¢) et on montrera plus tard une

caractérisation de la continuité qui rendra [ continue. [ ]

En utilisant le lemme, il existe [ € E’ tel que [(z) =cet sup I(z) < c.
x€co(S)

[ est continu sur K donc atteint son maximum. Il existe donc y € K tel que
l(y) =supgl=: M.

On considere S = {y,l(y) = M} N K. C’est un convexe non vide fermé
extrémal donc il possede un point extrémal et M = sup [.

co(S)
Comme I(2) > M, z ¢ K. u

THEOREME 5.8 VARIANTE DU THEOREME DE SEPARATION Soit E un evtlc,
K compact convexe, F' fermé conveze disjoints. Alors il existel € E' etc € R
tel que l(y) < ¢ < (2) pour tout y € K, z € F.

Démonstration. cf. preuve du théoréeme précédent. [ ]

Une autre démonstration de Stone-Weierstrass

THEOREME 5.9 Soit A une sous(algébre de C°(K) avec K compact. Si A
sépare les points et contient les constantes, A = C°(K).

Démonstration. 1l suffit de montrer que sil|4 = 0 alors I = 0. Soit [ € C°(K)’
nulle sur A. Si [ # 0, quitte a considérer ”lT”, on peut supposer ||I|| = 1.

Soit X = {p € C%K),pla=0et |¢| <1}. Cest un convexe non vide
compact pour la topologie faible * sur C(K)" puisque X = Beky(0,1) N

M {e. e(x) =0}

T€EA

P1ERRON Théo Page 74 Tous droits réservés



5.2. EVT LOCALEMENT CONVEXES (EVTLC)

On va décrire les points extrémaux de X. Soir ¢ € X extrémal. Né-
cessairement ||p|| = 1. Par Riesz, il existe p mesure borélienne telle que

o(f) = [ f du pour tout f € C(K) et ] = [l (K) = 1.

Fixons g € A tel que 0 < g < 1. On considere les formes linéaires ¢ :
freo(fg)et wa: f=o(f(1—g))etonposea= [pi et b= [ps. Comme
A est une algebre, p1|4 =0 = pola.

De plus, a,b €]0, 1] donc @1, ps € X. On a

Il = 1l(xX) = [ dld = [ gl + [ (1= g)dlul = il + el
X X X

Donc a + b = 1. On peut écrire ¢ = a2- +b%2 et £ 22 € X,
Comme ¢ est extrémal, ¢ = 2L = £2 donc pour tout f € C(K),

/deuz/xfgdu

Donc g = a sur le support de p. On va en déduire qu’il existe p € K tel
que supp = {p}. Sinon il exist ep,q € K distincts tels que p,q € supp(p).
Comme A sépare les points, il existe h € A tel que h(p) # h(p) (avec 0 <
h <1 en renormalisant). On peut alors utiliser ce qui précede pour g = h.

On trouve donc h = a sur le support de p donc h(p) = h(g) absurde.
DOnc supp o = {p} et p = £9,.

Conclusion, pour tout f € A, o(f) =0 = £f(p). Pour f constante égale
a 1, on a une contradiction. [ ]

Calcul des variations

Définition 5.8 Soit J : £ — R. On dit que J est semi-continue inférieure-
ment ssi pour tout x € F et ¢ > 0, il existe V € V(x) tel que J(y) > J(x) —¢
pour tout y € V.

Lemme 5.9.1

Dans un evn, J est sci ssi sont épigraphe est fermé.

Démonstration.
e Si J est sci, soit (A, z) n’appartenant pas a ’épigraphe £ de J, ie
A < J(z). Il existe V € V(y) tel que J(y) > 3 pour tout y € V.
Donc | — 3,3[xV C & donc E° est ouvert.
o Si &(J) est fermé et x € E. Si J n’est pas sci en x, comme E est un
evn, il existe € > 0 et y,, — x tel que J(y,) < J(x) —e.
On a (yn, J(x) —e) € £ donc par fermeture, (x,J(z) —¢) € £ donc

J(x) —e = J(x) contradiction. u
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Lemme 5.9.2
Soit E un evn, C' convexe. C' est fermé faible ss’il est fermé fort.

Démonstration. Par définition, fermé faible implique fermé fort.

Si C' est convexe fermé fort, on montre que C° est ouvert faible. Si z € C°,
on applique le théoréme de séparation d’un fermé et d’'un compact a C et
{z}.

Il existe donc [ € E’ tel que l(y) < ¢ < l(z) pour tout y € C. Soit
M = supl. Soit V = {x,l(z) > ¢}, Cest un ouvert pour le topologie

c

faible qui contient z et tel que V N C' = @. Donc C°¢ est ouvert faible. [ ]

THEOREME 5.10 Si E est un evn réflexif et J : E — R conveze sci, et telle
que

lim J(z) =00

llz[|—o00

alors il existe y € E tel que J(y) = infg J(x).

Démonstration. Soit y,, € Etelq ue J(y,) — inf J(y) =: I. y, est bornée car
lim J(x) = oo.

el =0

E est réflexif donc il existe y € E et une suite extraite (y,, ) qui converge
faiblement vers y. Il reste & montrer que J(y) < I. Considérons 1'épigraphe
E de J.

J est sci convexe donc £ est fermé convexe. Donc £ est fermé faible donc
(y,I) € £. DOnc I > J(y) et 'inf est atteint. n
Exemple 5.3 Soit f € L%([a,b]) et J(u) = 3 [*|u/|*dz — [ fudz et E =
{u € H'(a,b),u(a) = u(b) = 0}. C’est un Hilbert et il existe v € E tel que
J(v) = inf J(u).

On vérifie ensuite que E est solution de —u” = f avec u(a) = u(b) = 0.

En considérant f € L*(Q) et J(u) = 3 [o |Vul>dz — [, fu, il existe v €
H(Q tel que J(b) = [ J(u). v est alors solution de —dv = f avec v|sq = 0.

5.2.3 Théoreme de Choquet

THEOREME 5.11 Soit E un evtle, K compact convexe non vide et K, l'en-
semble des ses point extrémaucx.
Pour tout u € K, il existe m, mesure de probabilité sur K. tel que u =

/_)\ dm,(\) au sens faible, ie pour tout | € F’,
Ke

) = [_103) dm,()
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Remarque 5.7 C’est une généralisation de Carathéodory en dimension infi-
nie.

Démonstration. Soit u € K et | € E'. K est compact donc le sup M et l'inf
m sont atteinds. De plus, ["'({M}) N K et [7'({m}) N K sont des fermés
convexes extrémaux non vides donc contiennent un point extrémal.

Donc M et m sont atteints sur K.. Si {; et I, sont deux formes linéaires
égales sur K, alors, comme

inl < <
H}(ljll <l(u) < rr}éxl

l1 = ly sur K. Donc l|x est complétement déterminée par [|g,.

Pour | € E', on pose f(q) = I(q) pour tout ¢ € K,. On a f € C(K,).
Ainsi, pour tout u € K, l(u) = ¢,(f) avec ¢, : C(K,) — R.

Posons L = {f € C%(K,),A € E', f = l|x.} sev de CO(K,). f — ¢u(f)
est linéaire sur L.

On considére L = L U {1} et on pose ¢(fy) = 1. On utilise une variante
de Hahn-Banach :

THEOREME 5.12  Soit Y un sev des fonctions bornées sur X (B(X)) tel
qu’il existe yo € Y avec yo(s) = 1 pour tout s € X. Soit | une forme linéaire
positive sur'Y .

[ s’étend en une forme linéaire positive sur B(X).

Démonstration. Posons p(x) = inf{l(y),x < y} en posant z < y ssi pour
tout s € X, z(s) < y(s).
p est bien définie car pour tout x € B(X), il existe ¢ = sup |z| tel que
X

2] < cyo.
Pour tout y € B(X) tel que = < y, on a —cyy < = < y donc —cl(yp) <
[(x) < I(y) car [ > 0. Ainsi, p(x) est bien défini.
De plus p est positivement homogene et sous-additive et si z € Y, [(x)
p(x). Par Hahn-Banach, [ se prolonge en une forme linéaire sur B(X), [(z)
p(z) pour tout x € B(X). De plus [ est positive.

m /N

¢, est une forme linéaire positive sur L, 1 € L donc ¢, se prolonge en
une forme linéaire positive sur C(K,).
K, est compact donc par Riesz, il existe m, mesure borélienne sur K,

positive telle que ¢,(f) = /_f()\) dm,()\) pour tout f € C(K,).
K.
Par construction de ¢, pour tout [ € E' et f =l|k,, on a

() = 0u(f) = [_FO) dma(d) = [_100) dm, ()

€ KE
De plus, 1 = ¢u(fo) = fg= dmu(X) = my(K.) donc m, est une probabilité. m
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5.3 Exemples et caractérisations des evtlc

On prend un ev E et (p;); une famille de semi-normes. On considere
E muni de la topologie la moins fine rendant continue les p;. Une base de
voisinage ouverts de 0 est donnée par

U.g={z € E,Vj € Jpj(x) <€}

pour tout € > 0 et J C [ finie.

Exemple 5.4 Dans le cas de la topologie faible, p,(z) = |¢(z)| pour tout
peFl.

Lemme 5.12.1

Les applications (z,y) — x +y et (z, ) — Az sont continues et si pour tout
x # 0, il existe i € I tel que p;(x) # 0 alors la topologie est séparée.

Exemple 5.5 Si 2 C R" est ouvert, on considére C°(Q) et pour tout K
compact inclus dans €2, on pose pg(z) = sup |f(z)| et on munit C°(2) de la
zeK

topologie définie par les pg.

La convergence pour cette topologie est équivalente a la convergence sur
tout compact.

De méme, on peut munir C*(Q) = {f € C°(Q),0°f € C(Q)V|a| < k}
d’une topologie d’evtlc pour les semi-normes px = sup |0*f| (conver-

zeK,|a|<k

gence pour cette topologie ssi toutes les dérivées partielles convergent unifor-
mément sur tout compact.

C*°(2) est muni d’une topologie d’evtlc avec la famille de semi-normes
(pK,[c)K,k-

A chaque fois, on peut définir la topologie par une famile dénombrable
de semi-normes.

Définition 5.9 On définit 'espace de Schwarz par

S(R") = {f € C®(R"), Yk, av, (1 + |2[2)*|9° f ()| borné}

On peut le munir d'une topologie d’evtlc par p,,(f) = SUD,, |a|<m |(1+
|z[*)F o= f(@)].
Proposition 5.6 FE est un evtlc séparé ss’il existe (p;);e; famille de semi-
normes définissant la topologie.

Démonstration. Soit E un evtle, il existe U; ouvert convexes (symétriques
quitte & considérer U; U —U;) base de voisinage de 0.

Pour tout ¢, on considere p; les jauges des U;. La topologie engendrée par
les p; est exactement celle engendrée par les U; (U; = {z, p;(x) < 1}). u
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Remarque 5.8 Riesz reste vrai pour les evtlc : E est de dimension fini ss’il
est localement compact.

5.4 Formes linéaires et dualité

Définition 5.10 Soit £ un evt, A C E. A est dit bornée ssi pour tout
V € V(0), il existe A € R tek que A C AV.

Remarque 5.9 On peut toujours supposer que la topologie est définie par
(pi)ier- V(0) est alors engendré par les U. ; = {x € E,|pj(x)| < e¥j € J}
pour J C I fini et e > 0.

A est bornée ssi pour tout € > 0 et J C I finie, il existe A # 0 tel que
A CAU,,.

Ceci est équivalent a Ve, J ; il existe X # 0 tel que p;(5) < € pour j € J
et x € A, ou encore a

VJ C I finie ,3M,p;(z) < MVx € A,j € J

Donc A est bornée ssi [’est pour tout les p;.

Application : A = (f,,), suite de fonctions continues.
A est bornée dans C°(€) ssi pour tout K C Q relativement compact, il
existe M > 0 tel que pour tout n € N, px(f,) < M.

Proposition 5.7 Soit E evtle, L une forme linéaire.
L est continue ssi il existe un voisinage V' de 0 tel que L(V') est borné.

Démonstration. Si L est continue, V = L7!(] — 1,1[) est un voisinage de 0
et L(V') est borné.

Réciproquement, s'il existe V' € V(0) tel que L(V') est borné, il existe
M > 0 tel que L(V') C] — M, M[. Par homogénéité, pour tout € > 0, il existe
d tel que L(0V) C| —€,¢].

Par définition de la topologie d’evtle, 6V € V(0), donc L est continue en
0. |

Remarque 5.10 Dans le cas ou E est un evn, la conséquence de la proposition
est L est continue ssi elle est lipschitzienne en 0.

COROLLAIRE 5.1 Soit E euvtle, (p;); famille de semi-normes qui définit la
topologie et L forme linéaire.

L est continue ss’il existe M et J C I finie telle que |L(x)| < M sup p;(z)
jeJ
pour tout v € E.
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Exemple 5.6 Pour C(Q2), L : C(Q2) — R linéaire.
L est continue ssi il existe M > 0 et K compact de Q tel qgie |L(f)| <
Mpk (f) pour tout f € C(Q).

Démonstration. L est continue ss’il existe V' € V(0) tel que L(V') C]—M, M.
V € V(0) donc il existe € > 0 et J C [ finie tel que U, ; C V.
Donc L(U.,;) C]—M, M[ Pour conclure, pour tout x € E, —=2— € U, ;

2 sugpj(x)
JjE
par homogénéité donc
2¢ supje; p;(x)
Donc |L(z)| < 2e M sup p;(z).
Pour l'autre sens, on a que si z € U. ; € V(0), on a |L(x)| < Me. u

Définition 5.11 Soit £ un evtle, E’ les formes linéaires continues sur £.
On définit la topologie faible * sur £’ comme la topologie la moins fine sur
E’ qui rend continues les évaluations.

THEOREME 5.13 BANACH-ALAOGLU Soit E un evt, U un voisinage ouvert
convexe équilibré (ie \U C U pour |\ < 1).

On pose Ky = {p € F'||p(x)| < IVx € U}. C’est un compact pour la
topologie faible *.

Démonstration. Soit p la jauge de U. Pour tout ¢ € Ky, |¢(x)| < 2p(z). On
a donc Ky C [][—2p(x), 2p(z)] (compact par Tychonov).

el
On montre que sur Ky la topologie produit est égale a la topologie faible
x et Ky C E'. (cf preuve de Banach Alaoglu d’avant). u

5.5 Complétude

Définition 5.12 Suite de Cauchy Soit E un evt, (z,), une suite de E. On
dit que z,, est de Cauchy ssi z, — x,, tend vers 0 quand n,m — oo, c’est a
dire :

vV e V(0),3IN,Vn,m > N,z, — x,, €V

Définition 5.13 F evtlc est complet ssi toute suite de Cauchy converge.

Proposition 5.8 Soit £ un evt complet. Si la topologie est définie par une
métrique d invariante par translation alors (£, d) est complet.

P1ERRON Théo Page 80 Tous droits réservés



5.5. COMPLETUDE

Exemple 5.7 C(Q),C*(Q), S(R") dont des evtle complets. Par exemple
pour C(2), on prend une suite f,, de Cauchy pour C(£2).
Elle est de Cauchy sur chaque C'(K) avec K C € compact donc si 2 =

o
UKl (croissante), on a f, — f!sur chaque K; uniformément. On a K; C K,
]
donc fiHg,.

On pose alors pour tout z € Q, f(z) = fi(z) si x € K; qui est bien définie
et continue sur . Comme il y a cvu sur tous les Kj, on a la cvu dans C(€2).

Définition 5.14 On appelle espace de Fréchet tout evtle complet métrisable
avec une distance invariante par translation.

Remarque 5.11 Si E est un Fréchet, on remarque que E est a base de voi-
sinage dénombrable puisque E est métrique.

Proposition 5.9 Si E est un Fréchet alors la topologie de F est engendrée
par une famille dénombrable de semi-normes (p,,),.

Démonstration. 1l existe une base de voisinages ouverts convexes symétriques
dénombrable de 0 U,,. On prend p, la jauge de U,,. ]

Remarque 5.12 Si E est un Fréchet, E est une métrique complet donc de
Baire. Ainsi, le théorémes de Banach se généralisent aux Fréchets.

THEOREME 5.14 BANACH-STEINHAUS Soit E un Fréchet avec une topologie
engendrée par les semi-normes (pp)n, F un evtle avec une topologie engendrée
par une famille QQ de semi-normes.

Soit @; € LJ(E,F). Si pour tout ¢ € Q et x € E, sup, q(pi(r)) < oo
alors pour tout q € Q, il existe J finie et ¢ > 0 tel que sup; q(pi(z)) <
CSuUp,cy Pn().

Exemple 5.8 Dans le cas particulier F' = R, on sait que ¢,(x) = ¢(x)
(bornitude ponctuelle) et la conclusion est |¢(z)| < csupgeypr(z), ce qui
équivaut a ¢ continue.

Lemme 5.14.1
Soit L : E — F linéaire avec F, F' evtlc avec des topologies définies par P et
@, familles de semi-normes.

Alors L est continue ssi pour tout ¢ € @, il existe ¢ > 0 et P’ C P finie

tel que g(Lx) < sup p(z) pour tout = € E.
peP’

Démonstration. L est continue ssi pour tout ¢ € @, go L I'est. Or g o L est
homogene et on a q o L continue en 0 ssi ¢ o L est bornées ssi le résultat
puisqu’on a maintenant une forme linéaire. [ ]
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Démonstration du théoréme. On pose A, = {x € E,q(pi(x)) < n,Vi e I}.

A, est fermé puisque g et ¢; sont continues et I'hypothese donne E =
U A,
neN

Par Baire, il existe ng tel que Aono # @&. On prend x dedans. Il existe U
voisinage de 0 tel que  + U C A,,. On a alors ¢(p;(z+y)) < ng pour i € I,
y € I donc q(y;(y)) < c.

U € V(0) donc il existe € > 0 et P’ C P finie tel que {z,p(z) < &,Vp €
P} CU.

Par homogénéité, pour tout = € F =L € U donc q(pi(x)) <

) T sup p(@)
peP’

2¢ sup p(x) pour tout x € E. [
peEP’

5.6 Limites inductives de topologies

On veut munir C,(Q2) et C2°(2) d'une topologie avec de bonnes propriétés.
On ne sait pas encore le faire car C.(Q2) n’est pas fermé dans C(2) pour la
topologie de C'(2).

On a déja vu que C*(2) est une espace de Fréchet. Si T € (C*>(€2))’, il
existe K,k et M tel que pour tout ¢ € C®(Q), (T, ¢)| < Mpr i(p).

(C>=(9)) ne contient pas Ll .. Soit T tel que (T, ¢) = [, fo avec f € Li.
Si le support de f n’est pas compact alors T' ¢ (C*(Q2))".

Le bon espace & considérer est C°(£2)".

5.6.1 Principe général

Soit E un ev qui s’écrit comme réunion de E; evtlc. On a vu que la
topologie 7; sur Ej est engendrée par une famille de semi-normes (pj);e.,-

Définition 5.15 On appelle topologie limite inductive des (E;, 7;) la topo-
logie la plus fine d’evtlc sur E tel que pour tout ¢ € I, I'injection canonique
I : B, — FE soit continue.

Proposition 5.10 Soit 7 la topologie ci-dessus. 7T est la topologie engendrée
par la famille des semi-normes P = {p, p|g, continue pour tout i}.

Démonstration. Soit T la topologie sur E engendrée par P. (E,7T) est bien
un evtl (cf caractérisation des evtlc).

Soit ¢ € I. On veut montrer que Z est continue pour tout 7. Par définition
de 7, Z est continue ssi p o Z est continue pour tout p € P. Mais poZ =p
donc p o Z est continue. Ainsi, 7 C 7.

E;
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5.6. LIMITES INDUCTIVES DE TOPOLOGIES

Reciproquement, soit 7" une topologie d’evtlc sur E telle que Z est conti-
nue.

Soit () une famille de semi-normes définissant cette topologie sur E. Pour
tout ¢ € @, ¢ est continue pour cette topologie donc goZ = ¢|g, est continue
comme composée d’applicaitons continues. Donc ¢ € P. Alors 7 C 7 donc
T C T et on a bien I'égalité des topologies. [ ]

Proposition 5.11 Soit T : F — F linéaire avec F' un evtlc et E la limite
inductive des (E;, ;).
T est continue ssi T'|g, est continue pour tout i.

Démonstration. Si T est continue, T'|g, = T o Z est donc continue.

Pour montrer que T est continue, il suffit de montrer que goT est continue
pour tout ¢ € @) avec ) une famille de semi-normes engendrant la topologie
de F'.

Alors qoT|g, est une semi-normes sur E continue donc ¢ € P donc T est
continue. ]

COROLLAIRE 5.2  Soit T une forme linéaire sur E.
T est continue ssi T|g, est continue pour tout t ssi pour tout i, il existe
M et J; C P finie telle que |T(x)] < M sup pl(x) pour tout x € E;.
JE€J;

A partir de maintenant, on suppose que les Ej, sont inclus et fermés dans
Eyq1 et Tepi|p, = Th
Proposition 5.12

1. Si U est un convexe symétrique non vide tel que U N E, € 73, alors U

est un voisinage de 0 pour (£, 7).

2. 7|g, = T pour tout k

3. Si chaque (Ej, 1) est séparé alors (E, ) 'est.

4. Ej est fermé dans (E, 7)

Démonstration.

1. Pour tout k, U N E}, est un voisinage de 0 pour 7. Il existe U, ouvert
convexe de Ej contenant 0 tel que U, C U N Ey. donc ju|g, = june, <
Ju, avec jy la jauge associée V.

Donc jy|g, est continue pour tout k donc jy € P. Mias {z, ju(z) < 1}
est un ouvert inclus dans U donc U est un voisinage de 0 dans E.

2. Soit V € 7|g,. il existe U € 7 tel que V = U N Ey. Mais U N E}, =
<I|Ek>_1<U> donc U NEj, € 7.
Réciproquement, Si U, € 73, on veut montrer qu’il existe U € T tel que
U, = U.apE). On peut supposer V' ouvert convecte contenant 0.
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CHAPITRE 5. ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

Lemme 5.14.2
Soit F un evtle contenant F, U un ouvert convexe de F. Il existe C'
ouvert convexe tel que U = CNF.

Démonstration. Soit U ouvert convexe de F' contenant 0. Il existe V
ouvert de F tel que U =V N F.

E est un evtle donc il existe un ouvert W convexe contenant 0 tel que

W CV.Onpose C = J (tW+(1—)U). On vérifie que C' est ouvert
t€(0,1]
convexe et que C N F =U. ]

En utilisant le lemme, on montre par récurrence, qu’il existe une suite
(Ugy1); croissante d’ouverts convexes tels que Uy C Eiyy et Uy =
Uk N By En posant U la réunion des Uygyq, U est ouvert convexe et
UnNE, =U,.

3. Soit x # 0. Il existe k tel que x € Ej. 73 est séparée donc il existe Uy,
voisinage de 0 tel que = ¢ U.
On pose U l'union des Uyy; (la méme suite qu’au-dessus). U est un
ouvert de F qui ne contient pas x.

4. On montre que Ef est ouvert. SOit « ¢ Ej. Ej, est fermé dans Fj, avec
m >k tel que x € E,,.
Il existe un voisinage Uy de 0 dans E,, tel que (z + U,,) N By, = 2.
On construit une suite U,,,; comme précédemment et on pose encore
U l'union des U,,4;. Alors (z + U) N Er = @ et U est un voisinage de
0. [ ]

5.6.2 Convergence

THEOREME 5.15 Soit x, € E. x,, — x dans E ssi il existe k tel que pour
tout n, x, € Ey, v € Ey et x,, — x dans E}.

Démonstration. < est évident. Dans l'autre sens, si z,, — x dans FE, on
montre d’abord qu’il existe k tel que x,, € Ej. Par 'absurde, il existe k;, n;
telles que z,,, € Ey,41 \ Ey,.

E), est fermé et par le théoreme de séparation, il existe 7; € E’ tel que
Tilg,, = 0 et Tj(xy,) # 0. Soit

= | Ty(wn,)| fvm)l

On a qu’un nombre fini de termes non nuls donc la somme est bien définie.
Pour tout [, T; est linéaire donc p; est une semi-norme. ¢ est continue sur F
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5.6. LIMITES INDUCTIVES DE TOPOLOGIES

donc p € P. Comme z,, -z € E, (p(z,,))n est bornée. Or on a p(z,,) > —
+o00, ce qui est absurde. Ainsi, x,, € E) pour tout n.
Comme 7, = 7|g,, ©, — x dans Ej. ]

Proposition 5.13 Si (Fj, 7x) est complet pour tout k alors (E, ) est com-
plet.

Démonstration. Soit x,, de Cauchy dans (E, 7). On remarque que pour tout
p € P, p(x,) est de Cauchy dans R donc converge. Par le méme raisonnement,
il existe k tel que x,, € E, pour tout n. Donc x,, de Cauchy dans Ej donc
converge dans Fj, donc dans E. [ ]

Si (Fy, 1) sont des Fréchets, est-ce que (E, 7) est de Fréchet 7 Ceci revient
a considérer la métrisabilité de 7.

Proposition 5.14 Une limite inductive stricte d’espaces de Fréchet n’est
pas métrisable.

Démonstration. Si (E, T) est métrisable, ¢’est un espace de Baire. Si on Iécrit
comme 'union des Ej, (qui sont fermés). Les Ej sont d’intérieur vide, donc
on contredit le théoreme de Baire. |

Proposition 5.15 Soient (Ej, 7%) des espaces de Fréchet et T'€ E*. T € E'
ssi R est séquentiellement continue ie pour tout z,, — 0, T'x,, — 0 dans F.

Démonstration.

= Evident
< Supposons que 1" est séquentiellement continue. On a vu que T est
continu ssi T'| g, est continu. Pour tout k, Ej, est un Fréchet donc mé-
trisable donc 7|, est continu ssi il 'est séquentiellement. |

5.6.3 Topologie de C°(12) et distributions

Ona C® = |J CZ(Q) (et I'union peut étre prise sur un esemble dé-
KccQ
nombrable de compacts).

% est un espace de Fréchet pour la topologie engendrée par les semi-
normes (py k)i (vu précédemment).
On munit alors C2°(£2) de la topologie limite inductive.

Proposition 5.16
o (C'°(2) est complet pour cette topologie
e v, — ¢ dans C°(Q ss'il existe K relativement compact dans 2 tel que
supp ¢, C K pour tout n et ¢, — ¢ dans C2(Q). C'est-a-dire que
teoutes les dérivées de ¢, cvu sur K vers celles de ¢.
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CHAPITRE 5. ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

On note D'(2) = (C(Q))".

Proposition 5.17 T € D'(Q) ssi T est linéaire et T'|cx () est continue pour
tout K ssi T est linéaire et pour tout ¢, — 0 dans C°(Q), (T, ¢,) — 0.
Ceci est équivalent a T est linéaire et

VK CC Q,3M, kYo € CE(Q), (T, )| < Mpgi(p)

Exemple 5.9 L} () C D'(Q) et §p € D'(R").
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